


Herrn Professor
Dr. Ferpmvanp WEINHANDL T
zum Gedichtnis

crp- i hine der Bibliothek

Kreysrig, Ertoin:

Statistische Methoden und ihre Anwendungen [ von Erwin
Ereyselg, — Unverind, Nachdr. d. 7. Aufl. — Gottingen:
Vandenhoeck und Ruprecht, 1982,

A\
ISBN 3-525-40717-3

1, Auflage 1905
2. Auflage 1067
3. Aullage 1068
(1. Nachdruck 1969)
{2, Nachdruck 1064)
(3. Nachdruck 1970)
{4, Nachdruck 1972
4. Auflage 1073
{Nachdruck 1974)
5, Auflage 1075
d. Auflage 1977
7. Auflage 1979
{Wachdruck 1082)

L Vandent & IngG 1975 — Printed In Germany.
Ohne ausdrickliche Genehmigung des Verlages Ist es nleht gestattet,
das Buch oder Teile daraus auf foto- oder akustomechanischem Wege
zn vervielfiltigen
Druck: Hubert & Co., Gottingen



Vorwort
sur 1. bis 7. Auflage

Die Bedeutung der modernen Statistik in der Wissenschaft, Tech-
nik, Wirtschaft und Politik wichst stindig. Das hat zwei Haupt-
griinde: 1. Die Statistik leistet heute mehr als frither. Friiher muBite
sie sich auf eine bloBe empirische Beschreibung beschrinken. Heute
kann sie der Beurteilung von Situationen dienen, weil ihre mathe-
matischen Grundlagen entsprechend entwickelt worden sind. 2. Es
besteht dringender Bedarf fiir eine solche mathematisch fundierte
Statistik, denn die Lebens- und Produktionsgemeinschaften werden
immer gréfer und komplexer, die auftretenden Probleme immer kom-
plizierter und die ,,guten alten‘‘ empirischen Verfahren demgemil
immer unzulinglicher.

Bekanntlich wird die mathematische Statistik in den deutsch-
sprachigen Léndern noch immer nicht geniigend beachtet und ange-
wendet. Um den Vorsprung des Auslandes wettzumachen, ist es not-
wendig, das Interesse an der mathematischen Statistik und das Ver-
stindnis fiir deren Wesen in breiten Kreisen zu wecken. Hierzu soll
die vorliegende Einfiihrung einen Beitrag leisten. Diese ist aus der
praktischen statistischen Arbeit und aus Vorlesungen entstanden, die
ich in Aachen, Columbus, Graz, Karlsruhe, Ottawa und Windsor fiir
Hérer verschiedener Interessengebiete (Technik, Mathematik, Physik,
Medizin, Volkswirtschaft usw.) gehalten habe.

Der Stoff ist maglichst einfach dargestellt. Die fiir das Verstidndnis
notwendigen Vorkenntnisse gehen nicht iiber die elementare Differen-
tial- und Integralrechnung hinaus., Auf die Hilfsmittel der Maf-
und Integrationstheorie wird also verzichtet. Allgemein verstind-
liche praktische Probleme stehen im Vordergrund. Alle Zahlenwerte
entstammen tatsdchlichen Beobachtungen, so dall der Leser auf
Schritt und Tritt sozusagen ,,den Zufall bei der Arbeit sehen kann‘‘.
Nur so erwirbt man sich ein tieferes Verstindnis. Um zu eigenen Ver-
suchen anzuregen, ist ein Teil der Beispiele besonders einfach ge-
halten. Eine enge Verbindung zwischen der Theorie und den An-
wendungen wird angestrebt. Es kommt mir nicht darauf an, még-
lichst ,viel zu bringen, sondern den Leser mit der typischen
Denkweise des behandelten Gebietes vertraut zu machen.

Das Buch hat drei Teile:

I. Beschreibende Statistik,
II. Wahrscheinlichkeitstheorie,
II1. Beurteilende Statistik.
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6 VorworT

Im ersten Teil befassen wir uns mit der graphischen und tabellarischen
Darstellung und Beschreibung gegebener statistischer Daten, im zwei-
ten Teil mit der wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlage der Me-
thoden zur mathematischen Auswertung statistischer Daten und im
dritten Teil mit dieser Auswertung selbst.

Wir behandeln also zuniichst die einfachere Aufgabe der iibersicht-
lichen Darstellung statistischen Materials und entwickeln erst spiter
mathematische Modellvorstellungen, auf die sich die Beurteilung
statistischer Daten griindet.

Dieser Weg soll es dem Anfiinger ermoglichen, sich zuerst einmal
in die Gedankenwelt der Statistik etwas einzufiihlen, bevor er zur
Anwendung mathematischer Hilfsmittel iibergeht.

Praktische Ubung ist in der Statistik wichtiger als in vielen anderen
Gebieten der Mathematik, Aus diesem Grunde bilden die Aufgaben
am Schluf der Abschnitte einen wesentlichen Teil des Buches. Sie
sollen dem Leser auch eine Ahnung davon verschaffen, wie weit und
vielseitig die Anwendungsméglichkeiten der mathematischen Sta-
tistik sind. Einen Teil der Losungen findet man in Anhang 2.

Englische Fachausdriicke sind in Anhang 4 angegeben, um den
Zugang zu der umfangreichen englischsprachigen statistischen Litera-
tur zu erleichtern.

Herrn Prof. Dr. F. REuTTER (Aachen) danke ich herzlich filr sein
Interesse am Entstehen des Buches und fiir die durch sein Institut
geleistete Hilfe bei der Herstellung des Manuskriptes, den Herren
Prof. Dr. K. SrancE (Aachen), Dr. H. Hiznex (Aachen), Dipl.-Math.
W. Scuurz (Frankfurt), Dr. W. Vorx (Darmstadt), Prof. Dr.
H. FLoriax (Graz), Dr. J. GoLues (Graz) und Akad. Oberrat Dr,
H. Kéruina (Géttingen) fiir wertvolle Hinweise und Diskussionen,
dem Verlag und der Druckerei fiir die angenehme Zusammenarbeit
und die gefillige Ausstattung des Buches.

Die vorliegende 7. Auflage wurde erfreulicherweise schon jetzt not-
wendig. Wie ihre Vorgingerin enthilt sie eine Einfithrung in die Ent-
scheidungstheorie (Kap. 21), ein modernes Gebict der Statistik, das
fir die Anwendungen zunehmendes Interesse besitzt. Ferner wurde
Anhang 1 erweitert, insbesondere durch Bemerkungen zur Mengen-
lehre im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Fiir Leserzuschriften danke ich sehr. Fiir weitere Hinweise werde
ich ebenfalls jederzeit sehr dankbar sein.

Erwin Kreyszig
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Kapitel 1
Einleitung

Statistiken iiber Geburten, Verkehrsunfille, Borsenkurse, Wahl-
resultate, Niederschlige, Geschéftsumsitze und viele andere Dinge
sind uns aus dem téaglichen Leben wohlbekannt. Wir wissen, daB es
sich dabei jeweils um Zahlentabellen oder entsprechende graphische
Darstellungen handelt. Daneben wird das Wort ,,Statistik‘ noch in
einem anderen Sinne gebraucht: Mit diesem Wort oder genauer mit
,,mathematischer Statistik‘‘ bezeichnet man die Lehre von den mathe-
matischen Methoden zur Gewinnung und Auswertung von Statistiken.

Im vorliegenden Kapitel wollen wir uns eine erste grobe Vorstel-
lung vom Wesen und von der Aufgabe der mathematischen Statistik
bilden und auf einige wichtige Anwendungsgebiete hinweisen.

1 Yorbemerkungen iiber das Wesen der mathe-
matischen Statistik

In der mathematischen Statistik betrachtet man Massenerschei-
nungen. Das sind Erscheinungen, die entweder eine groBie Anzahl
von Individuen betreffen oder eine grofle Menge von Einzelerschei-
nungen zusammenfassen. Dabei zeigt sich oft, daB die Massenerschei-
nungen gewisse GesetzmaBigkeiten aufweisen, die sich nicht fiir die
Einzelerscheinung formulieren lassen. Zwei einfache Beispiele mégen
dies erlautern.

Uber das Lebensalter, das eine bestimmte Person erreichen wird,
kann man keine genauen Vorhersagen machen. Wohl aber lassen sich
far eine Bevolkerungsgruppe, etwa fiir alle Einwohner eines Landes,
auf Grund von Beobachtungen empirische GesetzmiBigkeiten fest-
stellen. Man kann z. B. ermitteln, wie viele von je 1000 Neugeborenen
nach einer gewissen Anzahl von Jahren jeweils noch am Leben sind.
Auf diese Weise erhdlt man eine sogenannte Sterbetafel (vgl. Abb. 1.1),
die als Grundlage fiir die Berechnung der Lebens- und Altersversiche-




14 Kap, 1. BEivLEITUNG

1000
Lo lam] [ E|am| [2]am] 4@
5 | 958 35 | 018 65 | 872 500
10 | 952 10 | 907 70 | 554
15 | 950 45 | 892 75 | 408
20 | 944 | | 50 | 868 80 | 249
25 | 935 | | 55 | 829 85 | 111
| 2 0
[ 30 | 027 | |60 | 764 | 90 | 31 o SO
Tabellarische Form Graphische Form

Abbildung 1.1. Sterbetafel fiir ménnliche Personen in Deutschland
E = Erreichtes Alter (vollend Altersjahr); 4 (E) = Anzahl der Personen,
die von je 1000 minnlichen Lebendgeborenen das Lebensalter E erreichen.
{Nach Angaben fiir 1958/59 im Stat. Jahrbuch f. d. Bundesrep. Deutschland
1861, 8. 66)

rungsprimien benutzt wird. Die durch eine solche Tafel ausgedriickte
empirische GesetzmiBigkeit bezieht sich also auf die Gesamtheit der
betrachteten Personen, nicht aber auf eine bestimmte Einzelperson.

Ahnlich ist die Lage beim Wiirfeln: Welche Zahl der nichste Wurf
bringen wird, kann man nicht vorhersagen. Wohl aber beobachtet
man, daB in einer groBen Anzahl von Wiirfelergebnissen die Zahlen
1, 2, 3, 4, 5, 6 jeweils efwa gleich oft vorkommen, sofern der Wiirfel
aus homogenem Material besteht, eine geometrisch einwandfreie Form
besitzt und ordnungsgemil geworfen wird.

Bei unseren beiden Beispielen steht der ,,zufiilligen UnregelmiiBig-
keit* der Einzelerscheinung eine ,statistische RegelmiBigkeit* oder
..statistische GesetzmiiBigkeit der Massenerscheinung gegeniiber.

Die Aufdeckung solcher GesetzmiBigkeiten ist ein grundlegendes
Problem. In diesem Zusammenhang fragt man sich: Auf welche
Weise und in welchem Umfange sammelt man in einem konkreten
Falle statistische Daten, d. h. Zahlenmaterial, aus dem man einzelne
Besonderheiten und Eigenschaften von Massenerscheinungen ermit-
teln will? Wie stellt man diese Daten tabellarisch oder graphisch in
iibersichtlicher Weise zusammen ? Wie wertet man die Daten aus?
Welche Schliisse lassen sich ziehen? Welchen Zuverlissigkeitsgrad
besitzen die so gewonnenen Urteile iiber eine Massenerscheinung ?

Diese und dhnliche Fragen gilt es zu beantworten. Nur in einfachen
Féllen ist das ohne wesentliche mathematische Hilfsmittel méglich.
Bei den weitaus meisten in der Praxis anfallenden Problemen muB
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man Verfahren der modernen mathematischen Statistik anwenden,
um zu sinnvollen Urteilen zu gelangen und verniinftige Entscheidun-
gen im Falle von UngewiBheiten zu treffen. Solche Methoden sind in
den letzten Jahrzehnten entwickelt worden. Sie ermdglichen es, stati-
stisches Zahlenmaterial auszuwerten, also von einer bloBen Beschrei-
bung zu einer Bewrteilung gegebener Situationen iiberzugehen. Der Cha-
rakter statistischer Uberlegungen hat sich dadurch grundlegend ge-
wandelt: An die Stelle der empirischen beschreibenden Stafistik ist
die wissenschaftlich fundierte mathemgtische Statistik getreten,
deren praktische Bedeutung stindig wiichst.

Schon aus der Antike sind uns Statistiken iitber den Staatshaushalt,
iiber Pachteinkiinfte und iiber Bevélkerungszahlen bekannt. Und
man hat schon friihzeitig versucht, statistische Daten auszuwerten.
Solange aber solche empirische Versuche keine mathematische Grund-
lage besaBen, war die Gefahr von Fehlschliissen sehr groB. So ent-
stand das Sprichwort, daB man ,,mit Hilfe von Statistiken alles be-
weisen kann®. Es kennzeichnet aber lediglich die MiBerfolge kritik-
loser Beurteilung statistischer Daten. (Interessante Beispiele findet
man in [7], [14] und [15], sieche Anhang 3 am SchluB.)

Allerdings ist die mathematische Statistik kein Automat, in den
man nur seinen Groschen hineinzustecken braucht, um sinnvolle
Resultate zu erhalten. Vielmehr muB man sich in die Denkweise dieses
(iebietes einleben, damit man die Anwendungsmdglichkeiten sehen
lernt und in einem konkreten Fall das richtige Verfahren auswihlen
lkann.

2 Einige Anwendungsgebiete der mathematisehen
Statistik

Die Beispiele und Aufgaben des Buches entstammen der Industrie
und Technik, der Physik, Meteorologie, Geodisie, Medizin, Botanik
und Zoologie, Landwirtschaft, dem Verkehrswesen usw. Das sind
vinige Anwendungsgebiete der mathematischen Statistik. Viele andere
lieBen sich leicht aufzihlen. Man denke etwa an den Arbeits- und
Wohnungsmarkt, den AuBenhandel und die Zollpolitik, die Jugend-
orziehung, das Versicherungs- und Fiirsorgewesen, die angewandte
Psychologie und die Sozialwissenschaften.

In jedem dieser Gebiete ist die Anwendungsmiglichkeit der mathe-
matischen Statistik meist sehr vielgestaltig. Das zeigt schon ein Blick



16 Kar. 1. EINLEITUNG

auf die genannten Aufgaben. Beispielsweise bedient man sich in der
Industrie und Wirtschaft statistischer Methoden bei der Material-
priifung, Fertigungssteuerung und -regelung, End- und Abnahme-
kontrolle, Entwicklung, Personalauswahl, Markt- und Produktfor-
schung, Wirtschaftspriifung, Rationalisierung von Arbeitsverfahren,
Planung von Versuchen, Kapitalanlagepolitik usw. Zahlreiche grofie
Firmen haben in letater Zeit fiir derartige Zwecke besondere statisti-
sche Abteilungen eingerichtet oder stehen wenigstens in enger Ver-
bindung mit statistischen Biiros, denen die auftretenden Probleme
zur Bearbeitung iibertragen werden.

Manche Probleme lassen sich in kurzer Zeit und mit einfachen Hilfs-
mitteln erledigen. Andere erfordern erhebliche Zeit und Kosten.
GroBle Untersuchungen waren die englische Erforschung der Wirk-
samkeit von Streptomycin bei der Tuberkulosebehandlung im Jahre
1946 und eine amerikanische Priifung, bei der 126 Fahrzeuge 2 Jahre
lang 19 Stunden je Tag und 6 Tage je Woche iiber Versuchsstrafen
fuhren. Dieser ,,A. A. 8. H. 0. Road Test* kostete 27 Millionen Dollar.
Solehe Versuche machen sich durch die Erfahrung, die man dabei
gewinnt, reichlich bezahlt.

Bei groBeren statistischen Vorhaben leisten elektronische Rechen-
maschinen wertvolle Dienste, insbesondere, wenn der Zeitfaktor eine
Rolle spielt.

3 Zur Arbeitsweise in der mathematischen Statistik

Wir haben gesehen, dal die mathematische Statistik in ganz ver-
schiedenartigen Gebieten angewendet wird. Und in jedem Gebiet
konnen ganz verschiedenartige Fragestellungen auftreten. Zum Bei-
spiel kann man sich, wie die Aufgaben des Teiles III zeigen, in der
Landwirtschaft fiir das giinstigste Pflanzdatum von Baumwolle, den
Starkegehalt von Kartoffeln, die Brauchbarkeit von Simaschinen,
die Anzahl von Erdbakterien, den Heuertrag in Abhangigkeit von der
Diingung, den Zusammenhang zwischen dem Humusgehalt und dem
Stickstoffgehalt des Bodens interessieren. Oder in der Medizin kann
man fragen nach der Wirksamkeit von Medikamenten und Heilver-
fahren, nach dem EinfluB des Rauchens auf den Lungenkrebs, des
Autofahrens auf Wirbelsiulenschiden usw.

Trotz der grofien Heterogenitéit der Probleme besteht deren statisti-
sche Bearbeitung im allgemeinen aus denselben Schritten. Wir illustrie-
ren diese Schritte durch ein einfaches Beispiel. Dabei erwihnen wir



Ansonnerer 8, Zun ARDEITSWEISE IN DER MATHEMATISOHEN STATISTIR 17

vinige wichtige Grundbegriffe, kiimmern uns aber einstweilen noch
nicht um deren priizise Fassung.

Ein Ingenieur einer Firma sei beaunftragt, die Dichte des Kokses
wu untersuchen, den die Firma verwendet.

1. Schritt. Formulierung des Problems. Dieser Schritt ist im vorlie-
genden Falle einfach : Der Ingenieur entschlieBt sich, die durchschnitt-
liche Dichte des Kokses zu bestimmen. In anderen Fiillen erfordert der
Sehritt, meist mehr Uberlegung, als man naiverweise denkt, weil man
oftmals erst klare Begriffe schaffen und die Fragestellung prizisieren
und so einengen mul, dafl die Arbeit zu bewiiltigen ist. (Beispiel:
Untersuchung iiber die Verbreitung der Geisteskrankheiten in einem
Land. Wie weit oder wie eng faBt man da den Begriff der Geistes-
lirankheit ? Soll man nur klinisch behandelte Fille heranziehen oder
nuch andere, bei denen man genaue Unterlagen wohl wesentlich
schwerer erhilt ¢ Soll man nach Geschlechtern trennen ? Nach Alters-
gruppen ? Nach Stadt- und Landbevélkerung ? Wenn ja, wo liegt die
(irenze zwischen diesen beiden Begriffen ? Auf welchen Zeitraum soll
man sich beschrinken ? Und so weiter.)

2. Schritt. Planung des Experimentes. Hitten alle Koksbrocken
dieselbe Dichte, so brauchte der Ingenieur nur einen einzigen herzu-
nehmen und dessen Dichte zu bestimmen. Dann kime die Statistik
liberhaupt nicht ins Spiel. Nun zeigt aber die Erfahrung, daf diese
Dichte von Brocken zu Brocken variiert. Der Ingenieur sollte dem-
pemil nun eigentlich alle Koksstiicke hernehmen und messen. Das
wiirde aber mehr kosten, als der ganze Koks wert ist, und auBerdem
nehr viel Zeit beanspruchen. Kin Brocken ist zuwenig, alle sind zuviel.
Der Ingenieur entschlieft sich sozusagen fiir den goldenen Mittelweg:
lir faBt den Plan, einige Brocken ganz zufillig herauszugreifen und
deren Dichte zu bestimmen.

3. Schritt. Ausfiihrung des Experimentes. Er fithrt seinen Plan
(urch. Der genannte Vorgang des zufiilligen Auswihlens und Messens
wird in der Statistik als ein Zufallsexperiment oder eine Zufallsheoh-
nchtung (kurz: Experiment oder Beobachtung) bezeichnet. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, der Ingenieur habe nur 5 Brocken
nusgewihlt und gemessen. Er habe dabei die Werte

1,40 1,46 1,39 1,44 1,38

[zfem?] (die einem tatsichlich ausgefiihrten Experiment entstammen,
vgl. Aufgabe 72.2) erhalten. Diese Werte werden als eine Stichprobe
aus der ,,Grundgesamtheit® aller moglichen MeBwerte bezeichnet, die

2 Hreyszig, Methoden
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bei der Ausfiihrung des Experimentes denkbar sind. Ihre Anzahl (5)
heilt der Umfang der Stichprobe.

4. Schritt. Tabellierung und Beschreibung des experimentellen Er-
gebnisses. Berechnung von Mabzahlen. Bei umfangreichen Unter-
suchungen, bei denen viele Zahlenwerte anfallen, muB man nun dafiir
sorgen, dal man diese in eine iibersichtliche tabellarische Form bringt
und vielleicht sogar noch graphisch veranschaulicht. Wie man das
macht, lernen wir in Teil I. Im Falle unserer einfachen kleinen Stich-
probe ist nichts dergleichen zu tun. Der Ingenieur berechnet lediglich
zwei MaBzahlen, nimlich die durchschnittliche Dichte

z =~;~(1,40 + 1,45 4 1,39 | 1,44 4 1,38) = 1,412

und die sogenannte Varianz, die ein Maf dafiir ist, wie sehr die Stich-
probenwerte streuen. (Die Formel fiir die Varianz folgt spater.)

5. Sehritt. Schlug von der Stichprobe auf die Grundgesamiheit. Aus
der Stichprobe schlieBt der Ingenieur, daB die Grundgesamtheit efwa
die durchschnittliche Dichte 1,412 gfem® hat. Er kann weiter die
Genauigkeit dieses Niherungswertes abschiitzen, nach einem Ver-
fahren, das wir spiter (in Abschn. 72) kennenlernen werden.

Warum und wie man derartige Schliisse von Stichproben auf die
zugehorige Grundgesamtheit ziehen kann, lernen wir in Teil IIT des
Buches. Wie sich der Begriff der Wahrscheinlichkeit, der doch zu-
niichst nur ein Wort unserer Umgangssprache ist, so fassen lift, daB
man mathematisch damit arbeiten kann, iiberlegen wir uns in Teil II.

Kann der Ingenieur sein Ergebnis verbessern und einen zuver-
lissigeren Niherungswert fiir die genannte Dichte gewinnen?

Ja, das kann er tun, indem er zu groBeren Stichproben (20 MeB-
werte, 100 MeBwerte oder dgl.) iibergeht. Wie wir in Teil III sehen
werden, steigh dann die Genauigkeit der Schliisse. Es ist klar,
daB diese Verbesserung durch erhéhte Kosten und groBeren Zeit-
bedarf erkauit wird. Beim 2. Schritt handelt es sich infolgedessen
darum, den Versuchsplan nach Grundsitzen der mathematischen
Statistik so anzulegen, daB man bei gegebenem Aufwand an Zeit und
Kosten ein Maximum an Information iiber die Grundgesamtheit er-
halg.

Man mache sich klar, daB es vollkommen sichere Schliisse von einer
Stichprobe auf die Grundgesamtheit nicht gibt. An dieser prinzipiellen
Tatsache kann die beste mathematische Theorie nichts indern. Wenn
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man 10000 billige Massenartikel (Schriubchen, Hosenknépfe, Rund-
funkwiderstiinde usw.) vor sich hat und ganz genau wissen wollte,
wie viele davon unbrauchbar (AusschuB) sind, so bliebe nicht anderes
librig, als alle 10000 Artikel Stiick fiir Stiick zu priifen und dabei die
AusschuBstiicke zu zihlen.

Erfreulicherweise sind derart genaue Angaben in der Praxis fast
nie wertvoller als die Aufschliisse, die eine Stichprobe iiber die Grund-
gesamtheit liefert. So versteht man, daB die Stichprobenentnahme zu
cinem allgemein angewendeten Verfahren der modernen Statistik ge-
worden ist.

AuBer der Kosten- und Zeitfrage gibt es iibrigens noch andere
(iriinde fiir die praktische Bedeutung der Stichprobenentnahme:

Die Priifung kann zur Zerstorung fiihren, z. B. bei Experimenten
iiber die Qualitit von Sprengladungen, iiber die Stromstiirke, bei der
Sicherungen durchbrennen, iiber den Heizwert von O] usw. Die Prii-
fung kann die Dinge verdndern und damit ihrer Zweckbestimmung
entzichen (Beispiel: Keimversuche an Saatgut). Die Grundgesamtheit
kann zu groB sein (Beispiel: Bestimmung der Durchschnittsgrifie der
Bewohner eines Landes) oder nicht vollstindig zugiingig sein (Beispiel :
Untersuchung iiber die Verbreitung von Seuchen durch Ratten,
Blutuntersuchung, bei der Blut entnommen werden mul).

Schliisse von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit, wie sie die
mathematische Statistik erméglicht, sind nur giiltig, wenn wirklich
cine Zufallsauswahl vorliegt, d. h. jedes Ding der Menge von Dingen,
fiir die man sich interessiert, mufl dieselbe Chance (oder wenigstens:
eine genau angebbare Chance) haben, bei der Stichprobenentnahme
gezogen zu werden. So muBl man den Versuch anlegen. Das ist oft
leichter gesagt als getan. Auf dieses grundlegende Problem gehen wir
spiiter (zu Anfang des Teiles III) nither ein.

PLl



TEIL I
BESCHREIBENDE STATISTIK

Im ersten Teil des Buches wollen wir uns iiberlegen, “wie man
statistische Daten in praktisch brauchbarer Form tabellarisch oder
graphisch darstellt. Wir gehen dabei von Stichproben aus, wie sie bei
Zufallsexperimenten anfallen, und kiimmern uns einstweilen weder
darum, wie diese Daten gewonnen wurden, noch, wie sie weiterver-
arbeitet werden sollen, d. h, wie man aus ihnen AufschluB {iber die
zugehorige Grundgesamtheit gewinnt.

Weiterhin werden wir sehen, daB man jeder Stichprobe gewisse
MaBzahlen zuordnen kann, die die Stichprobe als Ganzes kennzeich-
nen, Die beiden praktisch wichtigsten dieser Zahlen sind der sogenannte
Mittelwert und die sogenannte Varianz einer Stichprobe.

Um den vorliegenden ersten Teil des Buches mdglichst einfach zu
gestalten, betrachten wir nur Stichproben, bei denen jeder Stichproben-
wert aus einer einzelnen Zahl besteht. Was wir iiber Stichproben von
Zahlenpaaren, Zahlentripeln usw. wissen miissen, erliutern wir erst
spiiter.



Kapitel 2
Hiufigkeitsverteilungen

Wir befassen uns im vorliegenden Kapitel mit der iibersichtlichen
Darstellung statistischen Materials. Die Begriffe der absoluten und
relativen Haufigkeit, der Hiufigkeitsfunktion f(m) und der Summen-
hiufigkeitsfunktion oder Verteilungsfunktion F (x) einer Stichprobe,
die dabei vorkommen, sind auch fiir alle spiiteren Betrachtungen
wichtig.

1 Tabellarische Darstellung. Hiunfigkeit

Bei statistischen Erhebungen werden die Beobachtungsergebnisse
liblicherweise in der Reihenfolge nacheinander in Formulare oder
Hefte eingetragen, in der sie anfallen. Die dabei entstehende Liste
heillt das Protokoell oder die Urliste.

Tab. 4.1 ist eine solche Urliste. Sie enthilt 100 Werte, nimlich die
GiroBe von 100 zufillig aus der Gesundheitskartei ausgewihlten
Girazer Mittelschiilerinnen. Das sind also n (= 100) Zahlen als Er-
gebnisse von 100 Beobachtungen (Lingenmessungen). Diese bilden
zusammen eine Stichprobe vom Umfange n, aus der man spiter
Schlisse auf die zugehorige Grundgesamtheit ziehen will. Die Zahlen
lheilen die Stichprobenwerte.

Ubrigens bezeichnet man oft auch die Menge der ausgewihlten
Personen bzw. Dinge selbst als die Stichprobe.

Hiitten wir gleichzeitig zwei Merkmale gemessen, etwa bei jeder
der 100 Schiilerinnen die Griéfe und das Gewicht, so hitten wir eine
Stichprobe erhalten, die aus 100 Zahlenpaaren besteht. Entsprechend
orhiilt man Zahlenfripel, wenn man gleichzeitig drei Merkmale beob-
achtet, usw.

Wie stellt man nun eine Stichprobe itbersichtlich dar ?

Bei kleinen Stichproben hilft es oft schon, daB man die Werte der
Grofle nach ordnet, Bei unserer Stichprobe in Tab. 4.1 ist damit
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Tabelle 4,1. Utrliste. Grofle von 100 achtzel jahrigen Mittelschilerinnen des
Schuljahrs 1961 —82. (Statistisches Amt des Magistrates Graz)

' Lid. Nr.

1— 1o| 161 | 162 | 166 | 161 | 171 | 159 | 160 | 174 | 165 | 103 |
14— 20 161 | 178 | 157 | 156 | 160 | 172 | 167 | 182 | 164 | 158
21— 30| 177 | 462 | 167 | 168 | 157 | 164 | 176 | 166 | 171 | 169
31— 40| 171 | 155 | 170 | 158 | 171 | 167 | 161 | 172 | 160 | 161
41— 50 | 160 | 164 | 162 | 170 | 168 | 165 | 173 | 150 | 173 | 168
51— :so‘ 170 | 454 | 165 | 162 | 174 | 158 | 156 | 165 | 160 | 185
61— 70 | 172 | 167 | 173 | 166 | 164 | 168 | 175 | 1568 | 163 | 169
71— 80| 171 | 166 | 159 | 162 | 159 | 171 | 163 | 158 | 167 | 168
rm— 90| 163 | 153 | 172 | 170 | 158 | 164 | 162 | 175 | 165 | 169
91—100 | 170 | 155 | 169 | 159 | 163 | 150 | 166 | 157 | 166 | 175"

Tabelle 4.2, Strichliste zu Tab. 4.1

151 161 |uh 171 (W |
152 L1682 junn 172 i
153 |1 163  |un 173 |
154 |1 164 [HN 174 |
155 |1l 165 |11 175
156 |11 166 |1 It 176 |
157  [1n 167 (w1 177 |
158 |Wn 168 |un 178 |1
1598 |l 169  |un 179
160 |1l 170 |u 180
10
5
0
150 160 170 180
[em] —=

Abbildung 4.1, Punktdiagramm der Stichprobe in Tab. 4.1

wenig gewonnen. Wir kinnen aber auBerdem zahlenmiBig gleiche
Werte zusammentfassen: Wir durchlaufen Tab. 4.1 zeilenweise. Jeden
Wert tragen wir dabei als Strich in die entsprechende Zeile der Tab. 4.2
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Tabelle 4.8, Hiiufigkeitsverteilung der Stichprobe in Tab. 4.1

; i Absolute Relative
Grol

ge tom] Hilufigkeit | Haufigkeit (z)
153 1 0,01
154 1 0,01
155 2 0,02
156 3 0,03
157 3 0,03
158 5 0,05
159 (] 0,06
160 4 0,04
164 5 0,05
162 7 0,07
163 5 0,05
104 5 0,05
165 ] 0,06
166 T 0,07
167 5 0,05
168 4 0,04
169 5 0,05
170 bl 0,05
1714 (] 0,06
172 4 0,04
173 3 0,03
174 2 f 0,02
175 3 0,03
176 i 0,01
177 1 0,01
178 1 | 0,01
Summe 100 | 1

oin, die als Strichliste bezeichnet wird. Daraus gewinnen wir dann

nchlieflich die Tab. 4.5.

Statt der Strichliste kénnen wir auch auf kariertem Papier das in
Abb. 4.1 gezeigte Punktdiagramm anlegen. Die Anzahl der Punkte
liber einem Mefiwert gibt an, wie oft dieser Zahlenwert in der Stich-
probe vorkommt. Diese Anzahl heiBt die ahsolute Hiinfigkeit des be-
treffenden Wertes in der Stichprobe. Zum Beispiel hat der Wert 171
die absolute Hiiufigkeit 6. Dividieren wir die absolute Haufigkeit durch
den Stichprobenumfang # (= 100 in unserem Beispiel), so erhalten
wir die relative Hiiufigkeit des betreffenden Wertes in der Stichprobe.



24 Kap. 3, HAUPIGREITEV ERTRILUNGEN

Die relative Hiufigkeit eines Wertes a bezeichnen wir mit & (a). Kommt
also ein Wert a genau k-mal in der Stichprobe vor, so hat er die relative
Hiufigkeit
Ao = k _ Anzahl der Versuche mit « als Ergebnis
@) = Stichprobenumfang TR

Zum Beispiel hat der Wert 171 in der obigen Stichprobe die relative
Héufigkeit & (171) = 0,06 = 69,

Kommt eine Zahl a in einer Stichprobe iiberhaupt nicht vor, so
ist h(a) = 0. Sind alle » Beobachtungen einer Stichprobe gleich a,
50 ist h(a) = nfn = 1. Es gilt also stets die Ungleichung

a

In Worten: Die relative Hiufigkeit ist eine nicht negative Zahl, die
hochstens gleich 1 sein kann.

Vorgelegt sei nun eine Stichprobe von » Werten, unter denen sich
insgesamt m zahlenmiBig verschiedene Werte befinden, die wir mit

)y Xyios ey By

bezeichnen. Fiir die zugehérigen relativen Hiufigkeiten h(xy), Blzs),. ..
schreiben wir einfacher
Ry hgy o iRy

Wir fithren nun eine Funktion f () ein, die fir ; den Wert &, fiir x,
den Wert h, usw. hat und fiir jede Zahl x, die nicht in der Stichprobe
vorkommt, gleich null ist. In Formeln:

< hy fiir @ = x, (F =2 )

(4.2) flz)— il
0 fiir alle fibrigen z.

Diese Funktion heiBt die Hiiufigkeitsfunktion der Stichprobe. Sie gibt

an, wie die Werte in der Stichprobe verteilt sind, oder, wie wir auch

sagen, sie bestimmt die Hiufigkeitsverteilung der Stichprobe. Ein Bei-

spiel gibt Tab. 4.3.

Die Summe aller absoluten Hiufigkeiten in einer Stichprobe muB
gleich dem Stichprobenumfang n sein (warum?). Die Summe aller
relativen Héufigheiten in der Stichprobe ist demnach gleich 1. Also
ist

@) + @) + - + flzn) =1.
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Wir kénnen das Summenzeichen verwenden und dies kiirzer schreiben :
i
4.3 b3 =1\
(4.3) P

Um dem mathematisch weniger geschulten Leser zu helfen, sei
gesagt, dal diese abgekiirzfe Schreibweise von Summen sehr niitzlich
ist, weil sie die Ubersichtlichkeit erhcht. Das groBe griechische
Sigma (X)) heiBt Summationszeichen und bedeutet: Man bilde die
Summe aller Ausdriicke, die man aus dem rechts neben dem ¥ stehen-
den Ausdruck f (2;) erhiilt, wenn man fiir den ,,Summationsbuchstaben™
Jj lauter ganze Zahlen einsetzt, und zwar mit dem unterhalb des Sum-
mationszeichens stehenden Wert j = 1 beginnend und der Reihe nach
fortfahrend, bis man den oberhalb des Summationszeichens stehenden
Wert m erreicht. So erhilt man der Reihe nach

fle), ) fe), o fen)-
Das sind die Ausdriicke, deren Summe zu bilden ist. Diese Summe
heift ,,die Summe der f(z,) fiir j von 1 bis m*. Weitere typische Bei-
spiele sind
Y =P P P48 840427481120
=1
o
ﬁ‘-_ﬁ.;a, =y + 8y + 8, + a5 -+ .
Statt j kann man auch einen anderen Summationsbuchstaben wih-
len, der sonst noch nicht in anderer Bedeutung vorkommt. Beispiel :

j-; 3% = 8% 4+ 3 4 8° 4 3¢ = 120.

Die Zahl unterhalb des ¥ heiBit die untere Swmmationsgrenze. Die
Zahl oberhalb des ¥ heifit die obere Summationsgrenze.

Aufgaben zu Abschnitt 4

4.1—4.8 Fir die folgenden Stichproben stelle man ein Punktdiagramm
und eine Tabelle von der Art der Tab. 4.3 her.
4.1 Gewichte [g] von 20 Ilvico-Dragees einer Packung (Hersteller E. Merck,
Darmstadt)
0,65 0,656 0,64 0,65 065 0,62 0,63 0,61 0,65 0,64
0,65 0,68 0,66 0,67 062 061 0,62 068 0,68 0,62
4.2 Linge [em] der Fiederblittchen eines Blattes der Robinie (Robinia
pseudoacdcia L.)
48 55 6,2 6,5 67 64 65 62 54 57
51 60 59 64 66 68 60 59 51
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4.3 Kohlenstoffgehalt [9%] verschiedener Kohleproben (G. Jurawex,
B. Bussmanw u. G. SEwERT, Brennstoff-Chemie 44, 1963, 19)

87 86 85 87 86 87 86 81 77 85
86 84 B3 83 B2 B84 83 79 82 T3

4.4 Schalldimmzahl [db] von 10 em starken Gipsdielenwinden bei 400 Hz
(U. Pisgs, Lirmbekdmpfung 7, 1963, 11)

25 24 27 24 24 23 28 26

4.5 Zugfest:gken; [kg/mm?] von Blechen (A. SLarTENscHEE u. G. ScHNEE-
weIss, Maschi u. Wirmewirtsch. 12, 1957, 277)

44 43 41 41 44 44 43 44 42 45 43 43 44 45 46
42 45 41 44 44 43 44 46 41 43 45 45 42 44 44

4.6 Heuertriige [dz/ha] fiir Rotschwingel (F. Ztmw, Verdff. Bundesanst.
alp. Landw. Admont, 1953, 120)

92 88 87 02 98 87 72 84
89 85 05 84 08 91 91 101

4.7 Wiirfe mit einer Miinze (0 =, Wappen", 1 =, Kopf*)
(e e b L (e
4.8 Wiirfo mit einem Wiirfel
DR R B B T O R SR
4.9 Man wiirfle 50mal mit einem Wiirfel und erstelle aus der Urliste der
Ergebnisse das Punktdiagramm und eine Tabelle der Hiufigkeiten.
4,10 Man besti die Hiufigkeiten der Buchstaben a, b, . . . auf irgend-
einer Seite irgendeines Buches.

5 Graphische Darstellungen

Indem wir die Punkte in Abb. 4.1 durch vertikale Striche verbin-
den, erhalten wir das in Abb. 5.1 gezeigte Stabdiagramm.

Verbreitern wir alle Stibe dieses Diagramms gleichmiBig und sym-
metrisch nach rechts und links zu Rechtecken, die aneinanderstoBen,
80 ergibt sich aus Abb. 5.1 das in Abb. 5.2 dargestellte Histogramm
oder Staffelbild. Offenbar sind die Rechteckflichen jeweils proportio-
nal zu den entsprechenden Héufigkeiten.

Verbinden wir die Endpunkte der Stibe des Stabdiagramms durch
Strecken und lassen dieStibe weg, so entsteht das Haufigkeitspolygon
in Abb. 5.3.

Zwei weitere Arten graphischer Darstellungen zeigt die Abb. 5.4,

Mit, graphischen Darstellungen statistischer Daten kann man
iibrigens auch erheblichen Schwindel treiben, indem man zwar rich-
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160

170 180
[em] —e

Abbildung 5.1, Stabdiagramm der Stichprobe in Tab. 4.3

lIIJ

b
i)
0,05
0 L

150

180
[em] —e-

Abbildung 5.2, Histogramm der Stichprobe in Tab. 4.3

t
f&
0,05
e
150

160

170 180

fem] —e=

Abbildung 5.8. Hiufigkeitspolygon der Stichprobe in Tab. 4.3

Phw

Lkw

Motorrider u. Holler
Stralenbahinen

0 20 40 60 BO 100

Gegliedertes Stabdiagramm
(schwarz = stadtwiirts, weil = nach
auswiirts)

Matorrdder u. Roller

Stralenbahnen 4%/ 1 Pkw

Lkw 14%,
Kreisdiagramm
(Fahrzeuge in beiden Richtungen
ZusaMmengenommen)

Abbildung 5.4, Verkehrszihlung in der MiinzgrabenstraBe in Graz

(18, 9. 1962, 14.46 —15.16 Uhr, 100 m nord:

tlich der Brockma )
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100 — 100 97
50 F o0 a5
L g0 Lo 93 -
1 3 5 1 3 5 1 3 3

Abbildung 5.5, Weltmarktpreise (Scrurze) im Jahre 1959, (100 ist der Durch-
schnitt des Jahres 1950.) 1 = Januar, 2 = Februar usw.

tige Angaben verwendet, sie aber so darstellt, daB der Beschauer bei
mangelnder Schulung oder Aufmerksamkeit einen ganz verkehrten
Eindruck erhilt. Auf diese Weise wurde in der Praxis (Reklame usw. )
schon viel Unheil angerichtet. Ein harmloses Beispiel zeigt Abb. 5.5.
Zuerst hat man den Eindruck, es handle sich um drei ganz verschiedene
Statistiken, bis man merkt, daB eine einzige Statistik auf drei ver-
schiedene Weisen dargestellt wurde. Man muB also vorsichtig sein.

Aufgaben zu Abschnitt 5
5.1—5.4 Fir die folgenden Stichproben zeichne man das Stabdiagramm,
das Hiufigkeitspolygon und das Histogramm.
4.1 Die Stichprobe in Aufgabe 4.3.
5.2 Die Stichprobe in Aufgabe 4.5.

5.8 Kettenlinge der n-Alkane in Dieselsl (G. HILDEBRAND, Chem. Technik
15, 19683, 484)

ﬁzﬁx;:;fmmé |]14 15{'10 1?|1s‘19|20|21!22;23 24 | 25
Haufigkeit (%] | 2| 3| 4] 7!11|13 1412]10] 8| 7] 4] 3] 2

5.4 Samenzahl pro Hiilse bei Indigofera australis (F. Lubpwic, Botan. Zen-
tralblatt 78, 1808, 348)
Samenzahl |3 |4 |5 | 6] 7] 8] 9]10]11

Hiufigkeit |1[ | s [13]22[45 03|23 1

5.6 Der Farbengeschmack von 38 Verkiiuferinnen und Lehrtéchtern in
einem Betricb der D konfektionsbranche wurde folgendermaflen getestet:
Jeder Teilnehmerin wurden 12 Karten vorgelegt. Auf jeder Karte befanden
sich 4 Farbpaare, davon 3 dsthetisch befriedigende und 1 unbefriedigendes.
Letzteres war zu bestimmen. Das Ergebnis zeigt die Tabelle (A. MULrEr,
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Industr. Organisation 28, 1058, 335). Vier Damen losten also genau 6 der 12
Aufgaben richtig, usw. Man zeichne ein Stabdiagramm.

Anzahl
richtiger Lisungen

|
i hedh
Huufigkeit folola[a]a]1]s]|3]10]3]

‘o 3|4567

8‘9

1E2 10 -11[12
[ 7| 2| 3

5.6 Man wiirfle 100mal mit einem Wiirfel, halte die Ergebnisse in einer
Strichliste fest, erstelle die Hiaufigkeitsverteilung in Tabellenform und zeichne
das zugehirige Stabdiagramm und das Histogramm.

6 Klassenbildung

Kommen in einer Stichprobe sehr viele zahlenmiBig verschiedene
Werte vor, so ist die Tabelle oder die Zeichnung der Hiufigkeits-
funktion meist noch recht uniibersichtlich. Wir kénnen dann aber die
Stichprobe weiter vereinfachen, und zwar durch die sogenannte Grup-
pierung oder Klassenbildung.

Dabei gehen wir von einem Intervall aus, in dem alle Stichproben-
werte liegen. Dieses unterteilen wir in Teilintervalle, die als Klassen-
intervalle bezeichnet werden. Die Mitten dieser Intervalle heillen
Klassenmitten. Alle Stichprobenwerte in einem solchen Intervall bil-
den zusammen jeweils eine Klasse von Werten. Deren Anzahl heiBt
die zu dem betreffenden Intervall gehirige absolute Haufigkeit oder kiirzer
die absolute Klassenhiiufigkeit der Stichprobenwerte. Division durch
den Stichprobenumfang ergibt daraus die relative Klassenhiufigkeit.
Diese Hiufigkeit in Abhingigkeit von den Klassenmitten heiBt die
Hiutigkeitsfunktion der in Klassen eingeteilten Stichprobe.

Zum Beispiel erhilt man aus der Tab. 6.1 durch Klassenbildung
die Tab. 6.2.

Nach der Klassenbildung treten die urspriinglichen Stichproben-
werte nicht mehr einzeln in Erscheinung. Bei der weiteren Verarbei-
tung der Stichprobe nimmt man an, daB alle Werte einer Klasse in
der zugehérigen Klassenmitte liegen.

Je weniger Klassen man bildet, desto einfacher wird zwar die
Stichprobe, desto mehr Information, die in den urspriinglichen Stich-
probenwerten steckt, geht aber verloren. Man sollte so klassifizieren,
daBl nur unwesentliche Einzelheiten ausgeschieden werden. In der
Praxis withlt man meist 10—20 Klassen und mehr als 20 hochstens
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Tabelle 6.1, Druckfestigkeit [kgfem?] von Betonwiirfeln mit 20 em Kanten-
linge (W. EBErL und G. Scuwerwess, Ost. Ing. Arch, 11, 1957, 173)

358
346
371
328
279
278
359
285
M7

302 368 324
276 299 284
333 334 364
341 374 279
244 353 345
335 342 300
387 384 324
303 314 318
322 386 328

307 308 235
293 330 376
443 489 401
302 320 453
361 301 402
200 352 358
336 352 328
355 271 245
378 368 353

228
381
434
458
379
239
302
209
419

237 M7
333 389
354 366
410 261
250 230
349 315
316 285
246 272
344 355

Tabelle 6.2, Stichprobe in Tabelle 6.1 nach der Klassenbildung

Klassen- | o esenintervall Absolute Hitufigkeit Relative
ES Hitufigkeit
[kg/em?] [kg/em?] Strichliste Wert
200 187,5—212,5 |1 1 0,011
225 212,5-237,5 [l 4 0,044
250 937,5—262,5 || 6 0,087
275 262,5—287,5 |l 9 0,100
300 287,5—312,5 |1 Wi 10 0,111
325 31253375 |4 U L I 19 0,211
350 337,5—362,5  [LWt Wt LM Il 17 0,189
375 362,5—387,5  [LHT W 11 0122
400 387,5—412,5 |1 1| 7 0,078
425 4254315 [ 2 0,022
450 437,5—4625 i1 3 0,033
475 462,5—487.5 o 0,000
500 4875-5125 i 1 0,011
20
10
(1] 1 r
200 250 300 350 400 450 500
[kgfem®] —-

Abbildung 6.1. Histogramm der Stichprobe in Tab. 6.2
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bei sehr umfangreichen Stichproben. Unnétige Komplikationen bei
spiiteren Rechnungen lassen sich vermeiden, wenn man die folgenden
Regeln beachtet:

(1) Die Kiassenintervalle wihlt man gleich lang.

(2) Dic Klassenmitten sollen moglichst einfachen Zahlen, d. h. Zahlen
mit méglichst wenigen Ziffern, entsprechen.

(8) Ein Wert, der auf einen Intervallendpunkt fallt, wird je zur
Halfte in jedem der beiden ang: den Kl intervalle mitgezahlt
Oftmals kann man die genonnten Endpunkte ohne Mihe so wihlen,

daf sie nicht mit Stichprobenwerten zusammenfallen. Dann sollte man
dies fun.

Aufgaben zu Abschnitt 6

6.1—6.6 Fir die folgenden in Klassen eingeteilten Werte zeichne man das
Histogramm.

6.1 Hohen von neunjihrigen Kiefern (VATER, Mitt, Sichs. Versuchsanstalt
Tharandt 2, 1925, 8).

6.2 Milchertrag steirischer Kiihe (Titigkeitsbericht des Steirischen Pinz-
gaver Zuchtverbandes 1948).

Zu Aufgabe 6.1 Zu Auigabe 6.2
5 Milchertrag | Anzahl
| Héhe [em] Anzahl {kg/Jahr] Kata
55— 75 2 0—1000 11
T5— 95 ]
95 —115 4 1000 —2000 556
115 —135 8
135 —155 17 2000 —3000 1169
155 —1175 27
175 —195 30,5 3000 —4000 326
195—215 19,5
215 —235 10 4000 — 5000 32
235 —255 5
255 —275 2 5000 —6000 4
6.8 Gewicht minnlict trag, Neugeborener (Univ.-Frauenklinik

Graz, Dir. Prof. Dr. E. NAm:z"r’r., 1961).

6.4 Heiratsalter der Minner in Osterreich im Jahre 1955 (Stat. Handbuch
Osterr., Wien 1956, 8. 19).
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Zu Aufgabe 6.3 Zu Aufgabe 6.4
Gewicht ATk Alter Anzahl
[zl [in vollend geschl Ehen

o0 5 Lebensjahren ] (abgerundet)
2600 —2800 10 15—19 1000
2800 — 3000 2 20 —24 17000
3000 —3200 23 a5 a9 18000
3200 —3400 26 30 —34 {000
3400 — 3600 24 35 —39 3000
3600 —3800 22 40 —44 2000
3800 — 4000 12 45—49 2000
4000 —4200 6 50 —54 2000
4200 —4400 1] 55--50 1000
4400 —4600 ] 60 —064 1000
4600 — 4500 3 L LT e
4800 —5000 1 J

6.6 Radar-Riickstrenquerschnitt von Schiffsobjekten im Hamburger Hafen
{R. ManTEEY, Telefunken-Z. 85, 1962, 204).

6.6 Korngréflien bei Drehofenklinker (E. Marovscner, Radex-Rundschau
1962, 15).

Zu Aufgabe 6.5 Zu Aufgabe 6.6
-! Querschnitt Anzahl Korngrenzen Hﬁuflgkem |
| [m?] | Schiffe [mm] %]
0— 1 1 0— 2 1
’ 1— 10 ‘ 0 2— 4 24
10— 100 | 4 =50 9 |
| 100— 1000 | 21 6— 8 16
1000 — 10000 21 8—10 18
10000 — 100000 ‘ 16 10—12 12
| 100000 —1000000 | 3 12—-14 15
| 14—18 5

6.7 In Aufgabe 6.1 fasse man die Klassen paarweise zusammen zu den
Klassen 55—95, 95—135, .. ., 255 —295 und vergleiche das zugehdrige Histo-
gramm mit dem urspriinglichen.

6.8 Die Gestalt des Histogramms einer gruppierten Stichprobe hingt nicht
nur von der Linge der Klassenintervalle, sondern auch von der Wahl der Klas-
senmitten ab. Man illustriere dies, indem man die Stichprobe in Tab. 6.1 wie
in Tab. 8.2 gruppiert, dabei aber die Kl itt hiebt (2. B. 210, 235,
260, . .. withlt) und das Histogramm mit dem in Abb. 6.1 vergleicht.

6.9 Bei Eanz kritischer Behrachtung hsnn rnem hehaupten, daB im Falle
einer i Verteilung die urspriinglick hp lich auch schon in

Klassen eingeteilt ist. stc ?
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7 Summenhiiufigkeitsfunktion einer Stichprobe

Die Hiufigkeitsfunktion f(x) einer Stichprobe gibt die relativen
Hiiufigkeiten an, mit der die einzelnen Zahlenwerte in der Stichprobe
vorkommen. So sehen wir aus der Tab. 7.1 z. B. sofort, daB Kamillen-
bliiten mit 17 Bliitenblittern in der Stichprobe die relative Hiufig-
keit 139, haben. Fragen wir nun nach der relativen Hiufigkeit der
Bliiten mit 17 oder weniger Bliitenblittern, so kénnen wir die Antwort
zwar nicht unmittelbar aus der Tabelle ablesen, wir kénnen sie aber
dadurch gewinnen, daB wir die Werte f(z) fiir « = 12 bis 17 summie-
ren. Dabei erhalten wir

0,02 - 0,07 + 0,03 + 0,06 + 0,08 + 0,13 = 0,39 = 39%,.

Tun wir dies fiir jeden Wert von z in Tab. 7.1, so ergibt sich die
Tab. 7.2 der ,relativen Summenhiufigkeiten‘‘ unserer Stichprobe.
Wir fithren nun die folgende Funktion ein:

Fla) =8 der relativen Haufigkeilen aller Stichprobenwerte, die
kleiner als @ oder gleich x sind.

Diese Funktfion heift die Summenhiiufigkeitsfunktion oder Vertei-
lungsfunktion der Stichprobe.

Tabelle 7.1. Bliitenbliitteranzahl

von 100 Bliiten der Falschen Kamille Tabelle 7.2, Relative Summenhiiufig-
(Matricaria inodora. Schorgelhof keiten fiir die Stichprobe in Tab. 7.1
G 0. 1w =
Relative x Summen-
Haufighkeit haufigkeit
12 0,02 12 0,02
13 0,07 13 0,09
14 0,03 14 0,12
15 0,06 v s
16 0,08 16 0,26
11 0,43 17 0,39
SB[ 00 18 | 045
19 0,12 19 0,57
20 0,13 20 0,70
21 0,22 21 0,92
<2 0,06 22 0,98
23 0,02 23 1,00

B Kroyszlg., Mathoden
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0.2 t
(=)
il e el
10 15 20
i
F(x)
0.5 =
o L i L i . L i 1 L i ]
10 15 20 o
X —a
Abbild 7.1. Hiufigkei ktion f(x) und Summenhiiufigkeitsiunktion .J-"‘,".z-]

der Stichprobe in Tab. 7.1

Abb. 7.1 zeigt f(x) und F(z) fir die Stichprobe in Tab. 7.1. Die
Sprunghihe von F (2) fiur ein ganzzahliges « ist gleich der entsprechen-
den Stablinge im oberen Teil der Abb. 7.1. (Warum ?) Man kann dem-
zufolge die graphische Darstellung von F(x) in einfacher Weise aus
dem Stabdiagramm von f (z) gewinnen und umgekehrt.

Jede der beiden genannten Funktionen bestimmt unsere Stichprobe
in allen Einzelheiten. Man mul zugeben; dafl die Summenhiufigkeits-
funktion weniger anschaulich als die Hiufigkeitsfunktion ist. Dall man
sie trotzdem einfithrt und ihr bei vielen Uberlegungen sogar den Vor-
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zug vor der Hiufigkeitsfunktion gibt, hat theoretische und praktische
Griinde, die wir spéter (in Teil IT und III) eriirtern.

Unsere obige Definition von F(z) kénnen wir leicht in eine kurze
Formel fassen: X ]
(7.1) F@)= Zf(t).

=

Das Summationszeichen ¥, das schon in Abschn. 4 vorkam, besagt,
es ist die Summe der Werte von }'—(L) zu bilden, und zwar derjenigen
Werte, fiir die das zugehérige ¢ hichstens gleich dem jeweiligen Wert
x ist. Das driickt die Angabe = x aus. Wir haben ¢ als Summations-
buchstaben genommen, weil z schon als Summationsgrenze verwendet
wird. Da f fiir nur endlich viele Werte von null verschieden ist, han-
delt es sich natiirlich immer um eine Summe mit nur endlich vielen
Gliedern. Und F (x) ist stets eine Treppenfunktion (= stiickweise kon-
stante Funktion), die genaun an denjenigen Stellenx nach oben springt,

an denen }(a:) nicht null ist. Die Sprunghéhe ist gleich dem Wert von

f(x) an der betreffenden Stelle. Der erste Sprung liegt beim kleinsten
Stichprobenwert und der letzte Sprung beim grofiten. Beim letzten
Sprung erreicht j;(:c) den Wert 1. (Warum ?)

F(z) heilit im Englischen distribulion function of the sample, bis-
weilen auch cumulative distribution function of the sample (insbesondere,
wenn Autoren die Hiufigkeitsfunktion der Stichprobe mit distribution
function bezeichnen, was manchmal getan wird).

Im Falle einer in Klassen eingeteilten Stichprobe benutzt man die
Funktion
f‘(:c) = Summe der relativen Klassenhdufighkeiten aller Klussen, deren

Mitten kleiner als x oder gleich x sind.

Diese heiBt die Summenhdufighkeits- oder Verteilungsfunktion der be-
treffenden Stichprobe. Sie ist eine Treppenfunktion mit Spriingen an
den Stellen der Klassenmitten. Die Sprunghdhe ist jeweils gleich der
zugehdrigen relativen Klassenhdufighkeit.

Ersetzt man in dieser Definition von f’{x} das Wort ,,Mitten"* durch ,,rechte
Endpunkte*, so erhilt man eine Treppenfunktion mit Spriingen an den Klassen-
endpunkten. Diese Funktion wird in der Literatur oftmals als Summenhaufig-
keits- oder Verteilungsfunktion der in Klassen eingeteilten Stichprobe bezeich-
net. Wie im vorigen Abschnitt gesagt wurde, tut man bei der Weiterbearbeitung
der Stichprobe so, als ob alle Werte einer Klasse in der zugehérigen Klassen-
mitte ligen. Daraus erkennt man, dafl die obige Definition von Fia) logisch
vorzuzichen ist. Wir werden dies spiter (in Abschn. 66) noch etwas niiher
erdrtern.

a*
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Auflgahen zu Abschnitt 7

7.1—7.6 Fiir die folgenden Stichproben besti man die Werte der Ver-
teilungsfunktion und stelle diese Funktion graphisch dar.
7.1 Die Stichprobe in Aufgabe 4.7.
7.2 Wiirfe mit einem Wiirfel

(RURES bF e F i B o WG e s e Sl I i L

7.8 Die Stichprobe in Aufgabe 4.5.

7.4 Die Stichprobe in Tab. 6.2.

7.6 Die Stichprobe in Aufgabe 6.1.

7.6 Man bestimme und zeichne die Verteilungsfunktion fiir die Brutto-
miinnlicher Industriearbeiter in der Bundesrepublik Deutsch
land im Oktober 1957 (Stat. Jahrbuch f. d. Bundesrep. Deutschland 1960,
8. 512).

Verdienst [DM)] | 0—200 | 200—400 | 400—600
Hiufigkeit (abgerundet) | 2000 | 88000 | 358000
Verdienst [DM] | 600—800 | 800—1000 | 1000—1200
Hiufigkeit {abgerunrlet}_i— ‘1090{)0 | 13000 i 2000

7.7 Man bestimme die Verteilungsfunktion der Stichprobe in Tab. 6.2 auf
graphischem Wege unter Benutzung der Abb, 6.1,

7.8 Bei Versuchen zur prophylaktischen Bekiimpfung der Nonne {Lyman-
tria monacha L.) wurden an 30 Probestimmen die folgenden Eizahlen beob-

achtet (C. PArLy, Arch. f. Forstwesen 12, 1963, 827):

125 212 284 176 100 132 52 319 410 181
273 186 43 11 4109 20 76 30 T3 47
121 518 120 22 314 144 381 225 257 138

Man iiberlege sich eine geeigr Kl inteilung und stelle die zugehorige
Verteilungsfunktion graphisch dar.




Kapitel
Mittelwert und Varianz einer Stichprobe

Jede Stichprobe wird durch ihre Hiufigkeitsfunktion oder ebenso-
gut durch ihre Summenhdufigkeitsfunktion in allen Einzelheiten be-
schrieben und bestimmt. Daneben kann man eine Stichprobe auch
mehr ,,summarisch® kennzeichnen, und zwar durch gewisse Werte,
die man aus der Hiufigkeitsfunktion berechnet und die als
MagGzahlen der Stichprobe bezeichnet werden. Von diesen Zahlen han-
delt das vorliegende Kapitel.

8 Mittelwert und Varianz einer Stichprobe
Die beiden praktisch wichtigsten MafBzahlen sind der Mittelwert,

der die durchschnitliche GroBe der Stichprobenwerte kennzeichnet, -

und die Varianz, die miBt, wie stark diese Werte streuen.

Der Mittelwert einer Stichprobe m,, ..., z, ist definiert als das
arithmetische Mittel der Stichprobenwerte und wird mit Z bezeichnet.
Es ist also

(8.1)

O AR R G

T

Unter Verwendung des Summenzeichens schreiben wir kiirzer
1

i =
x #Ij‘}1 5 .
Beispiel 8.1. Fiinf Proben von Permalloy-Legierungen mit rechteckiger
Hystereseschleife hatten den prozentualen Nickelgehalt
79,4 79,0 78,8 79,2 78,9

(F. PrEIvER, Zeitschr. angew. Physik 18, 1961, 177). Diese 5 Stichprobenwerte
haben die Summe 395,4. Die Stichprobe hat also den Mittelwert

Das ist der durchschnittliche prozentuale Nickelgehalt.
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Die Stichproben
1 2 45 und 27 30 31 32

haben beide den Mittelwert 3, unterscheiden sich aber trotzdem recht
wesentlich voneinander, denn die Werte der ersten Stichprobe liegen
viel weiter auseinander (und auch weiter vom Mittelwert weg) als
die Werte der zweiten. Um diesen Unterschied zu erfassen, braucht
man noch eine weitere MaBzahl. Geeignet ist hierzu offenbar eine
Zahl, die die Abweichung der Stichprobenwerte a;, . . ., @, vom Mittel-
wert ¥ miBt. Dabei fordern wir, daB, dhnlich wic beim Mittelwert,
jeder Stichprobenwert in gewisser Weise mitberiicksichtigt wird.
Die wohl am niichsten liegende Moglichkeit, die Summe der Einzel-

abweichungen a; — %, ..., @, — % zu benutzen, scheidet allerdings
aus, denn es gilt immer die Beziehung
(8:2) (s — %) + (23— B+ - F (20— B) = 0.

In der Tat steht ja links

Ty + g+ Xy — T,

und die Summe der Stichprobenwerte ist gemill (8.1) gleich nz.

Unser Fehlschlag kommt daher, da die Summe in (8.2) im all-
gemeinen positive und negative Glieder enthiilt. Er wird vermieden,
indem wir entweder zu den Absolutbetrigen oder zu den Quadraten
der Glieder x; — % iibergehen. Der zweite Weg erfordert zwar etwas
mehr Rechenarbeit, erweist sich aber im Hinblick auf die mathemati-
sche Begriindung der zu entwickelnden statistischen Verfahren als
einfacher. Die MaBzahl, die wir auf diesem Wege erhalten, heiBit die
Varianz der Stichprobe #,, . . ., #,. Sie wird mit s* bezeichnet und
durch die Formel

(8:3) . i 2 — 2 (0> 1)

definiert.
Sind alle x; zahlenmiBig gleich, so wird # = x;, und die Varianz
ist gleich null. In jedem anderen Falle gilt

52> 0.

Die nichtnegative Quadratwurzel der Varianz heilt die Standard-
abweichung und wird mit s bezeichnet.

DaBl man gleich beide Grofen s* und s mit einem Namen belegt,
kommt daher, daB man beide in der Praxis verwendet. s* hat den Vor-

R |
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teil, dafl man sich nicht mit Quadratwurzeln herumzuirgern braucht.
s hat den Vorteil, daB3 es dieselbe Dimension (z. B. em oder kg usw.)
wie die x; besitat.

Beispiel 8.2. Die beiden obigen Stichproben haben den Umfang # = 4, den
Mittelwert & = 3 und die Varianz

s = [0 = 3P+ (2 — 3 4 (4 — 3 4 (5 — 3] ~ 3,3
haw.

= l‘ [(2,7 — 3,002 & (3,0 — 3,02 -+ (3,1 — 3,02 + (3,2 — 3,012] ~ 0,05.

Die Varianz der zweiten Stichprobe ist also wesentlich kleiner als die der ersten,
und dasselbe gilt fir die Standardabweichungen

s~]/83~18 bzw.  aa}0,05~ 022

Im Englischen heifit s® einheitlich variance, und s heilt standard
deviation. Im Deutschen nennt man s* manchmal auch Strewung.
Leider bezeichnen gewisse Autoren die Standardabweichung s als
Streuung. Wenn man solche Literatur liest, mull man also aufpassen.

Man wundert sich vielleicht, daBl in (8.3) im Nenner n — 1 statt n
steht, wie man erwarten sollte. Ein Grund dafir wird in Abschn. 64
angegeben. Man bezeichnet die Zahl n — 1 als die Anzahl der Frei-
heitsgrade der Summe der n Quadrate in (8.3).

Aufgaben zu Abschnitt 8

8.1 Man stelle die Haufigkeitsfunktion der Stichproben in Beispiel 8.2 gra-
phizeh dar.

8,2 —8.4 Man berechne den Mittelwert, die Varinnz und die Standard-
abweichung der folgenden Stichproben.

21, 2, 3.

8.8 Wirkungsgrad [9] der Kessel einer Hochdruckdampianlage (R. Wio-
pawgRr, Techn, Rundsehau Sulzer 43, 1961, 34)

90,3 91,6 90,9 90,4 90,3 91,0 87,8 844

5.4 Die Stichprobe in Aufgabe 4.4,

8.5 Man konstruicre eine Stichprobe mit dem Umfang 2, dem Mittelwert 0
und der Varianz 1. :

8.3 Man beweise: Sind die Werte ciner Stichprobe nicht alle zahlenmifig
gleich, so liegt der Mittelwert zwischen dem kleinsten und dem gréBten Stich-
probenwerte.

8.7 Die Differenz zwischen dem grofiten und dem kleinsten Stichproben-
wert heilt die Spannwelite der betreffenden Stichprobe. Welehe Vor- und Nach-
teile hat es. diese Zahl fiir die Variabilitit der Stichprobenwerte zu benutzen ?
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8.8 Man berechne die Spannweite der Stichprobe in Aufgabe 8.2,
8.9 Bei gegebenem xy,. .., x, ist
n
Hft) = X (x5 —8)?
LER!

eine Funktion von ¢. Fiir welches ¢ wird H(t) am kleinsten ?

8.10 Die Werte einer Stichprobe seien in Zentimetern ausgedriickt. Es sei
& = 10, s* = 4, also s = 2. Welche Zahlenwerte ergiiben sich fiir % #® und &,
wenn man die Stichprobenwerte in Millimetern ausdriickte ?

9 Vereinfachte Berechnung des Mittelwertes
und der Varianz

Wir wollen nun einige Formeln angeben, die fiir die praktische Be-
rechnung des Mittelwertes und der Varianz meist giinstiger als die
Definitionsformeln (8.1) und (8.3) sind. Auch der mathematisch
weniger Geiibte sollte die Miihe nicht scheuen und sich mit den neuen
Formeln anfreunden. Es lohnt sich.

Multiplizieren wir jedes Quadrat in (8.3) aus, so besteht jedes Glied
aus 3 Summanden. Dann kénnen wir die Summe in (8.8) entsprechend
in 3 Summen zerlegen. Ersetzen wir noch Z gemil (8.1) durch X x/n,
so ergibt sich (vgl. auch Aufgabe 9.1)

(9.1) 52 goiind g Lg‘n‘l zd —%( 2" 9,})8] ]

n—1 =1

Der Vorteil gegeniiber (8.3) ist, daB die Differenzen x; — % nicht auf-
treten, die kleine Differenzen groBer Zahlen sein, also Genawgkeits-
verluste bedingen kénnen (die man beim elektronischen Rechnen nicht
einmal bemerken wiirde).

Ersetzen wir X ; in (9.1) gemaB (8.1) durch nz, so folgt

(9.2) At [z 2t — n‘f*].

J=1
Dies ist nicht so gut wie (9.1), weil man beim Bilden von % durch n?
dividiert und dann wieder mit » multipliziert.

Aber (9.1) hat fir die Tischrechenmaschine oft noch den Nachteil,
dalB groBe Zahlen vorkommen. Dem liBt sich durch eine ,,Nullpunkt-
verschiebung‘* abhelfen, mit der man zugleich auch Z einfacher erhilt:
Wir setzen

(9.3) %= ¢+ a* (also 2% =2, —¢)
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und wiihlen dabei die Konstante ¢ so, daB die x;* kleine handliche
Werte haben. Aus der gegebenen Stichprobe x;, . . ., x, erhalten wir
dann die , transformierte Stichprobe® a*,...,x,* Wir berechnen
nun zuerst den Mittelwert z* der transformierten Stichprobe. Daraus
ergibt sich der Mittelwert

(9.4) F—c 4 F* (mit B = i 5 x-*)

i=1 2
der urspriinglichen Stichprobe. Weiterhin hat diese Stichprobe die-
selbe Varianz wie die transformierte. Die einfachen Beweise dieser
Tatsachen iiberlassen wir dem Leser (s. Aufgabe 9.3 und 9.4).

Beispiel 9.1. Fiir die Stichprobe in Beispiel 8.1 erhalten wir aus (8.3) und
Tab. 9.1 die Varianz

O 0,1880 0,047.
4
Ans (9.1) und Tab. 9.2 ergibt sich ebenfalls
8 = = [31233 g2 i— {395 4)’] = (,047.
Viel einfacher wird die Rect wenn wir (8.3) mit ¢ = 79 anwenden. Dann

ist
¥ =z, — 70.
Gemil Tab. 9.3 haben die transformierten Werte den Mittelwert

%% _ 0,08

=

Aus Tab. 9.3 und Formel (9.1} {mlt a,* statt ;] ergibt sich die Varianz
0, 42] 0,188
BT

et [0 g it — 0,047.

Wegen (9.4) hat also die gegebene Stichprobe den Mittelwert
£ =79+ 0,08 = 79,08

und die Varianz s* = 0,047.

Tabelle 9.1 —9.8, Zu Beispiel 9.1

Tabelle 9.1 Tabelle 9.2 Tabelle 9.3
z; | @y —E | (x; — E)* xy ! x; Edrd |
79,4 0,32 0,1024 79,4 | 6304,38 79,4 0,4 | 0,18
79,0} —0,08 0,0064 79,0 | 6241,00 79,0 0,0 | 0,00
78,9 | —0,18 0,0324 78,9 | 6225,21 78,9 | —04 | 0,01
79,2 0,12 0.0144 79,2 | 6272,64 9.2 0,2 | 0,04
78,9 | —0,18 0,0324 78,9 | 622521 78,9 | —04 | 0,01

0,00 0,1880 3954 31288,42 0.4 022
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Manchmal erzielt man noch weitere Rechenvorteile, indem man
eine Nullpunktsverschiebung und zugleich eine Anderung der Skalen-
einheit, also insgesamt cine | lineare Transformation‘

(9.5) @ = e+ ¢ [a.lso o = -j—(m, Tt
1 g

ausfiihrt. Die Konstanten ¢, und ¢, wihlt man dabej so, dal die
transformierten Werte ¥ Tk mdglichst einfache Zahlen sind.
Man berechnet dann zuerst den Mittelwert #* und die Varianz s*2
der transformierten Stichprobe und daraus weiter den Mittelwert

{9.6) T =¥ + ¢y
der gegebenen Stichprobe sowie deren Varianz
9.7) = ¢ 2at2,

Den Beweis dieser beiden Formeln iiberlassen wir dem Leser (vgl.
Aufgabe 9.9). Dieses Rechenverfahren heilit ,» Verschliisselung*,

Beispiel 9.2. In Tab. 9.4 bedeutet #; die Punktezahl von 6 Studenten bej
einer Mathematikklausur im Sommer 1962, W, niger als 60 Punkte war unge-
niigend. 100 Punkte konnte man héchstens erreichen. Gefragt ist nach dem
Mittelwert und der Varians der Stichprobo,

Da die Stichprob rte hlige Vielfache von Tabelle 9.4,
10 sind, wollen wir Zu Beispiel 9.2
&y = 10z + 20 (also 2* = 042, — 2) ‘ x ak | pp
setzen. Aus Tab. 9.4 erhalten wir dann den Mittelwert
21
E¥ e S
E 6 3,5
und die Varianz
1 212 37,5
#5 e Tl
& 5 (11'1 G ) 5 7,5
Also hat die gegebene Stichprobe gemifl (9.6) den
Mittelwert 21 111

&= 103,65 4 20 = 55
und gemil (9.7) die Varianz

8% = 102 7.5 = 750,

Aufgaben zu Abschnitt 9

9.1 Man gewinne (9.1) aus (8.3).

9.2 Man gewinne (9.2) aus (9.1).

9.8 Man beweise (9.4).

9.4 Man beweise, daB sich die Varianz ciner Stichprobe bei einer Nullpunlts-
verschiebung nieht dndert.
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9.6 —9.8 Man berechne den Mittelwert und die Varianz der folgenden Stich-
proben auf miglichst einfache Weise.

96 2 4 6 8.

9.6 Punktbewertung von 15 Personen bei einem Gediichtnistest (3. M. Nuw-
#ALr und M. H. HEn, Journ. Applied Psychology 18, 1929, 62, Jede Person
betrachtete dabei hiedene Reklameinserate fiir je 5 Sekunden Dauer und
mubite dann spiter die Handelsnamen der inserierten Produkte nennen. Die
gribte mogliche Punktezahl betrug 81).

12 21 21 23 27 28 30 34 37 39 39 30 40 49 56

9.7 Die Stichprobe in Aufgabe 8.3.

9.8 Die Stichprobe in Aufgabe 4.2.

9.9 Man beweise (9.6) und (9.7).

9.10 Eine Zahl, die in einer Stichprobe am hiufigsten vorkommt, heifit ein
hiiufigster Wert der Stichprobe. Man bestimme die hiufigsten Werte der Stich-
probe in Tab. 4.3.

9,11 Ordnet man die Werte einer Stichprobe der Gréfe nach, so steht, wenn
der Stichprobenumfang n eine ungerade Zahl ist, ein Stichprobenwert genau in
der Mitte dieser Anordnung. Dieser Wert heiBt der Medianwert (auch Zentral-
wert) der Stichprobe. Ist n gerade, so stehen in der genannten Anordnung zwei
Stichprobenwerte am weitesten in der Mitte, und meistens wird dann deren
aritk isches Mittel als Medi rt bezeichnet. Welchen Medianwert haben
die Stichproben in Beispiel 8.1 und 8.2 %

10 Berechnung des Mittelwertes und der Varianz aus
der Hiufigkeitsfunktion
Beispiel 10.1. Zehn blaue Holznigel hatten die Linge [mm]

200 217 24 an o1 99% 2 90 oq !
GemiiB (8.1) hat diese Stichprobe den Mittelwert

i=11—0{20-2+21-5-:— 22-3) — 21,1 [mm].

Wie wir sehen, ko in der 5 in den Kla n alle zahi ifig ver-
schiedenen Werte unserer Stichprobe vor, und jeder solche Wert ist mit seiner
absoluten Haufighkeit multipliziert. Wir kinnen auch 1/n = 1/10 hineinmulti-

plizieren und erhalten dann

F=20-0,2+ 210,56 4 22-0,3.

Nun kommt jeder zalilenmiifig verschiedene Wert unserer Stichprobe vor, und
Jeder solche Wert x; ist mit seiner relativen Haufigkeit multipliziert, also mit
dem zugehorigen Wert Jf‘ifa:}‘} der Hiufigkeitsfunktion. [Die absolute Haufigkeit
isbn f(z) = 10 f(@)).]

Gangz entsprechend ergibt sich aus (8.3) die Formel

o = -:-.-i('zo — 21.1)%-2 4 (21 —21,1)2- 5 + (22 — 21,1)*- 3] = 0,54 [mm?].
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Liegt nun allgemein eine Stichprobe von n Werten vor, unter denen
m zahlenméfig verschiedene sind, so kénnen wir die Numerierung so
wihlen, daf

e e (m = n)

gerade diese zahlenmaBig verschiedenen Werte sind. Dann gilt
i 1 m = e
(10.1) Z =;j.:..‘l z;n f(x;) =ng1 % f(23),

102) =2y & — o nflm) =2 2.

Man beachte: n f{zj) ist die absolute Hiufigkeit von ;. In (8.1) und
(8.3) liefert: jeder Stichprobenwert einen Summanden. Dagegen gibt
es nun nur so viele Summanden, wie zahlenmdpig verschiedene Werte in
der Stichprobe vorkommen.

Ganz entsprechend gewinnt (9.1) nun die Form

in b H
ot — ;..i_l ,?lxj%ﬂxj) = %( E:. zynf] (%]) } :

Y

Beim praktischen Rechnen sind die absoluten Haufigkeiten meist
bequemer als die relativen. In (9.6) wird nun

7=t lEx”ﬂn_f"{:‘:‘}— m:c*f *)
W i Sy
und so weiter. Dabei ist selbstredend f(x,“‘} =f(r,).

Beispiel 10.2. Tab. 10.1 zeigt, wie man den Mittelwert und die Varianz der
Stichprobe in Tab. 4.3 berechnen kann. In der ersten Spalte stehen die zahlen-
mifig verschiedenen Stichprobenwerte, in der i die t
Werte

mierten

¥ = 2; — 160
und in der dritten die absoluten Hiufigkeiten. Aus der vierten Spalte und
(10.1) folgt

405

& = 255 = 5,05 [em].

Wegen (9.4) mit ¢ = 160 hat die Stichprobe also den Mittelwert
Z = 160 -+ 5,05 = 165,05 [em].
Die Varianz ist dieselbe wie die der transformierten Werte. Aus der vierten und
der letzten Spalte ergibt sich damit
1 ( 5052

= 55 (6947 — —-) = 34,31 [em?].

2
i 100
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Tabelle 10.1. Rechnung zu Beispiel 10.2

@ | = | 100f(z) | 100wt Ty | w1002 (z)
153 [ =7 1 = 49 49
154 -6 1 — 8 36 36
155 —5 2 —10 25 50
156 w2y 3 —12 16 48
157 —3 3 —- 9 9 27
158 —2 5 —10 4 20
158 -1 (] — 6 1 6 |
160 0 4 0 0 0
161 1 5 5 1 5
162 2 7 14 4 28
163 3 5 15 9 45
164 4 5 20 16 80
165 5 6 30 25 150
166 6 7 42 36 252
167 7 5 35 49 245
168 8 4 32 64 . 256
169 9 5 45 81 405
170 10 5 50 100 500
171 11 8 66 121 728
172 12 4 48 144 576
173 13 3 39 169 507
174 14 2 28 108 392
175 15 3 45 225 675
178 18 1 16 256 256
177 17 1 17 289 289
178 18 1 18 | 82 394
55 Summe 100 505 5947

Im Falle der Klassenhildung treten die urspriinglichen Stichproben-
werte nicht mehr einzeln in Erscheinung. Man tut dann so, als ob je-
weils alle Werte, die man zu einer Klasse zusammengefalt hat, in der
zugehtrigen Klassenmitte ligen (vgl. Abschn. 6). Wie aus (10.1) bzw.
(10.2) verstiindlich wird, definiert man den Mittelwert einer in Klassen
eingeteilten Stichprobe demgemif durch

1 -~ -~
(103) £ =2 onfla) = £ fla)
und die Varianz durch
94) #=—1_ 5 pnfa)— 1 2 G — 2 ().

n— 1=
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Hierbei ist K die Anzahl der Klassen, z; die Mitte des j-ten Klassen-
intervalls und [(=z;) die zugehérige relative Klassenhiiufigkeit, f(mj)
ist also die Haufigkeitsfunktion (vgl. Abschn. 6).
Bei der praktischen Berechnung kann man die Klassenmitten ver-
schliisseln, wie das folgende Beispiel illustriert,
Beispiel 10.8. Die Stichprobe in Tab. 10.1 148t sich in Klassen einteilen, wie
Tab. 10.2 zeigt. Wir setzen
5= 170 4 5z, (also x* = 0,2z, — 34).
Dann erhalten wir 7% = —100/100 = —1, also
=170 + 5 (—1) = 165 [em].
Dies weicht um 0,05 em vom Mittelwert der urspriinglichen Stichprobe ab (vgl.
Beispiel 10.2). Die Abweichung ist durch die Klassenbildung bedingt. Sie kann
in anderen Fillen auch grofler sein. Vgl. Aufgabe 10.8.
Die Varianz der verschliisselten Werte ist
1
s (240 o 11—%%5 = 1!%'- — 1,414,
Mit (9.7) folgt hieraus
8% = 5%+ 1,414 — 35,35 [em?),
Dies weicht infolge der Klassenbildung von dem Ergebnis im vorigen Beispiel ab.

Tabelle 10.2. Zu Beispiel 10.3

Xi Absolute
Klassen- et g e ~ -
intervall it hinfighkeit %;* | 1002, () | 2% 100 2% ()
i 1007 ()
152,5—157,5 155 10 —3 —30 ] 90
157,56 —162,5 160 27 —2 —54 4 108
162,6—167,5 165 28 —1 —28 1 25
167,5—172,5 170 24 0 1] 0 (1]
172,56 —177,5 175 10 1 10 1 10
177,5—182,5 180 1 2 2 4 4
Summe 100 — 100 240

Aufgaben zu Abschnitt 10

10.1 Man beweise (10.1) und (10.2).

10.2—10.5 Man berechne den Mittelwert und die Varianz der folgenden
Stichproben auf méglichst einfache Weise,

10.2 Die Stichprobe in Aufgabe 4.5,

10.8 Die Stichprobe in Aufgabe 5.3,

10.4 PS-Zahl cines Zweitaktmotors bei verschiedenen Kraftstoffen (H. Lu- |
THER, H. Innrie u. H. Ligs, Bergbauwiss. 10, 1963, 267) |

3,20 3,05 345 3,10 3,20 3,05 3,00 295 3,15
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10.5 Lebendsauer von Glithlampen in Stunden (A. K., Gurra, Biometrika
39, 1952, 280)

—_—— T = —

Lebensdauer | Hiiufiglm Lebensdauer | Hiufighkeit
950 —1050 4 1550 —1650 53
1050 —1150 9 1650 —1750 37
1150 —1250 i 19 | 1750 —1850 20
1250 —1350 36 1850 —1950 ]

1350 — 1450 51 J 1850 — 2050 3

1450 — 1550 a8 I | 2050 —2150 1

10.6 Man beweise: Der Bruchteil der Stichprobenwerte, die von # um min-
dest M abweichen, ist héch gleich s3/M2,
10.7 Man teile die Stichprobe

3,6 2,9 32 34 35 31 30 3,0 3.4 3.1
29 28 31 32 38 35 34 3,5 3.4 3.2

(Geburtsgewicht [kg) ausgetragener Midehen, Univ.-Frauenklinik Graz, Dirck-
tor Prof. Dr. E. NavraTIL, 1962) unter Verwendung der folgenden Klassen-
intervalle in Klassen ein:

(a) 2,65—2,95 2,95—3,25 3,25—3,55 3,55—3.83

(b) 2,75—3,05 3,06—3,35 3,35—3,65 3,65—3,95

(e} 2,75—3,256 3,25—3,75 3,75 —4,25.
Man berechne jeweils den Mittelwert und vergleiche diesen mit dem Mittelwert
der urspriinglichen Stichprobe.

10.8 Man beweise: Teilt man eine Stichprobe unter Benutzung gleichlanger

Klassenintervalle der Linge I in Klassen ein, so kann sich der Mittelwert dabei
um hichstens I/2 dindern.

11 Analogie zwischen Hiufigkeits- und
Massenverteilungen

Zwischen den Hiufigkeitsverteilungen von Stichproben und den
Verteilungen von Massenpunkten mit der Gesamtmasse 1 lings einer
Geraden besteht eine vollkommene quantitative Analogie. Wir er-
wiihnen diese, weil sie dem Leser, der mit den Grundbegriffen der ele-
mentaren Mechanik vertraut ist, zu einem besseren Verstindnis
unserer bisherigen Uberlegungen verhilft.

Vorgelegt sci eine Stichprobe, in der insgesamt m zahlenmiBig
verschiedene Werte x,, x,, . . ., 2,, vorkommen mégen, und zwar mit
den relativen Haiufigkeiten

F@) =Ry, flz) = b
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Das mechanische Analogon dieser Stichprobe ist eine Verteilung, be-
stehend aus m Massen, nimlich der Masse k, im Punkte 2, der 2-Achse,
der Masse %, im Punkte o, usw. Der Summenhaufigkeitsfunktion (7.1)
entspricht die Funktion

F@) = 3 1.
Fiir jedes  ist dies die Summe der Massen, die in dem Punkte a

oder links davon liegen.
Die genannte Massenverteilung hat den Sehwerpunkt

Ti= ng ;b
Das Trigheitsmoment beziiglich des Schwerpunktes ist
T — jz’";; (@ — &P by
Wegen (10.1) bzw. (10.2) gilt also:
Der Miitelwert einer Stichprobe entspricht in der Mechanik dem
Schwerpunkt der logen Ma teilung. Die Varianz entspricht

im wesentlichen [d. h. bis auf einen Faktor nf(n — 1)] dem Trigheits-
moment beztiglich des Schwerpunktes.

Ferner ist bekanntlich das statische Moment beziiglich des Schwer-
punktes gleich null. Dies ist das mechanische Analogon unserer For-
mel (8.2).




TEIL II
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Bisher haben wir uns iiberlegt, wie man statistische Daten in eine
iibersichtliche tabellarische oder graphische Form bringt und durch
gewisse MaBzahlen kennzeichnet. Wollten wir uns damit begniigen,
80 wiiren wir schon am Ende unserer Uberlegungen angelangt.

Tatsichlich wollen wir aber von dieser rein beschreibenden Statistik
zur mathematischen Statistik fortschreiten. Das heiBt, wir wollen
von der bloBen Beschreibung statistischen Materials zu dessen Beur-
teilung iibergehen, indem wir Schliisse von Stichproben auf die zu-
gehérigen Grundgesamtheiten zichen. Hierzu miissen wir mathemati-
sche Modellvorstellungen schaffen und dann Verbindungen zu den
empirischen Beobachtungen herstellen, also Zusammenhinge zwi-
schen der Theorie und der Wirklichkeit ermitteln.

Den Ausgangspunkt fiir dieses Vorhaben bildet die sogenannte
mathematische Wahrscheinlichkeitstheorie, die damit die Grundlage
der mathematischen Statistik darstellt. So ist es notwendig, daB wir
uns nun zunichst einmal mit der genannten Theorie vertraut machen,
soweit wir sie fiir unsere Zwecke brauchen.

Im vorliegenden II. Teil betrachten wir zuerst die Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitstheorie, insbesondere den Begriff der Wahr-
scheinlichkeit. Dann kommen verschiedene wichtige Wahrschein-
lichkeitsverteilungen zur Sprache. Diese Verteilungen dienen als
theoretische Modelle von Grundgesamtheiten, im Gegensatz zu den
bisher betrachteten Hiufigkeitsverteilungen von Stichproben, die
empirische Verteilungen sind.

Die mathematische Wahrscheinlichkeitstheorie wird uns iibrigens
auch die mathematische Begriindung der statistischen Methoden in
Teil ITI liefern helfen.

4 Kreyazlg, Methoden



Kapitel 4
Grundbegriffe

Historisch entsprang die mathematische Wahrscheinlichkeitstheorio
dem Wunsch, die Gewinnaussichten bei Gliicksspielen zu berechnen
(Jaxor BERNOULLI, Ars conjectandi, 1713. ABRAHAM DE MoivrE,
The Doctrine of Chances, 1718, Prerre StioN ph Larrace, Théorie
analytique des probabilités, 1812). Thre Anwendbarkeit auf andere
Gebiete (Versicherungswesen, MeBfehlertheorie) zeigte sich gar bald.

Die genannte Theorie soll ein mathematisches Modell beobacht-
barer empirischer Sachverhalte der Wirklichkeit darstellen, bei denen
der Zufall eine Rolle spielt. Dementsprechend miissen wir den Begriff
der mathematischen Wahrscheinlichkeit definieren. Im Bereich der
Spiele ist das einfach. Dort beniitzt man den sogenannten klassischen
Wahrscheinlichkeitsbegriff von Larrace (Abschn. 14). Leider ist
dieser Begriff fiir die meisten statistischen Zwecke zu speziell, Wie
man einen fiir die Statistik geeigneten Wahrscheinlichkeitsbegriff
einfiihrt, der tibrigens den klassischen mitumfaBt, iiberlegen wir uns
in Abschn. 15.

12 Zufallsexperiment. Ereignis. Hiiufigkeit

Im vorliegenden Abschnitt erliutern wir einige grundlegende Be-
griffe, die zum Teil bereits frither erwihnt wurden.

Unter einem Zufallsexperiment oder einer Zufallsbeobachtung —
kurz: Experiment oder Beobachtung — verstehen wir einen beliebig
oft wiederholbaren Vorgang, der nach einer ganz bestimmten Vor-
sehrift ausgefithrt wird und dessen Ergebnis ,,vom Zufall abhiingt‘’,
das soll heiflen, nicht im voraus eindeutig bestimmt werden kann.

Beispiele sind das Werfen eines Wiirfels, das Zichen einer Spiel-
karte, das in Abschn. 3 beschriebene Experiment und dhnliche tech-
nische Messungen, die zufillige Auswahl einer Person und die Test-
stellung ihrer GréBe, ihres Blutdrucks, ihres tiglichen Zigarettenver-
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brauchs oder ihrer Ansicht iiber den Wert zeitgendssischer Musil,
die zufillige Auswahl einer Kuh und die Bestimmung ihres Milch-
ertrages, das zufillige Herausgreifen und Priifen einer Gliihbirne aus
ciner Produktion usw,

Bei jedem solchen Experiment kénnen wir gewisse Ereignisse unter-
scheiden, deren Eintreffen vom Zufall abhingt.

Zum Beispiel kinnen wir beim Wiirfeln die 6 Ereignisse des Wiir-
felns einer

1, 2 3, 4 b5 oder 6

betrachten. Beim Miinzenwurf kénnen wir zwischen den Ereignissen
»Kopf” oder , Wappen
unterscheiden, bei der Priifung einer Glithbirne zwischen

»Brauchbare Birne oder ,,Unbrauchbare Birne® (Ausschuf)
usw.

Erzielen wir bei einem Miinzenwmf . Kopf®, so sagen wir, bei der
betreffenden Ausfithrung des Experimentes (d. h. bei dem betreffenden
Wurf) sei das Ereignis ,,Kopf* eingetroffen oder realisiert. Ganz ent-
sprechend kiimmert man sich in anderen Fiillen jeweils um das Ein-
treffen oder Nichteintreffen von Ereignissen.

Ereignisse bezeichnen wir im folgenden mit grofien kursiven Buch-
staben, etwa 4, B, C' usw.

Wir fiihren irgendein Zufallsexperiment »-mal nacheinander aus.
Trifft dabei ein Ereignis 4 genau k-mal ein, so heift k die absolute
Hanufigkeit und k/a die relative Hiufigkeit des Ereignisses 4 bei dieser
Versuchsreihe. Diese relative Hiufigkeit bezeichnen wir mit % (4), Es
ist also

Anzahl der Versuche, bei denen 4 eintrifft

k
UED M) = = Sosamteall dor Veooho o T B

Da & in jedem Falle mindestens gleich 0 sein muf und héchstens gleich
n sein kann, so gilt stets

Die relative Hiufigkeit ist also eine reelle nicht negative Zahl, die hich-
stens gleich 1 sein kann.

In dem Sonderfall, daB ein Ereignis 4 durch eine Zahl @ gekenn-
zeichnet ist (Beispiel: Wiirfelwurf), wird unsere gegenwiirtige Be-
trachtung natiirlich mit der in Abschn. 4 durchgefiihrten identisch.
4.
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Beispiel 12.1. AnderTechnischen Hochschule Graz werden die Priifungsnoten
Vorziiglich Sehr Gut  Gut Ceniigend Ungeniigend

benutzt, die wir der Reiho nach mit 4, B, €, D und E bezoichnen wollen. Aus
der Kartei aller im Jahre 1962 am 1. Mathematischen Institut gepriiften Stu-
denten wurde eine Stichprobe entnommen, indem einige Karten ganz zufillig
gezogen wurden. Die Noten auf diesen Karten lauteten :

Note |4]|B|c|p|E
Absolute Haufigheit | 2[4 |8 |38
Wie wir sehen, ist in dieser Stichprobe

2 4 8
M) =2,  h(B) = 55 RO =
usw,
13 Summe und Produkt von Ereignissen

A und B seien Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment ein-
treffen kénnen. Dann bezeichnen wir mit

' A+ B
das Ereignis, das genau dann eintrifft, wenn 4 oder B eintrifft oder
wenn beide Ereignisse gleichzeitig eintreffen. Das Ereignis 4 1+ B
heiBt die Summe der Ercignisse 4 und B.

Weiterhin bezeichnen wir mit

AB
das Ereignis, das genau dann eintrifft, wenn 4 und B gleichzeitig ein-
treffen. 4 B heift das Produkt der Ereignisse 4 und B.

Nun kann es aber sein, dafi 4 und B bei dem betreffenden Experi-
ment gar nicht gleichzeitig eintreffen konnen. Dann heiBen 4 und B
einander ausschlieBende Ereignisse oder sich gegenseitig hliefend
Ereignisse.

Beispiel 18.1. Die Geburt eines einzelnen Kindes kinnen wir als ein Experi-
ment auffassen, bei dem zwei Ereignisse maglich sind :

A: Geburt eines Madehens,
B: Geburt eines Jungen.

Diese Ercignisse 4 und B schliefen einander aus. 4 B trifft also nie ein, wihrend
4 + B (Geburt eines Jungen oder Miidehens) stets eintrifft.

Die Summe 4 4 B von Ereignissen 4 und B heiBt auch Ver-
einigung der Ereignisse 4 und B, und das Produkt 4 B heilt auch
Durchschnitt von 4 und B. Das hingt mit der Mengenlehre zusam-
men. Der mit der Mengenlehre etwas vertraute Leser findet Naheres
dazu in Anhang 1.

Das Bilden von Summen und Produkten von Ereignissen kann man
sich durch geeignete Skizzen erleichtern. Wir erliutern das Prinzip
an einem einfachen Beispiel.
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Beispiel 18.2. Wir wiirfeln mit einem Wiirfel und betrachten die Ereignisse

A Wirfeln einer geraden Zahl,

B: Wiirfeln einer durch 3 teilbaren Zahl,

C: Wilrfeln einer Hins.
Um Summen und Produkte dieser Ereignisse zu bilden, kann man zuerst jedes
der 6 moglichen Wiirfelergebnisse 1, 2, 3, 4, 5, 6 durch einen Punkt in der Ebene
darstellen. Auf die Anordnung dieser 8 Punkte kommt es nicht an. Dann wird
A, B und € durch je einen Bereich dargestellt, der die entsprechenden Punkte
enthiilt, wie Abb. 13.1 zeigt. Der Summe

A + B: Wirfeln einer geraden oder einer dureh 3 teilbaren Zahl

entspricht dann der gestrichelt umrandete Bereich. Dieser enthilt 2,3, 4, 6.
Das Ereignis A - B trifft also dann und nur dann ein, wenn eine 2,3, 4 oder 6
gewiirfelt wird. Weiterhin entspricht das Produlkt

AB: Wiirfeln einer geraden durch 3 teilbaren Zahl

dem sehraffierten Bereich, der gleichzeitig den beiden 4 und B entsprechenden
Bereichen panz angehort. Wie wir sehen, trifft 4B dann und nur dann ein,
wenn eine Sechs gewiirfelt wird. Entsprechend liest man aus der Abb, 13.1 ab,
dall sich 4 und €' gegenscitig ausschliefen, weil keiner der 6 genannten Punkte
zugleich in dem zu A4 und dem zo € gehirigen Bereich liegt.

Abbild 18.1. Graphische Darstellung von Summen und Produkten von
Ereignissen. (Zu Beispiel 13.2)

A und B seien Ereignisse, die in einer Versuchsreihe mit der rela-
tiven Hiufigkeit #(4) bzw. k(B) aufgetreten sind. Dann hat, wie wir
zeigen werden, das Ereignis A + B die relative Hiufigkeit (vgl.
Abb. 13.2)

(13.1) | k(A + B) = h(4) + k(B) — I;{AB)—,l @9

Schlieflen sich 4 und B gegenseitig aus,
s0 ist k(4 B) = 0 und

Abbildung 13.2.

(]3'2) I h(d + B) = h(d) 4 _3,’{3) o | Zu Formel (13.1)
In Worten:
Bei sich gegenseitig hlieflenden Ereigni A und B ist die

relative Héufigheit des Ereignisses A + B gleich der Summe der rela-
tiven Hiufigkeiten von A und B.
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Wir beweisen (13.1). Die Versuchsreihe bestehe aus # Versuchen.
Hinsichtlich der n Ergebnisse gibt es 4 Fille-

(F1) 4 und B sind gleichzeitig eingetroffen.
(F2) 4 ist eingetroffen, B nicht,

(F3) B ist eingetroffen, A nicht.

(F 4) Weder 4 noch B ist eingetroffen,

(F 1) komme in der Reihe ny-mal vor, (F 2) komme ny-mal vor, usw.
Die Fille schlieBen sich gegenseitig aus. Deshalb ist insgesamt

4 genau n; + n,-mal, B genau n, - 7z-mal

4B genau ny-mal, A4 - B genau n, 7y -+ ny-mal
eingetroffen. So erhalten wir die relativen Hiufigkeiten
h(d) ="t " MB) =Tk
(13.3)
hAB) =1, hd + 5) =Tttt

Hieraus folgt (13.1) unmittelbar.

Aufgaben zu Abschnitt 13

13.1 Um eine Sendung von 1000 Bakelitringen fiir Telefonhérer zu priifen,
wurden 50 Ringe ganz zufiillig herausgegriffen. Riner davon hatte Kratzer und
Spriinge, 3 hatten nur Kratzer und 2 hatten nur Spriinge. Wie groB ist die
relative Haufigkeit der Ereignisse

A = Ring mit Spriingen, B — Zerkratzter Ring,
AB und 4 - R?
13.2 Man zeige: Sind Ay Ay, ..., A, alle méglichen Ereignisse, die bei
einem bestimmten Experiment eintreffen kénnen, und schlieflen sich diese

Ereignisse gegenseitig aus, so gilt fiir die relativen Hiufigkeiten bei mehrmaliger
Ausfithrung des Experimentes

BL)) + B(Ay) + oo h(dy) = 1,

18.8 In (13.3) stehen relative Hiufigkeiten, die sich auf alle n Ausfiihrun-
gen bezichen. Mit k(B | 4) bezeichnen wir die relative Hiufigkeit von B unter
den Ausfithrungen, bei denen A realisiert ist. Entsprechend bezeichnet k(4 | B)
die relative Hiufigkeit von 4 unter den Ausfiihrungen, bei denen B realisiert
ist. Man zeige, dall

M e R A i

=T = optaedh G
(13.4) h{B|4) = T h{d | B) e
ist, und gewinne hieraus vermiige (13.3)
(13.5) MAVI(B | 4) = R(4B), R(B)h(A|B) — h(4B).
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18.4 Wie groB ist (4 | B) und & (B|A) in Aufgabe 131 ¢
18.56 K. Peansox (Phil. Trans. (A) 195, 1900, 138) beobachtete die folgenden
Haufigkeiten von Augenfarben bei Vitern und Séhnen:

Vater
hell | dunkel
1 47 148
Sohni el |_,1_ i
dunkel | 151 | 230

Wie grof ist die relative Hiufigkeit der Ereignisse
A = Vater helliingiy, B — Sohn helldugig,
AB und 4 4 B? Wie groB ist h(B | 4)?

14 Der klassische mathematische Wahrscheinlich-
keitshegriff

Beim Werfen eines Wiirfels fiihrt jeder Wurf zu einer der Zahlen

LR AR e
Diese 6 Ereignisse schlieBen einander aus. Ist der Wiirfel regelmiiBig,
d.h. aus homogenem Material und von genau kubischer Gestalt, so
ist bei ordnungsgemiifiem Wiirfeln keines dieser 6 Ereignisse hinsicht-
lich des Eintreffens vor dem anderen ausgezeichnet. Wir sagen, es
gibt bei diesem Zufallsexperiment 6 gleichmagliche oder gleichwahy-
scheinliche Ereignisse oder kiirzer 6 gleichmagliche Falle.,

In dhnlicher Weise kann man auch bei anderen Spielen endlich
viele gleichmégliche Fiille angeben, das heift endlich viele einander
ausschlielende gleichwahrscheinliche Ereignisse, die alle Miglichkeiten
erschipfen.

Gibt es nun bei einem Spiel insgesamt m gleichmigliche Fille, so
kann ein Spieler S diese m Fille in zwei Klassen einteilen, nimlich
in die fiir ihn giinstigen Fille, bei deren Eintreffen er gewinnt, und
in die fiir ihn ungiinstigen Fille, bei deren Eintreffen er verliert. Sind
g Fille giinstig fiir S, so ist die Zahl g/m offenbur ein MaB fiir die
Gewinnaussicht des Spielers S bei dem betrachteten Spiel. Dieser
Gedankengang legt die folgende Definition nahe, die von Larraics
stammt.

Klassische Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit. Die
Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A bei einem Zufallsexperi-
ment ist durch

(14.1) IP(A) =%
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gegeben. Hierbei ist

g die Anzahl der Falle, bei denen A eintrifft, und
m die Anzahl aller gleichmiglichen Fille

bei dem betreffenden Bxperiment.

Beisplel 14.1. Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit einem regel-
miligen Wiirfel eine Sechs zu wiirfeln, betriigt 1/,, denn 6 Fille sind maglich,
und bei einem dieser Fille trifit das Ereignis ,.Sechs' ein.

Beim Ziehen aus einem Kartenspiel nehmen wir stets an, daB die
Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Karte zu zichen, fiir alle Karten
dieselbe ist, ohne dafl dies jedesmal wieder ausdriicklich gesagt wird.
Entsprechend nehmen wir beim Ziehen aus einer Urne an, daB die
Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Gegenstand zu ziehen, fiir alle
Gegenstiinde in der Urne dieselbe ist,

Beisplel 14.2. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit P, aus einer Urne bej ein-
maligem Ziehen eine rote Kugel zu erhalten, wenn sich insgesamt 2 rote und
7 schwarze Kugel der Urne befinden ?

Unter den 10 gleichmoglichen Fillen sind 3 Fiille, bei denen das betrachtete
Ereignis eintrifit. Also ist P — 0,3 — 309,

Beispiel 14.8. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit P, bei einem cinzelnen
Wurf mit 2 regelmiiBigen Wiirfein gleichzeitig zwei gerade Zahlen zu wiirfeln 7

Es gibt insge 36 gleichmagliche Fille, namlich (1, 1), (1, 2), . .., (1, o),
(2, 1), ... usw. Hierbei bezeichnet die erste Zahl jeweils das mit dem ersten
Wiirfel erzielte Ergebnis und die zweite Zahl das mit dem zweiten Wiirfel
erzielte Ergebnis. Bei 9 dieser 36 Fille, namlich bei den Fillen

(22) (2,4) (2,6) (4,2) (4,4) (4, 6) (6,2) (6,4) (8,8)
trifft das fragliche Ereignis ein, Also ist P — 9/36 — 1/4.

Kann man dieses Ergebnis auch cinfacher erhalten, indem man nur 4 gleich-
mégliche Fille betrachtet ?

Wie wir sehen, besteht die klassische Definition der mathematischen
Wahrscheinlichkeit darin, daf3 der Begriff der Wahrscheinlichkeit auf
den Begriff der Gleichwahrscheinlichkeit (Gleichméglichkeit) zuriick-
gefithrt wird. Letzterer gilt als grundlegend und unterliegt keiner wei-
teren Definition.

Damit ist klar, daB der klassische Wahrsuheinlichkeitsbegriff nur
bei Zufallsexperimenten angewendet werden kann, bei denen die Natur
des Experimentes einleuchtende Anhaltspunkte fiir die Einteilung
aller moglichen Ereignisse in endlich viele gleichwahrscheinliche Fille
liefert, denn die Definition dieses Begriffes gibt selbst keine derartigen
Anhaltspunkte. Nun sind aber viele Zufallsexperimente nicht von der
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genannten Art, und der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff versagt
dann.

Dies gilt schon fur kompliziertere Spiele, z. B. fiir das Wiirfeln mit
cinem unsymmetrischen Wiirfel, und erst recht fiir die meisten prak-
tisch wichtigen einschligigen Probleme der Naturwissenschaft, Tech-
nik, Wirtschaft und anderer Gebiete. Man denke z. B. an die Frage
nach der Wahrscheinlichkeit des Heilerfolges durch ein gewisses Me-
dikament oder nach der Wahrscheinlichkeit, daB eine bestimmte
Maschine Ausschu8 produziert, usw. Wie soll man bei derartigen und
dhnlichen Problemen zu einer Einteilung in gleichwahrscheinliche
Fille gelangen ? Das ist unméglich.

Wir brauchen also einen allgemeineren Wahrscheinlichkeitsbegriff.
Einen solehen wollen wir im niichsten Abschnitt einfithren. Wir folgen
dabei A. N. Koumocororr [8], soweit dies im Rahmen einer elemen-
taren Darstellung mdglich ist. (Die Angabe [8] bezicht sich auf An-
hang 3 am Schlufl des vorliegenden Buches.)

Aufgaben zu Abschnitt 14

141—14.5 Man besti die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse.

14.1 ,,Kopi** beim einzelnen Wurf einer Miinze,

14.2 Wenigstens einen ,,Kopf** beim gleichzeitigen Wurf zweicr Miinzen.

14.8 , As" beim Ziehen einer Karte aus einem Skatspiel.

14.4 , Linksgiingige Schraube* beim ganz zufilligen Herausgreifen einer
Schraube aus einer Schachtel, die 20 linksgingige und 30 rechtsgiingige Schrau-
ben enthilt. ¥

14.5 Wenigstens 10 Augen beim Wurf sweier regelmiBigen Wiirfel.

14.6 G. E. LessiNG schrieb am 15. 12. 1770 an Madame Kéwia, daf er bei
der Hamburger Lotterie auf Los Nr. 19 gewonnen habe und wieder Lose ge-
nommen habe, ,,nur Nr. 19 nicht, wofiir ich 7 gewahlt habe: denn 19 wird doch
nicht des Henkers sein und sich wicder herauszichen lassen'. Stimmt dieser
Schluf ?

15 Der Wahrseheinlichkeitshegrifif in der Statistik

Mit einem Bleistift und einem Lineal konnen wir Dinge zeichnen,
die man in der Umgangssprache Punkte und Geraden nennt. An diesen
Dingen kénnen wir dann gewisse Eigenschaften und Beziehungen
empirisch feststellen. Um von dieser ,,empirischen Geometrie® zur
Geometrie im mathematischen Sinne fortzuschreiten, sind zwei
Schritte notwendig:

Zuerst postulieren wir die Existenz entsprechender mathematischer
Begriffe (Punkt, Gerade, usw.).
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Beim zweiten Schritt stellen wir diejenigen empirisch beobachteten
Eigenschaften und Beziehungen, die uns als grundlegend erscheinen,
in idealisierter Form zusammen, z. B.:

Durch zwei Punkte geht stets eine Gerade.
Durch zwei Punkte geht nicht mehr als eine Gerade. Und so weiter.,

Diese Aussagen heiBen Awxiome. Die Zusammenstellung, die man auf
diese Weise schlieBlich erhilt, wird als ein Aziomensystem bezeichnet.
Dieses bildet die Grundlage, auf der man die Geometrie aufbaut.
Damit ist gemeint, daB man alle geometrischen Sitze aus diesem
Axiomensystem herleitet. (Vgl. z. B. Davip Hitserr, Grundlagen der
Geometrie. 8. Auflage. Stuttgart: Teubner, 1956.) Die Axiome sind
so0 zu wihlen, dafl die Siitze, die man daraus erhilt, mit unserer geo-
metrischen Anschauung im Einklang stehen. Anderenfalls ist die er-
haltene Geometrie kein brauchbares mathematisches Modell empirisch
beobachtbarer geometrischer Tatsachen.

Ganz entsprechend gehen wir bei der Grundlegung der Wahrschein-
lichkeitstheorie vor. Den Ausgangspunkt bildet dabei die Erfahrung,
daB das Eintreffen von Ereignissen bei den meisten Zufallsexperi-
menten auf lange Dauer gewissen GesetzmiBigkeiten unterliegt. Ins-
besondere erweist sich die relative Haufigkeit eines Ereignisses in
grofen Versuchsreihen als nahezu konstant. Das heilt, man erhilt
bei mehreren solchen Reihen Werte dieser Hiufigkeit, die nur wenig
differieren.

Im Bereich der Gliicksspiele haben dies namhafte Forscher wieder-
holt gepriift und bestétigt. Bei Miinzenwiirfen fand man z. B. die in
Tab. 16.1 gezeigten Werte.

Tabelle 15.1. Miinzenwiirfe

| | | Anzanl
| Anzahl | des Eintreffens Relative
| der Wiirfe | des Ereignisses Hiiufigkeit
| ] Kopf*
BurroN 4040 [ 2048 0,5069
FET | 000 e b 0,5016
It 24000 ‘ 12012 0,5005

Abb. 15.1 zeigt ein Beispiel aus der Bevilkerungsstatistik. Man
sieht, daB die relative Hiufigkeit der Knabengeburten mit wachsender
Anzahl der in zeitlicher Reihenfolge betrachteten Geburten offenbar
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Abbildung 16.1. Relative Hiufigkeit von Knabengeburten
(Geburtenbuch des Standesamtes Graz, beginnend am 1. 1. 1962)

immer weniger schwankt. Schon seit langer Zeit hat man beobachtet,
dal} diese relative Haufigkeit bei grofieren Beviolkerungsgruppen von
Jahr zu Jahr nahezu konstant bleibt. Weitere Beispiele (GroBenver-
teilung, Durchschnittsgewicht, Lebensalter von Tieren, klimatische
Daten usw.) lieBen sich leicht anfiihren.

Sind die relativen Hiufigkeiten der Ereignisse bei einem Experi-
ment in dem angegebenen Sinne nahezu konstant, so sagt man, das
Experiment zeige eine statistische RegelmiiBigkeit oder Stabilitiit der
relativen Hiufigkeiten, im Gegensatz zu der zufilligen Unregelmiifiig-
keit der Ergebnisse der einzelnen Versuche. Die meisten praktisch
wichtigen Experimente besitzen diese Stabilititseizenschaft.

So liegt die Vermutung nahe, dafl die relative Haufigkeit eines be-
stimmten Ereignisses A4 bei oftmaliger Ausfithrung eines bestimmten
derartigen Experimentes praktisch mit GewiBheit ungefihr gleich
einer angebbaren Zahl P ist (wobei ,,ungefihr gleich® noch prizisiert
werden mufl, damit die Aussage einen Sinn erhilt).

Deshalb postulieren wir nun die Existenz einer bestimmten Zahl
P, die die Wahrscheinlichkeit des betreffenden Ereignisses 4 bei dem
betreffenden Zufallsexperiment heift.

Die Aussage ,.4 hat bei dem genannten Experiment die Wahr-
scheinlichkeit P* bedeutet dann konkret: Bei oftmaliger Ausfiihrung
des Experimentes ist es praktisch gewil}, daB die relative Hiufigkeit
h(A4) ungefihr gleich P ist. (Dies mufl noch prizisiert werden. Das
konnen wir erst in Abschn. 51 tun.)

Die so eingefiihrte Wahrscheinlichkeit P ist das theoretische Gegen-
stiick der empirischen relativen Hiufigkeit.
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Das war der erste Schritt. Nun kommt der zweite: Wir formulieren
die grundlegenden beobachteten Eigenschaften der relativen Hanufig-
keit in idealisierter Weise als Axiome der Wahrscheinlichkeit. Diese
Axiome lauten besonders einfach, wenn wir die folgenden beiden Be-
griffe einfiihren :

Ein Ereignis, das bei einem Experiment stets eintrifft, heiBt ein
sicheres Ereignis bei diesem Eaxperiment.

Zwei Ereignisse B und € heiBen dquivalent bei einem Experiment,
wenn bei diesem Experiment das Eintreffen von B stets das Eintreffen
von ¢ zur Folge hat und umgekehrt. (Beispiel: ,,Wiirfeln einer Eing
und ,,Wiirfeln einer Zahl, die kleiner als 2 ist‘* sind dquivalente Er-
eignisse.)

Die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen 4, B, . . . bezeichnen wir
fortan mit P(4), P(B), ... Dabei miissen wir im Sinn behalten, da8
sich diese Zahlen stets auf ein ganz bestimmtes Zufallsexperiment be-
zichen.

Die Axiome der Wahrscheinlichkeit lauten nun, wie folgt.

Axiom 1. Die Wahrscheinlichieit P(A4) eines Ereignisses A bei einem
Ezxperiment ist eine eindeutiy bestimmie reelle nicht gative Zahl, die
hichstens gleich 1 sein kann,

o

Axiom 2. Filr ein sicheres Ereignis 8 bei einem Bxperiment gilt
P(8) =1.
Fir dquivalente Ereignisse B und C bei einem Experiment gilt
P(B) = P(C).

Axiom 3. Schliefien sich zwei Ercignisse A und B bei einem Bxperi-
ment gegenseitig aus (s. Abschn, 13), so gilt bei diesem Experiment

(15.2) | P4 +B) = Pa) + P5). |

Wie man sieht, entsprechen die Formeln (15.1) und (15.2) den For-
meln (12.2) und (13.2) fiir die relativen Héufigkeiten.

Damit wir von Axiomen im strengen Sinne reden kénnen, mufl der
Begriff des Ereignisses genau definiert werden. Dies erfordert Kennt-
nisse aus der sogenannten Mengenlehre und Maftheorie und iibersteigt
das Niveau einer elementaren Einfithrung. Vgl. [2] und [8]in Anhang 3.
Wer mit Mengen etwas vertraut ist, sieht, dafB es sich bei den Ereig-
nissen um Mengen handelt, daB die Wahrscheinlichkeit eine nicht-
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negative Mengenfunktion ist und daf wir, einer Tdee von L. Scumer-
TERER [12] folgend, den Aquivalenzbegriff von Ereignissen als Ersatz
fiir den Gleichheitsbegriff von Mengen benutzen, der uns nicht zur
Verfiigung steht. Vgl. auch Anhang 1.

16 Einige Bemerkungen zu den Axiomen

Das zu einem Ereignis 4 enfgegengesefzte oder komplementiire
Ereignis A (lies',,nicht 4*) bei einem Experiment ist definiert als das
Ereignis, das bei dem Experiment genau dann eintriffs, wenn 4 nicht
eintrifft.

A4 und A schlieBen sich gegenseitig aus. 4 - A ist ein sicheres
Ereignis. Gemdli Axiom 2 und 3 gilt also stets

P(4 + d) = P(4) + P(4) =1.

Hieraus folgt die praktisch wichtige Formel

(16.1) P(d) =1 — P(4).

Diese wendet man an, wenn P(4) einfacher zu bestimmen ist als die
gesuchte Wahrscheinlichkeit P(4).
Wie wir nun sehen, geniigt es iibrigens, (15.1) durch

(16.2) PA)=0

zu ersetzen. Denn P(4) ist eine Wahrscheinlichkeit, also nichtnegativ,
und hieraus folgt mit (16.1) sofort P(4) = 1, die zweite Ungleichung
in (15.1).

Sind 4;, A, ..., 4, Ereignisse, dann bezeichnen wir mit

(16.3) A+ Ay 4o+ 4,

das Freignis, das genau dann eintrifft, wenn wenigstens eines der ge-
nannten Ereignisse eintrifft. Das Ereignis (16.3) heift die Summe
dieser Kreignisse.

Mit
(16.4) AT
bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann eintrifft, wenn alle m

Ereignisse Ay, ..., 4, gleichzeitig eintreffen. Das Ereignis (16.4)
heiBt das Produkt der genannten Ereignisse.



G4 Kar, 4. Gruspnranirre

Kommen Zweifel daran auf, ob man in einem konkreten Falle die
Wahrscheinlichkeiten wirklich richtig gewihlt hat, so kann man eine
Nachpriifung vornehmen. Darauf gehen wir in Teil IIT des Buches
niher ein.

18 Additionssatz fiir beliebige Ereignisse

Die Formel (15.2) bezicht sich auf einander ausschliefende Ereig-
nisse. Allgemeiner gilt der

Satz 18.1 (Additionssatz fii heliebige Ereignisse). Haben zwei be-
liebige Breignisse A und B bei einem Brperiment die Wahrscheinlichkeit
P(4) bzw. P(B), s0 hat das Ereignis A 4 B bei diesem Fxperiment
die Wahrscheinlichheit

(18.1) P(4 + B) = P(4) + P(B) — P(Am
Beweis. Das Ereignis A L B trifft genau dann ein, wenn eines der
folgenden 3 Ereignisse eintrifft:
(1) AR (Gleichzeitiges Eintreffen von 4 und B),
(2) AB (A trifft ein, B nicht),
(3) 4B (B tifft ein, 4 nicht).
Wir sagen, das Breignis A 4+ B ist in diesen 3 sich gegenseitiy aus-
schliefenden Formen realisierbar. Also gilt gemiB (16.5) zunichst
P(4 4+ B)=P(AB 1+ AF +AB)
= P(4B) + P(4B) + P(4B).
Weiterhin ist 4 in den beiden sich gegenseitig ausschlieBenden For-
men 4B und 4B realisierbar. Demnach gilt gemif Axiom 3
P(d) = P(A4B + 4B) — P(AB) + P(4B).
Entsprechend ergibt sich
P(B) =P(4B + AB) — P(4B) + P(AB).
Durch Addition der letzten beiden Formeln erhalten wir
P(4) + P(B) =2 P(4B) P(AB) + P(AB).
Der Vergleich der rechten Seite mit der rechten Seite in (18.2) liefert
P(4) + P(B) = P(4 + B) + P(4.5).

Hieraus folgt (18.1), und der Satz ist bewiesen,
Dieser Satz 1iBit sich auch anf mehr als zwei Ereignisse ausdehnen
(vel. Aufgabe 18.1).

(18.2)
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Beispiel 18.1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei imaligem Wiirfeln
mindestens eine Sechs zu erzielen ?
Die Ereignisse

A = Sechs beim 1. Wurf
B = Secha beim 2. Wurf
haben die Wahrseheinlichkeit P{4) = 1/6 und P(B) = 1/8. Das Ereignis
AB = Sechs bei beiden Wiirfen
hat die Wahrscheinlichkeit P(4 B) = 1/36, denn es gibt 6 - 6 = 36 gleichmag-
liche Fille, und in einem davon trifft 4 B ein. So liefert der Satz 18.1 die Ant-

wort:

A0 R )
T 3= 3= 1%

P(4+B)= ¢+

Aufgaben zu Abschnitt 18

18.1 Man verallgemeinere den Satz 18.1 auf den Fall von drei Ereignissen.

18.2 Jemand zieht aus zwei Skatspielen je cine Karte. Wie grol ist die
Wahrscheinlichkeit, dabei wenigstens ein Herz-As zu erhalten ?

18.8 Man beantworte die Frage in Beispicl 18.1 mittels (16.1).

19 Bedingte Wahrscheinlichkeit. Multiplikationssatz

Wir betrachten ein beliebiges Experiment und nehmen an, daB wir
bei diesem Experiment insgesamt » gleichmogliche Fille unterscheiden
kénnen. Dabei treffe

in k Fillen ein gewisses Ereignis 4 ein,
in [ Féllen ein gewisses Ereignis B ein und
in m Fillen das Ereignis 4 B ein.

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition 1dBt sich anwenden und
ergibt

P(A)=%, P(B}=%, P4B)=Z.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit, von B unter der zusiitzlichen
Bedingung ermitteln, daB insgesamt nur noch die Félle hetrachtet
werden, in denen A eintrifft. Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnen
wir mit dem Symbol P(B|A). Unter der genannten Bedingung
bleiben insgesamt nur noch & Fille iibrig, nimlich alle die Fille, in
denen A eintrifft. Hierbei sei & == 0. Unter diesen sind m Fille, in
denen auBler 4 obendrein noch B eintrifft. So ergibt sich sofort

P(B | 4) =%.

b Kreyszlg, Methoden
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Aus Axiom 3 folgt durch Induktion der

Satz 16.1 (Additionssatz der Wahrscheinlichkeit). Sind Ay, A4,
Ereignisse, die sich bei einem Zufallsexperiment gegenseitig ausschliefen,
50 gilt bei diesem Fuperiment

(165) |P(dy + 4, +- -+ + 4,) = P(d) + P(Ay) & + P(4,).

Bei Experimenten, bei denen man zwischen abzihlbar unendlich
vielen Ereignissen 4,, 4,, ..., 4., . . . unterscheiden kann, bezeichnet

Ay + A4y o4 A, ... oder kiirzer A 4y -

das Ereignis, das genau dann eintrifft, wenn mindestens eines der
genannten unendlich vielen Ereignisse eintrifft. :
Bei einem solchen Experiment ist Axiom 3 zu ersotzen durch

Axiom 3%, Sind 4,, A,, . . . abziklbar dlich viele Ercignisse, die
sich bei einem Experiment g fs itig ausschliefen, so gilt bei diesem
Experiment

(16.6) Pldy+ Ay + 1) = P(A) + P(dy) + - - -

Ein Ereignis, das bei einem Experiment niemals eintreffon kann,
heilt ein unmdgliches Ereignis bei diesem Experiment. Ist A4 ein solches
Ereignis, so gilt

(16.7) P(4) = 0.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser (s. Aufgabe 16.1).

Aus (16.7) folgt aber nicht, daff A not ligerweise ein aglich
Ereignis ist. Das werden wir uns in Abschn, 26 auf ganz einfache Weise
klarmachen. Einstweilen bemerken wir dazu: Die Hiufigkeitsinter-
pretation der Wahrscheinlichkeit besagt nur, daB die relative Hiufig-
keit h(A4) bei oftmaliger Ausfithrung des betreffenden Experimentes
ungefihr gleich null ist. 4 kann also auf lange Dauer hichstens in
einem winzigen Bruchteil aller Ausfithrungen auftreten. Fithren wir
das Experiment nur einmal aus, so kinnen wir es als praktisch sicher
ansehen, dafl 4 nicht eintrifft.

Entsprechend folgt aus P(4) = 1 nicht notwendigerweise, dall A
ein sicheres Ereignis ist. Wir konnen dann nur schlieflen, daf 4 auf
lange Dauer hichstens in einem winzigen Bruchteil aller Ausfiihrungen
des betreffenden Experimentes nicht eintrifft. Fithren wir das Experi-
ment nur einmal aus, so kénnen wir also praktisch sicher damit rech-
nen, dafBl A eintrifft.
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Aufgaben zu Abschnitt 16

16.1 Man beweise: Ist A unméglich, so ist P{d) = 0.

16.2 Man zeige: Hat das Eintreffen von A stets das Eintreffen von B zur
Folge, so gilt P(4) = P(B).

16.3 Man beweise den Satz 16.1.

16.4 Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, beim gleichzeitigen Wurf dreier
regelmiiliger Wiirfel lauter verschiedene Zahlen zu erhalten ? Man bearbeite
die Aufgabe mit und ohne (16.1).

17 Zur praktischen Bestimmung von Wahrschein-
lichkeiten

Wir erértern nun die Frage, wie man die Wahrscheinlichkeiten von
Ereignissen in einem konkreten Falle bestimmt.

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff ist ein Sonderfall des soeben
definierten. Wahrscheinlichkeitsbegriffs, lift sich also auch weiterhin
verwenden, wo dies bisher méglich war.

In der Tat erfiillt die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
das Axiom 1. Weiterhin lassen sich die in Axiom 2 und 3 ausgedriick-
ten Eigenschaften bei dieser Definition beweisen, brauchen also nicht
postuliert zu werden.

Liegt ein Zufallsexperiment vor, bei dem sich endlich viele gleich-
mogliche Fille unterscheiden lassen, so konnen wir also die Wahr-
scheinlichkeit jedes Ereignisses unter Benutzung der klassischen Defi-
nition sofort angeben, ohne uns auf beobachtete relative Hiufigkeiten
zu stiitzen.

Bei anderen Zufallsexperimenten milssen wir die unbekannten Werle
der Wahrscheinlichkeiten unter Benutzung beobachteter relativer Hdiufig-
keiten bei langen Versuchsreihen festlegen, und zwar derart, daf die
Aziome nicht verletzt werden.

Dafl man auf diese Weise immer nur Niherungswerte angeben
kann, stirt so wenig, wie es im klassischen Fall von Belang ist, dafl
man z. B. dem Ereignis ,,Kopf‘‘ beim Miinzenwurf die Wahrschein-
lichkeit 0,5 zuordnet, obwohl vielleicht 0,602 oder 0,499 genauere
Werte wiren, weil ja eine Miinze stets eine gewisse winzige Unsym-
metrie besitzt.

Die Lage ist dhnlich wie etwa in der klassischen Mechanik: Man
postuliert, jeder Korper habe eine ganz bestimmte Masse, und es
stort dann beim Aufbau der Theorie nicht im geringsten, daB man die
Masse eines Korpers praktiseh immer nur niherungsweise ermitteln
kann.
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Nun ist auf Grund der obigen Wahrscheinlichkeiten
m _mjn_ B(AB)
kT kin T P(4) -

Demnach erhalten wir das Ergebnis

(19.1) P(B|4)= Pl4) [P(4) & 0].

Unter Benutzung dieser Formel fiihren wir nun den folgenden wich-
tigen Begriff ein.

Delinition. Sind A und B irgendwelche Ereignisse und ist bei einem
Ezperiment P(A4) + 0, so heifit die durch (19.1) gegebene Grifie P(B | A)
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B bei dem genannten Baperiment
unter der Hypothese, daf das Ereignis A eingetroffen ist, oder Liirzer
die bedingte Wahrscheinlichkeit des Breignisses B unter der Hypo-
these A.

Die inhaltliche Bedeutung dieses Begriffs bei Experimenten, bei
denen sich die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition anwenden
léft, haben wir oben angegeben, und bei anderen Experimenten ist sie
ganz entsprechend.

Aus der Definition folgt, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses 4 unter der Hypothese B durch

: _Pn
(19.2) P(4|B) =55 [P(B) + 0]
gegeben ist.

Schliefen sich 4 und B gegenseitig aus, so ist P(4|B)=0 und
P(B | 4) = 0, wie man sicht,

Aus (19.1) und (19.2) ergibt sich unmittelbar der grundlegende

Satz 19.1 (Multiplikationssatz). Haben zwei Ereignisse 4 und B bei
einem Haperiment die Wahrscheinlichkeit P(A) bzw. P(B), so betrigt
die Wahrscheinlichlkeit des gleichzeitigen Eintreffens von A und B bei
diesem Bxperiment

(193) [ P(4B) =P(4) P(B|4) = P(B) P(4 | B). |

Diese Beziehung entspricht der Formel (13.5) fiir die relativen Hiu-
figkeiten. Man wendet sie an, wenn die Berechnung der bedingten
Wahrscheinlichkeit einfacher ist als die unmittelbare Berechnung von
P(4B). Ein Beispiel mége dies erliutern.
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Zum Verstindnis dieses und dhnlicher Beispiele bemerken wir zuvor,
dal es zwei Arten des Ziehens von Dingen (etwa Karten aus einem
Spiel, Kugeln aus einer Urne usw.) gibt:

1. Beim Ziehen mit Zuriicklegen wird das jeweils gezogene Ding
wieder zu den iibrigen Dingen zuriickgelegt (und es wird erneut gut
durchgemischt), ehe man den nichsten Zug tut. Man stellt also jeweils
den urspriinglichen Zustand vollkommen wieder her. Das Ergebnis
eines Zuges hiingt demgemilB nicht von den Ergebnissen der vorher-
gehenden Ziige ab.

2. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen wird das jeweils gezogene Ding
beiseite gelegt, also nicht wieder zuriick zu den iibrigen Dingen.

Beispiel 19.1. In einer Schachtel liegen 10 VerschluBkappen, darunter 3
defekte. Wie grold ist die Wahrscheinlichkeit, daf man lauter brauchbare Kap-
pen erhiilt, wenn man 2 Kappen nacheinander ganz zufillig und ohne Zuriiek-
legen herausnimmt ¥

Das Ereignis

A = Brauchbare Kappe beim 1. Zug
hat die Wahrscheinlichkeit P(4) = 7/10. Ist dieses Ereignis eingetrofien, so
sind noch 9 Kappen, davon 6 brauchbare, in der Schachtel. Also hat das Ereignis
B = Brauchbare Kappe beim 2. Zug

unter der Bedingung, dafi 4 eingetroffen ist, die Wahrscheinlichkeit P (B | A)
= 8/9 = 2/3. Gemil Satz 19.1 erhalten wir damit die Antwort

P(AB) = _-I’—u--ﬁ--;z 0,47.

Die Multiplikationsformel (19.3) liBt sich auf mehr als zwei Ior-
eignisse ausdehnen (s. Aufgabe 19.2). Fiir m Ereignisse 4;,..., 4
erhillt man

m

P(AIAE Fa Am)

(19.4)
= P(d)) P(4y | 4) P(4y| 4, 4,)--- P(A,, | 4,45 - A, ).

Aufgaben zu Abschnitt 19

19.1 Wie grofl ist in Beispiel 19.1 die Wahrscheinlichkeit, bei dreimaligem
Ziehen ohne Zuriicklegen lauter brauchbare VerschluBkappen zu erhalten ?
19.2 Man beweise (19.4).

19.8 Wie grof ist in Beispiel i9.1 die Wahrscheinlichkeit, bei viermaligem
Ziehen ohne Zuriicklegen wenigstens 3 brauchbare VerschluBkappen zu erhalten ?
19.4 Man zeige, dafl P(4 | B) die Axiome der Wahrscheinlichkeit erfiillt.

19.5 Wir nehmen an, dafi eine Firma bei einer Abnahmekontrolle folgender-
mafen verfiihrt: Aus einer Packung von 50 Artikeln (z. B. Sicherungen) werden
5 ganz zufiillig und ohne Zuriicklegen herausgegriffen. Sind alle 5 einwandfrei,
wird die Packung angenommen, andernfalls nicht. Wie groll ist die Wahr-
h*
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scheinlichkeit, daB eine Packung angenommen wird, obwohl sie 209 Ausschul
(= unbrauchbare Artikel) enthiilt ?

19.6 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit in Aufgabe 19.5, wenn die Packung
aus N Artikeln, darunter M defekten, besteht und n Artikel zufillig und ohne
Zuriicklegen herausgegriffen werden ?

20 Unabhingige Ereignisse

Gilt fiir zwei Ereignisse 4 und B bei einem Experiment die Bezie-
hung

(20.1) P(4B) = P(4) P(B)_,I

so gewinnt (19.3) die Form

P(4) P(B) = P(4) P(B|4) = P(B) P(4 | B).
Ist P(4) = 0 und P(B) = 0, so folgt hieraus sofort

P(4 | B) = P(4), P(B|A4) = P(B).
Diese Formeln besagen offenbar, daB die Wahrscheinlichkeit von A
gar nicht davon abhingt, ob B eingetroffen ist oder nicht, und um-
gekehrt.

Ereignisse 4 und B, fiir die (20.1) gilt, werden deshalb als stochastisch
unabhingige Ereignisse oder kurz als unabhiingige Ereignisse bei dem
betreffenden Experiment bezeichnet. Dies ist ein sehr wichtiger Be-
griff.

»»Stochastiseh’* bedeutet ganz allgemein ,,mit Zufallsexperimenten
und Wahrscheinlichkeiten zusammenhingend,

Beisplel 20.1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Ziehen
ciner Karte aus einem Skatspiel mit Zuriicklegen zwei Asse zu erhalten ?

Da 4 der 32 Karten Asse sind, betriigt die Wahrscheinlichkeit, bejm ersten
Zug ein As zu erhalten, 4/32 = 1/8. Da die gezogene Karte wieder ins Spiel
gesteckt und dieses gemiseht wird, ist die Ausgangssituation beim zweiten Zug
dieselbe wie beim ersten. Das Ergebnis des ersten Zuges hat also keinen Einflull
auf das Ergebnis des zweiten. Demnach handelt es sieh um unabhiingige Ereig-
nisse. Die Wahrscheinlichkeit, beim zweiten Zug ein As zu erhalten, betriigt
ebenfalls 1/8, und die Antwort lautet
A=
B8 6

Bei Gliicksspielen wird es im allgemeinen leicht mdaglich sein zu
entscheiden, ob zwei Ereignisse unabhingig sind oder nicht. Bei an-
deren Experimenten ist Vorsicht geboten: Man sollte Ereignisse dann
und nur dann als unabhingig ansehen, wenn man bei hinreichender

P
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Kenntnis der Natur des Experimentes zu dem Schlufl kommt, daB
zwischen diesen Ereignissen kein Kausalzusammenhang bestehen
kann.

Der Begriff der Unabhiingigkeit 1iBt sich auch auf mehr als zwei
Ereignisse ausdehnen:

m Ereignisse 4,, . . ., 4, heiBen unabhiingig bei einem Experiment,
wenn bei diesem Experiment

(29-2) P(Ai‘Aig A.‘k) = P(AJ1)P(AJ:) f2s P{A},J

firalle l=jf <f<--<fr=mund k=2,3,...,m gilt.

Ahnlich wie oben bedeutet dies, daBl die Wahrscheinlichkeit jedes
dieser Ereignisse nicht davon abhingt, welche und wie viele der iibrigen
Ereignisse eingetroffen sind.

Aufgaben zu Abschnitt 20

20.1 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei viermaligem Werfen einer
Miinze zuerst zweimal ., Kopf** und dann zweimal ,,Wappen®* zu erhalten ?

2(.2 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei viermaligem Werfen einer
Miinze zweimal ,,Kopf'* und zweimal ,,Wappen'* zu erhalten ?

20.8 Sind mehrere Ereignisse unabhiingig, so sind auch je zwei dieser Ereig-
nisse unabhiingig. Sind unter mehreren Ereignissen jeweils alle Paare unab-
hiingig, so folgt hieraus nicht allgemein, dafl diese Ereignisse insgesamt unab-
hiingig sind. Um dies einzusehen, stelle man sich vor, eine Urne enthalte 4 Lose
mit den Nummern 112, 121, 211, 222. Ein Los wird gezogen. Man zeige, dal
die Ereignisse

A: Die 1, Ziffer auf dem gezogenen Los ist eine Fins
B: Die 2. Ziffer auf dem gezogenen Los ist eine Eins
C': Die 3. Ziffer auf dem gezogenen Los ist eine Eins

zwar paarweise aber nicht insgesamt unabhingig sind.

20.4 Ein CGehiuse bestehe aus einem Oberteil, einem Unterteil und einer
Dichtung. Die Wahrscheinlichkeit, dafl Ober- und Unterteil Ausschufi sind,
betrage je 5%, die Wahrseheinlichkeit einer fehlerhaften Dichtung sei 10%,
und es bestehe Unabhiingigkeit, Wie groD ist die Wahrscheinlichkeit, dal ein
Gehiiuse villig einwandfrei ist *



Kapitel &)
Wahrscheinlichkeitsvertei lungen

Der Begriff der Wahrscheinlichkeitswrteiluug erwiichst aus der
Frage, wie sich bei einem Zufallsexperiment die Wahrscheinlichkeiten
auf die verschiedenen Ereignisse verteilen, d. h. welche Wahrschein-
lichkeit diese Ereignisse bei dem betreffenden Experiment jeweils
besitzen.

Wir unterscheiden zwei Klassen von Verteilungen, die diskreten
(Abschn. 22) und die steligen (Abschn. 26). Bei Zufallsexperimenten,
bei denen man zahlt (AusschuBstiicke, Fahrzeuge, Grippefille usw.)
treten diskrete Verteilungen auf, Bej Experimenten, bei denen man
mifit, d. h. eine kontinuierlich veriinderliche GriBe beobachtet (Liinge,
Temperatur, Ernteertrag usw.), troten stetige Verteilungen auf.

Jede diskrete bzw. stetige Verteilung wird mathematisch durch ihre
sogenannte Wahrscheinlichkeitsfunktion (Abschn. 22) bLzw. Dichte
(Abschn. 26) oder ebensogut durch ihre Verteilungsfunktion (Abschn. 24)
beschrieben und bestimmt,

(Im vorliegenden Kapitel betrachten wir ausschlieBlich Verteilungen
einer einzelnen Zufallsvariablen. Verteilungen mehrerer Variablen
werden in Kap. 10 behandelt.)

Dem Leser wird es auffallen, daB die Begriffe im vorliegenden
Kapitel so ihnliche Namen haben wie dic in Teil I des Buches. Hiersu
ist folzendes zu sagen: .

In Teil T ging es uns darum, die empirisch beobachthare Wirklich-
keit zu beschreiben, und alle Begriffe bezogen sich auf Stichproben.
Gegenwiirtig sind wir dabei, theoretische Modelle von Grundgesamt-
heiten zu schaffen, und alle Begriffe in Teil IT sind demzufolge theo-
retischer Natur. In Teil ITT werden Bezichungen zwischen Theorie
und Wirklichkeit hergestellt. Dabei wird sich herausstellen, dafl Be-
griffe in Teil T und IT mit ihnlichen Namen einander jeweils entspre-
chen. Zum Beispiel wird sich die Wa.hrscheinIichkeitsverteilung als
theoretisches Clegenstiick der Hénfigkeitsverteilung erweisen usw.,
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Beide Begriffsarten sind natiirlich prinzipiell verschieden. Um es an
unserem Beispiel zu erliutern: Eine Grundgesamtheit besitzt eine
einzige wohlbestimmte Wahrseheinlichkeitsverteilung. DieStichproben,
die man aus dieser Grundgesamtheit entnehmen kann, unterscheiden
sich im allgemeinen voneinander und besitzen demzufolge im allge-
meinen auch verschiedene Hiufigkeitsverteilungen.

21 Zufallsvariable

In den meisten Fillen 1iBt sich das Ergebnis einer einzelnen Aus-
filhrung eines Zufallsexperimentes durch eine oder mehrere Zahlen
kennzeichnen. Im vorliegenden Kapitel befassen wir uns ausschlief3-
lich mit Zufallsexperimenten, bei denen das Ergebnis einer 1
Ausfihrung jeweils durch eine einzelne Zahl ausgedrickt werden kann.

Dies gilt z. B. fiir das Wiirfeln mit einem einzelnen Wiirfel. Dabei
erhalten wir als Ergebnis eincs Wurfs eine der Zahlen 1,2, ..., 6.
Dieses Ergebnis wird also durch eine variable (iréfle, nidmlich die
Augenzahl, die wir mit X bezeichnen wollen, gekennzeichnet. X ist
demnach eine Funktion, die bei jedem Wurf einen der Werte 1, 2, . ..
oder 6 annimmt. Welchen dieser Werte sie bei einem bestimmten
Wurf annimmt, das hingt ,,vom Zufall ab. Eine solche Funktion,
die das Ergebnis eines Zufallsexperimentes ausdriickt, wird als Zu-
Sfallsvariable oder stochastische Variable bezeichnet.

janz entsprechend ist die Lage bei anderen Experimenten, bei
denen man eine Messung oder Zihling durchfiithrt. Man denke z. B.
an das Messen der (iriBe der Personen einer Bevilkerungsgruppe oder
der Kapazitit seriengefertigter Kondensatoren, an das Zihlen der
monatlichen Verkehrsunfille in einer Stadt oder der tdglichen Fern-
gespriiche in einer Zentrale usw. Dabei ist die genannte Linge, Kapa-
zitit bzw. monatliche Unfallszahl jewecils cine Zufallsvariable.

Aber auch, wenn die bei einem Experiment denkbaren Ereignisse
zuniichst nicht durch Zahlenwerte gekennzeichnet sind, kann man jedes
mogliche Ereignis durch eine Zahl bezeichnen und hat dann dieselbe
Situation wie bei den vorstehenden Beispielen. Beim Werfen einer
Miinze kénnen wir etwa die beiden Ereignisse ,,Kopf* und ,,Wappen**
mit 0 bzw. 1 bezeichnen. Bei der Feststellung der Augenfarbe konnen
wir die Ereignisse ,blane Augen®, ,braune Augen* und ,anders-
farbige Augen® mit 1, 2, bzw. 3 bezeichnen. Welche Zahlen wir wihlen,
ist gleichgiiltig. Wir miissen nur im Sinn behalten, welches Ereignis
die jeweils gewihlte Zahl symbolisiert.
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Die Beispiele zeigen, daB Zufallsvariable in den verschiedensten
Gebieten auftreten. Obwohl diese Beispiele (und andere, die sich der
Leser leicht selbst bilden kann) inhaltlich ganz verschieden sind, haben
sie, mathematisch geschen, die folgende Gemeinsamkeit: In jedem
Beispiel kommt eine Variable vor, die verschiedener Werte fihig ist,
und man kann nie mit Sicherheit vorhersagen, welchen dieser Werte
die betreffende Variable annehmen wird, weil dies vom EinfluB un-
kontrollierbarer zufilliger Umstinde abhiingt.

Grob gesprochen ist also eine Zufallsvariable X eine Funktion,
deren Werte reelle Zahlen sind und ,,vom Zufall** abhiingen.

Die Definition der Zufallsvariablen X fassen wir nun so, daB sich
stets eine Wahrscheinlichkeit erkliren 1d8t, mit der X einen gewissen
Zahlenwert oder allgemeiner einen beliebigen Wert aus einem ge-
wissen Intervall der Zahlengeraden annimmt. (Definition des Inter-
vallbegriffs siehe in Anhang 1.)

Definition. Eine Funktion X heift eine Zulallsvariable oder sto-
chastische Variable, wenn sie cinem Zufallsexperiment zugeordnet ist
und folgende Eigenschaften hat:

1. Die Werte von X sind reelle Zahlen.

2. Far jede Zahl a und fiir jedes Intervall I auf der Zahlengeraden
ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,X hat den Wert a*
bzw. ,, X liegt in dem Intervall I im Einklang mit den Axiomen
der Wahrscheinlichkeit (Abschn. 15) erkldrt.

Den Leser mag es zuniichst bekiimmern, daf diese Definition offen-
bar eine Fiille verschiedenartigster Funktionen einschlieBt. Zum Trost
sei aber gesagt, dal die Anzahl der praktisch bedeutsamen Arten von
Zufallsvariablen (und ihrer . Verteilungen®) relativ klein und gut iiber-
schaubar ist. Hiervon werden wir in Kap. 8—11 eine Vorstellung er-
halten.

Trifft bei der Ausfiihrung eines bestimmten Experimentes das Er-
eignis, das einem Zahlenwert a entspricht, ein, so sagen wir, da8 die
zu diesem Experiment gehérige Zufallsvariable X den Wert o ange-
nommen habe oder dafi der Wert X = a heobachtet worden sei. Wir
sprechen auch kurz von dem Ereignis X = a bei dem betreffenden

Experimente.
Die Wahrscheinlichkeit, daB X den Wert @ annimmt, bezeichnen
wir mit P(X =a).

Die Wahrscheinlichkeit, des Ereignisses
WX ninnt irgendeinen Wert in dem Intervall @ < X < b an
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bezeichnen wir mit
Pla <X <b),
usw. Entsprechend bezeichnet
PX =c)
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
X =c¢ (,,X nimmt irgendeinen Wert an, der héchstens gleich c ist'),
und
P(X >¢)
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
X =>c¢ (,,X nimmt irgendeinen Wert an, der grifer als ¢ ist™).
Die heiden zuletzt genannten Ereignisse schliefien sich fiir jeden
beliebigen Wert von ¢ aus. Gemdfl Axiom 3 in Abschn. 15 gilt also
PX=c)+ P(X>c¢)=P(—oce0 <X < o0).
Auf Grund von Axiom 2 ist die Wahrscheinlichkeit auf der rechten
Seite gleich 1, denn — oo < X < oo ist ein sicheres Ereignis, da X ja
stets irgendeinen Wert auf der Zahlengeraden annehmen mufB. So
erhalten wir die wichtige Beziehung

(21.1) |PX>0)=1—-PX =0 (¢ beliebig, reell),

die wir spéter noch oft anwenden werden.
Zum SchluBl noch ein einfaches Beispiel zur Erliuterung unserer
Bezeichnungen :

Beispiel 21,1, Es sei X die beim Wurf eines regelmifigen Wiirfels erzielte

Zahl. Dann ist
1 1
P(X-—i]-—-f—’-, P{X—2)—~§- usw.

Pl<X<2 =0 P gX<2)=%, P gxgm:%

Pl=X<8=—, PUI=XsS6=1, Pl—o<X<o)=1

= =

3 5 L 1 )
P(§<x<?)= , POASX=32=7% St

Aufgaben zu Abschnitt 21

21.1 Es sei X die Anzahl der ,,Kipfe'* beim zweimaligen Wurf einer Miinze.
Man bestimme die Wahrscheinlichkeiten P(X = 0), P(X = 1), P(X = 2),
Pl<=X<2), P(X=1), P(X =1), P(X >1), P(0.5 <X =10).
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212 In einer Schachtel liegen 4 recht gige und 6 linksgingige Muttern.
2 davon werden zufillig und ohne Zuriicklegen gezogen. X sei die Anzahl der
linksgiingigen unter den gezogenen. Man bestimme die Wahrscheinlichkeiten
PlX =), P(X =1) usw. wie in Aufgabe 21.1,

21.8 Man zeige: Ist b < ¢, so ist P(X = b) = P(X < ¢).

22 Diskrete Verteilung. Wahrscheinlichkeitsfunktion

Die meisten bei praktischen Problemen vorkommenden Zufalls-
variablen lassen sich in zwei Klassen einteilen, nimlich in die soge-
nannten diskreten und die sogenannten stetigen Variablen. Wir be-
trachten zuerst die diskreten und dann spiiter die stetigen.

Eine Zufallsvariable X und ihre Verteilung heiBen diskret, wenn
folgendes gilt:

L. Die Variable X kann nur endlich viele oder abzihlbar unendlich
viele (reelle) Werte mit positiver Wahrscheinlichlkeit annehmen.

2. In jedem endlichen Intervall der reellen Zahlengeraden liegen
nur endlich viele der genannten Werte. Fiir jedes Intervallq — X =h
das keinen solchen Wert enthilt, ist die zugehérige Wahrscheinlich-
keit P(a < X = b) gleich null.

Die Werte, fiir die X eine positive Wahrscheinlichkeit besitzt, be-
zeichnen wir mit
g e

und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten mit

Py Py Pay-vn
Bs ist also P(X = a) — Py usw. Wir fithren nun die Funktion

fiir & = e LR
(22.1) @ ={P’ ey e
0 fiir alle iibrigen 2
ein. Diese heilt die Wahrscheinlichkeitstunktion der betreffenden
Zufallsvariablen X. Sie lifit sich durch ein Stabdiagramm graphisch
darstellen, wie die Beispiele im néichsten Abschnitt erliutern.
Da X stets irgendeinen Wert annimmt, mufl die Summe aller flz;)
gleich 1 sein,

(22.2) X fla) = 1.

Kennen wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zu-
fallsvariablen X, so knnen wir die ‘Wahrscheinlichkeit P(a < X = )
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fiir jedes beliebige Intervall @ < X = b in einfacher Weise berech-
nen. Wir brauchen lediglich die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 5
zu bilden, deren zugehérige x; in dem Intervall liegen:
¥ > o L it o

(22.3) Pa<X=h= % f@)= 3 ».
Ganz entsprechend erhéilt man die Wahrscheinlichkeit im Falle eines
offenen, abgeschlossenen oder unendlichen Intervalls durch Summa-
tion. Wir sagen hierfiir kurz:

Durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) ist die ,,Wahrschein-
lichkeitsverteilung oder die »Yerteilung® der betreffenden Zufalls-
variablen X vollstindig bestimmt.

23 Einige einfache Beispiele
Beispiel 23.1. Die Zufallsvariable
X = Augenzall beim Wurf eines Wilrfels
hat, wenn der Wiirfel regelmiiBig ist, die Wahrscheinlichkeitsfunktion (siehe

Abb. 23.1)

fla) = 1/6 fiir 2 =1,2,...,8
und f(x) = 0 fiir alle iibrigen .

f Jits

. ‘ ‘ ’ . | ‘ ‘
0 L] 0 |||‘ ||l|
0 5 5 10

0
X X -
Abbildung 28.1. Wahr-  Abbild 239, Wahrscheinlichkeits-
scheinlichkeitsfunktion funktion in Beispiel 23.2

in Beispicl 23.1

Beispiel 28.2. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) der Zufallsvariablen
X = Augensumme beim Wurf zweier regelmifSiger Wilrefel
hat die folgenden Werte (vgl. Abb. 23.2):
A N e ] L e

I | 1 z|:; 4}’»Is|5 ailre:
™| 36| 5 | 36 | 36| 36 | 36 | 36 | 36 | 56
In der Tat hat jeder der 6 - 6 = 36 gleichmiglichen Fille (1, AV 2) sy
(6, 6) die Wahrscheinlichkeit 1/36. Hicrbei bezeichnet die erste Zahl jeweils
das Ergebnis auf dem ersten Wiirfel und die zweite Zahl das Ergebnis auf dem
anderen. (1, 1) ist der einzige Fall, in dem X = 2 eintrifit. Also ist P(X =2)

= 1/36. Der Wert X = 3 trifit in den Fillen (1, 2) und (2, 1) ein. Demnach
ist P(X = 3) = 2/36, usw.




76 Kar. b WAHRSCIBINLICIK EITSV ERTEILUN G 1

Beispiel 28.3. Wir werfen eine Miinze und betrachten die Zufallsvarinble
X = Anzahl der Wiirfe bis zum Eintreffen des ,ersten Kopfes
(der Wurf, bei dem ,,Kopi** eintrifft, mitgeziihlt). Dann bedeutet also
X =1 ,Kopf*" beim 1. Wurf
X =2 ,,Wappen* beim 1. Wurf, »Kopf* beim 2, Wurf
und so weiter. Da ,,Kopf* und »Wappen* gleichwahrscheinlich und die Fin-
zelereignisse unabhiingig sind, ist offenbar

? =it Rich Lt ] i e
P{l&—i}——z-, P(X-.-.2)—?- o P{A—-S)—-%«
usw. So erhalten wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion
f{x}=§1;- fiir @ = 1,2,3, ...

und f{z) = 0 fiir alle iibrigen z. Das ist also ejne diskrete Verteilung, bei der
die Zufallsvariable fiir abzihlbar unendlich viele Werte eine positive Wahr-
scheinlichkeit hat.

Aufgaben zu Abschnitt 23

28.1 Man zeichne das Stabdiagramm der Wahrscheinlichkeitsfunktion in
Beispiel 23.3.

23.2 Wie dndert sich f(z) in Beispiel 23.3, wenn man X dadurch dndert,
daB man den Wurf, bei dem ,,Kopf* eintrifft, nicht mitzihlt ?

28.8 Man zeige, daB f(z) in Beispiel 23.3 die Beziehung (22.2) erfiillt.

28.4 Man ermittle und zeichne die Wabhrscheinlichkeitsfunktion der Varia-
blen X = Summe der bein Wurf dreier regelmifiger Wiirfel erzielten Zahlen.

28.5 Wie grof ist P(X < 8) und P31 < X = 6,4) in Beispiel 23,2 7

28.6 Man bestimme die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) der Zufallsvaria-
blen X = dnzahl der Wiirfe mit einem regelmafiger Wiirfel bis zum Kintreffen
der ersten Sechs (der Wurf, bei dem die Sechs eintrifft, nicht mitgezihlt) und
zeige, daB (22.2) erfiillt ist.

28.7 Man ermittle und zeichne dic Wahrscheinli hkeitsfunktion der Varia-
blen X = Anzahl der wEipfe' beim gleichzeitigen Wurf von 4 Minzen.

24 Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen

Ist X eine Zufallsvariable, die zu irgendeinem bestimmten Zufalls-
experiment gehort, so existiert zu jeder gegebenen reellen Zahl z
definitionsgemiB die Wahrscheinlichkeit

P(X = ),
mit der X irgendeinen Wert in dem unendlichen Intervall X = =
annimmt. Diese Wahrscheinlichkeit hiingt natiirlich von 2 ab, Sie ist
eine Funktion von z, die wir mit F(x) bezeichnen. Dann ist also

(24.1) F(2) = P(X = a).
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Diese Funktion F (x), die fiir alle reellen 2 erklirt ist, heiBt die Ver-
teilungsfunktion der betreffenden Zufallsvariablen X.

Beispiel 24.1. Man bestimme die Verteilungsfunktion F(xz) der Zufalls-

variablen
{ = Anzahl der , Kipfe' beim einmaligen Wurf einer Miinze.

Da X keine negativen Werte annehmen kann, ist P (X < 0) = 0, also auch
Fiz) =0 fiir @ <0. Aus Symmetriegriinden sind ,,Kopf* und ,,Wappen*
gleichwahrscheinlich. Dy h ist P(X = 0) = 0,5, also

F(0) = P(X = 0) = 0,5.

Diesen Wert behiilt F(x) bei, bis der niichste Wert erreicht wird, den X anneh-
men kann. Dies ist der Wert X = 1, und es gilt P(X = 1) = 0,5. Also wird
Fl)=PX=1)=P(X =0+ P(X=1)=05140,56=1.
Diesen Wert behiilt F(x) fiir alle 2 = 1 bei. F'(x) hat also die folgenden Werte

(s. Abb. 24.1):

® |z<0|0g=z<1|z=1
Fw | o | o5 | 1

0.5
o) ; |

0 1 =1 0 1 2
E i x —=
Abbildung 24.1. Wahrscheinlichkeitsfunktion f (x) und Verteilungsfunktion F (x)
in Beispiel 24.1

Bisweilen wird die Verteilungsfunktion F (x) in der Literatur durch
F(z) = P(X < ) definiert. Hierauf sollte man achten. Im Englischen
heilt F () distribution function bzw. lative distribution functi
je nachdem, ob f(x) als frequency function oder als distribution function
bezeichnet wird.

Wir wollen nun zeigen, daB sich aus der Verteilungsfunktion F (z)
die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) von

a<X =0 [,X nimmt irgendeinen Wert zwischen a (ausschlieBlich)
und b (einschlieBlich) an.*‘]

berechnen 1ift. ¢ und b sind hierbei irgendwelche reelle Zahlen, und
es ist b > a. Wir sagen hierfiir kurz: Durch F(x) ist die ,, Wahrschein-
lichkeitsverteilung oder die ,,Verteilung'* der betreffenden Zufalls-
variablen eindeutig bestimmt.
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Zum Beweis bemerken wir zuerst, daf

X=¢ und a <X =b
Ereignissen entsprechen, die sich gegenseitig ausschliefen. Der Summe
dieser Ereignisse entspricht X<b

Gemill Axiom 3 in Abschn. 15 erhalten wir demnach

PIX=b)=PX=a)+Pla<X =¥
oder

(24.2) Pla<X=b=PX=h —PX=<a).
In dieser Formel ist

P(X <b) =F() und P(X <a)=F(a).
So ergibt sich die grundlegende Bezichung
(24.3) Pa<X=b)=F@) —F@,]

und unsere Behauptung ist bewiesen.

25 Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung

Ist f(z) die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufalls-
variablen X, so ergibt sich die zu einem Intervall gehorige Wahrschein-
lichkeit: von X durch Summation. Dies haben wir uns in Abschn, 22
tiberlegt. Inshesondere betriigt die Wahrscheinlichkeit, daB X irgend-
einen Wert annimmt, der nicht groBer als eine gegebene Zahl 2 ist,

P(X < 2) =2 /@) [vgl. (22.1)].

Hierbei wird also iiber alle #; summiert, die hochstens gleich der gege-
benen Zahl « sind. Nun ist aber definitionszemi P(X = 2) = F(x).
Dies bedeutet:

Zuwischen der Verteilungsfunktion F(x) und der Wahrscheinlichheits-
Junktion (22.1) besteht der Zu hang
(25.1) Fl) = 3 fla).

Eeed

Abb. 24.1 zeigt ein einfaches Beispiel zu (25.1). Ein weiteres ist das
folgende

Beispiel 25.1. Abb. 25.1 zeigt die Wahrseheinlichkeitsiunktion flz) und die
Vp.rtei]ungsfunktion I () der Zufallsvariablen

X = Erziclte Zahl beim Waurf eines regelmifiigen Witrfels.
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£ (@) hat die folgenden Werte:
r<i|1=sz<2 | 2‘»,_..:{1 35&‘{‘.

o | 1/ ] | e

&€

56
In der Tat ist 1 der kleinste Wert, den X annehmen kann. Also wird F(z) = 0
fiir < 1. Im Punkte @ = 1 springt F(2) auf den Wert 1/6 [= P(X = 1)].
Dann bleibt F (x) konstant, bis der nichste Wert (x = 2) erreicht wird, zu dem
eine positive Wahrscheinlichkeit gehirt, usw.

4 8
el bof
e iR
| l
0 10 0 3 10 15
X — X ——
it e ey 4
F(o) wl ¥
2+
20
1l 2
1n
+F
g g e I 1 1 1
] 5 10 0 5 10 15
X — X
Abbildung 25.1. Wahrscheinlich- Abbildung 25.2. Wahrseheinlichkeitsfunk-
keitsfunktion f(x) und Vertei- tion f(z) und Verteilungsfunktion F(x)
lungsfunktion ¥ (x) in Beispiel der Zufallsvariablen X = Summnie der mit
25.1. (Die Punkte am linken zwei regelmdifigen Wiirfeln erzielten Zahlen.
Ende der Strecken kennzeichnen (vgl. Beispiel 23.2)

den Wert der Funktion F(x) an
den Sprungstellon.)

Die Verteilungstunktionen in Abb. 24.1, 25.1 und 25.2 besitzen
Spriinge an den Stellen, die positiven Wahrscheinlichkeiten von X
entsprechen Dazwischen verlaufen sie konstant. Sie sind also so-
genannte Treppenfunktionen. Dies ist typisch fiir diskrete Verteilun-
gen. Genauer:



80 Kar. 5. WANRSCHEINLIOHKEITSVERTEILUNGEN

Die Werte 2;, #,, @, . . ., fiir die eine diskrete Zufallsvariable X eine
positive Wahrscheinlichkeit besitzt, (und nur diese Werte) nennen wir
die moglichen Werte von X. In jedem Intervall, in dem kein moglicher
Wert liegt, verliuft F () konstant. F (x) ist also eine Treppenfunktion,
die an der Stelle z = x; um den Betrag p, — P(X = x,) in die Hohe
springt und zwischen zwei benachbarten Sprungstellen konstant ver-
lauft.

Man muf} zugeben, daB die Verteilungsfunktion F () einer diskreten
Verteilung weniger anschaulich als die Wahrscheinlichkeitsfunktion
J() ist. Aus diesem Grunde haben wir f(x) zuerst eingefiithrt. Wie wir
sehen werden, bietet aber die Verteilungsfunktion bei vielen Uber-
legungen Vorteile gegeniiber der Wahrscheinlichkeitsfunktion und ist
deshalb von grundlegender Bedeutung.

Aufgaben zu Abschnitt 25

26,1 —25.8 Man skizsiere die gegel Wahrscheinlichkeitsfunkti und
die zugehbrigen Verteilungsfunktionen.

25.1 f(x) = 4/n fiir  =1,2,..., % und f(z) = 0 fir alle ibrigen .

25.2 f(x) =04 filr # = 1,2, 3,4 und f(z) =0 fiir alle iibrigen .

25.8 f(x) = 1/2% fiir x =1, 2, ... und f(x} = 0 fiir alle tbrigen .

25.4 Man nehme an, daf Knaben- und Midchengeburten gleichwahrschein-
lich sind (was anniihernd zutrifit) und Unabhiingigkeit zwischen verschiedenen
Geburten besteht. Man skizziere die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) und die
Verteilungsfunktion F(x) der Zufallsvariablen

X = dAnzahl der Knaben bei 3 Einzelgeburten.

25.5 Bei der Abnahmekontrolle zieht man aus ciner gegebenen Menge von
Produkten einige zufillig und ohne Zuriicklegen und priift diese. Wir nehmen
an, aus einer Menge von 10 Schrauben, von denen 4 defekt sind, werden 2 Schrau-
ben ohne Zuriicklegen gezogen. Man skizziere die Wahrseheinlichkeitsfunktion
f{z) und die Verteilungsfunktion F(x) der Zufallsvariablen

X = Anzall defekter Schrauben unter den gezogenen.
26 Stetige Verteilung

Eine Zufallsvariable X und deren Verteilung heifien stetig*, wenn
die zugehirige Verteilungsfunktion

Flz) = P(X =)
in Integralform dargestellt werden kann,

(26.1) F(z) = ff(v) dv,

* Auch vom stetigen Typ, um zu betonen, daB aus der Stetigkeit von Fix)
nicht die Fxistenz einer Darstellung (26. 1) folgt.
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wobei der Integrand eine nichtnegative und bis auf hichstens endlich
viele Punkte stetige Funkfion ist.

F () ist natiirlich iiberall stetig.

Wir verwenden ausschliefilich den Ripmaxxschen Integralbegriff
der elementaren Integralrechnung. Die Integrationsvariable haben
wir mit » bezeichnet, da 2 schon in der oberen Grenze vorkommt.
Fiir den mit der Differential- und Integralrechnung wenig vertrauten
Leser haben wir einige Grundtatsachen, die wir hier benutzen, in
Anhang | zusammengestellt.

Der Integrand f heilit die Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz die
Dichte der betreffenden Verteilung. Dies ist dem Sprachgebrauch der
Physik nachgebildet, wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden,

Aus (26.1) folgt fiir jedes =, indem [ (z) stetigist, durch Differentation

F'(z) = f(x)

In diesem Sinne ist die Dichte die Ableitung der Verleilungsfunkiion.
Da — oo <~ X < oo ein sicheres Ereignis und damit

Pl—oo < X <o0)=1
ist, so sehen wir aus (26.1), daB

(26.2) j}jf(b) dy =1

sein mubB.
Weiterhin erhalten wir aus (24.3) und (26.1) nun

b
(26.3) Pla<X =b)=F@®) — Fla)= [ fv)dv.

Diese Bezichung liBt sich auf Grund der Definition des Integral-
begriffs anschaulich fassen:

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses a < X = b ist gleich der
Fliiche unter der Kurve der Wahrscheinlichbeitadichte f(x) zwischen
x=ua und x = b. Vgl. Abb. 26.1.

Rurve der Dichie

J(=) Pla=XSh)

o b

x—e
Abbildung 26.1. Beispiel zur Erliuterung der Formel (26.3)

6 Kreyszig, Methoden
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Fiir sehr kurze Intervalle mit der Liinge Az und dem Mittelpunkt
@ = ¢ ist die genannte Wahrscheinlichkeit demnach niherungsweise

gleich

fle) Az,
denn dies ist die Fliche eines Rechtecks mit der Breite Ax und der
Hgéhe f(c).

Da F (x) stetig ist, so gehort iibrigens zu einem Intervalla < X < b
dieselbe Wahrscheinlichkeit wie zu dem Intervall ¢ < X < b oder
@ = X < boder auch ¢ = X = b. Dies ist also anders als bei den dis-
kreten Verteilungen.

Aus demselben Grunde gilt auch fiir jede Zahl a

P(X =a) =0\

Dies bedeutet natiirlich nichi, daB X = a ein unmégliches Ereignis
ist, Sonst wiiren ja alle diese Ereignisse unméglich. Hierauf haben wir
in Abschn. 16 schon hingewiesen.

Da Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind und (26.3) fiir jedes
Intervall gilt, so kénnen wir fiir alle

fl@) =0
voraussetzen,

Wie im diskreten Fall ist auch im stetigen die Wahrscheinlichkeits-
verteilung jeweils durch die Verteilungsfunktion 7 (z) [oder die Dichte
f(z)] eindeutig bestimmt.

Beispiel 26.1 (Gleichférmige Verteilung). Beim Roulettespiel kénnen wir die
Endstellungen des sich drehenden Zeigers durch die Zufallsvariable

X = Winkel des Zeigers mit einer festen Richtung, 0 = X < 2n

messen, wenn wir von der Feldeinteilung (auf die es beim tatsiichlichen Spiel
ankommt) absehen. Ist das Roulette vollig in Ordnung, so kénnen wir annch-
men, dal} fiir jedes = zwischen 0 und 2z die Wahrscheinlichkeit P(X ==x)
gleich dem Verhiltnis dieses Winkels  zum gesamten Winkel 2 7 ist. So ergibt
sich die Verteilungsfunktion (s. Abb. 26.2)

0 fiir & = 0
Fla)={zf2x fird<azzs2n
1 fiir 2 > 2a

und hieraus durch Differentiation die zugehérige Dichte

1/2x fir 0 =z < 2x

Ll { 0 fiir alle iibrigen .
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Eine Verteilung mit der Wahrseheinlichkeitsdichte

L fira<xz-<?b
(26.4) flr)y=1b—a
U] fiir alle iibrigen =
heilt eine glelchférmige Verteilung oder Rechieckverteilung, Unser Problem fithrt
also auf eine spezielle solche Verteilung.
Weitere stetige Verteilungen werden spiter (in Kapitel 9—11) behandelt.

ik
Verteilungs-
funktion F(x)
— L
0 2x
x—

1/2r 4——‘ Dichte f(x)

o 2

Drehzeiger

x—p-

Abbildung 26.2, Zu Beispiel 26.1

Aufgaben zu Abschnitt 26

26,1 Man zeige, daB fiir jede Verteilungsfunktion F(x) die folgenden Bezie-
hungen gelten:
F(b) = F(a) (b= a), lim F(zx) =1.
Z=+00

26.2 Man zeige: Ist P(X = a) =0, so ist die zugehorige Verteilungsfunk-
tion F(x) fiir # = a stetig und umgekehrt.

26,8 Die Zufallsvariable X besitze cine Rechteckverteilung im Intervall
—1 = 2 = 1. Wie lautet die Dichte und die Verteilungsiunktion ? Wie groB
sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = 0), P(0 = X = 0,3), P(X =0,5) ?

26.4 Welchen Wert muB die Konstante % haben, damit die Funktion

Slx) = kz fir 0 =2 =2, f(x) =0 fir alle iibrigen z

die Dichte einer stetigen Verteilung bildet ? Wic lautet die Verteilungsfunktion ?
26.5 Warum kann

flz) = ka fir —1 =2 =1, f(z) =0 fiir alle {ibrigen =

fiir keinen Wert der Konstanten & die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung bilden ?
26,6 Man betrachte die Verteilung mit der Dichte

fl@) = ce~** fiir & = 0, f(z) =0 fir <0,

Der Parameter o muf positiv sein. Warum ? Man bestimme ¢ als Funktion
von . Man zeichne f(x) und F(x) fir « = 0,5 und 1.

o*
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27 Analogie zwischen Wahrscheinlichkeits- und
Massenverteilungen

Zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteilungen einer Zufallsva-
riablen X und den Verteilungen einer Masse vom Gesamtbetrage 1
liings einer Geraden besteht eine vollkommene Analogie:

Das mechanische Analogon einer diskreten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion (22.1) ist eine diskrete
Verteilung, bestehend aus den Massen P1s Pgs Py, + - . in den Punkten
%y, ¥y, &g, . . . der a-Achse Die Masse, die links von einem Punkte
(mit Binschluf dieses Punktes) liegt, ist dann durch

Fe) = 2 fe)= 3 p
gegeben. Diese Funktion ¥ (x) entspricht der Verteilungsfunktion F (x)
der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Das mechanische Analogon einer stetigen Wahrscheinlichkeitsver-
- teilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) ist eine stetige Vertei-
lung der Gesamtmasse 1 mit der Massendichte f(@). Zwischen — oo
und einem Wert « liegt dann die Masse

F(x) = [ f)dv,
—oa
und in einem endlichen Intervall a < x = b liegt die Masse
b
F(b) — F(a) = [ fv) dv.

Diese Funktion F (x) entspricht offenbar der Verteilungsfunktion F (x)
der betreffenden stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Die betrachtete Analogie ist nicht nur qualitativ, sondern quantita-
tiv. Sie liBit sich deshalb in vielen Fillen als Hilfsvorstellung bei
W&hrschcin]ichkeitsuntersuchungen verwenden. So kann man z. B.
Beziehungen iiber Schwerpunkte, Trigheitsmomente usw. zur Ver-
deutlichung wahrscheinlichkeitstheoretischer Sachverhalte heranzie-
hen. Hierauf wird spiiter noch hingewiesen. Man spricht im Bereich
der Wahrscheinlichkeitstheorie oft geradezu von einer , Wahrschein-
lichkeitsmasse®, die gemiiB einer gegebenen Verteilungsfunktion F(z)
lings der x-Achse verteilt ist.

Aufgaben zu Abschnitt 27

27.1—27.8 Welche Massenverteilung entspricht der jeweils angegebenen
Verteilung 7

27.1 Die Verteilung in Beispiel 23.1.

27.2 Die Verteilung in Beispiel 23.2.

27.8 Die Verteilung in Beispiel 26.1.




Kapitel 6
MaBzahlen einer Verteilung

Einen genauen und vollstindigen Uberblick iiber alle Bigenschaften
einer Verteilung erhiilt man aus der zugehirigen Verteilungsfunktion
oder ebensogut aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte.
Daneben kann man eine Verteilung auch mehr | summarisch” kenn-
zeichnen, und zwar durch gewisse Konstanten (,,MaBzahlen*), die
sich aus der Verteilungsfunktion gewinnen lassen. Am wichtigsten
davon sind der Mittelwert g (Abschn. 28) und die Varianz of
(Abschn. 29). Als weitere MaBzahl betrachten wir in Abschn. 32 noch
die Schiefe 5.

p# und ¢* sind Sonderfille der sogenannten Momente ciner Vertei-
lung (Abschn. 31). Bei der Berechnung der Momente kann man sich
manchmal gewisser Hilfsfunktionen bedienen, die wir in Abschn. 33
kennenlernen.

28 Mittelwert einer Verteilung

Der Mittelwert einer Verteilung wird mit u bezeichnet. Er ist im
Falle einer diskreten Verteilung durch

definiert und im Falle einer stetigen Verteilung durch

(28.11) "= :roxf(x) dz.

—00

Dabei ist f(x) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte der
betreffenden Zufallsvariablen X. In (28.1a) wird iiber alle méglichen
Werte x; (val. Abschn. 25) summiert.

Statt Mittelwerl einer Verteilung sagt man auch Mittelwert der be-
treffenden Zufallsvariablen X.
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Beispiel 28.1. Die Zufallsvariable

X = Augenzahl beim Wurf eines regelma@igen Wiirfels
hat die Wahrseheinlichkeitsfunktion
flz) =18 fiir 2 =1,2,...,6
und f(x) = 0 fiir alle iibrigen z. So er.gibt sich aus (28.1a) der Mittelwert (val.
Abb. 28.1)

1 1 1 1 i 1
p=l-g+2 ot bdm 5 24635
Dies ist der durchschnittlich zu erwartends Wert in dem Sinne, daB zum Bei-

spiel bei 1000 Wiirfen die Summe aller gewdirfelten Zahlen efwe 1000 - 3,5 = 3500

betragen wird.
oo ol o]

0 I 5
X —
. Abbildung 28.1. Wahrscheinlichkeitsfunktion flx) und Mittelwert p
in Beispiel 28.1

Beispiel 28.2. Die gleichformige Verteilung mit der Dichte (26.4) hat den

Mittelwert
o

b
- v fizian g e

-0

Weitere wichtige Beispiele folgen in Kapitel 8 und 9.

Statt Miltelwert sagh man anch mathematischer Erwart gswert von
X oder kurz Erwartung von X und schreibt deshalb statt p auch F(X).
Hierauf kommen wir im iiberniichsten Abschnitt zuriick.

Bei der Definition des Mittelwertes wird vorausgesetzt, dalBl die
Reihe in (28.1a) absolut konvergiert bzw. das Integral

oo

| |2|f (@) dz

—e0

existiert. Trifft dies nicht zu, so sagt man, die betreffende Verteilung
hat keinen Mittelwert. Derartige Verteilungen kommen praktisch
nur selten vor (vgl. Aufgabe 28.6).

Der Mittelwert entspricht in der Mechanik dem Schwerpunkt der ana-
logen. Massenverleilung (vgl. Abschn. 27).

In der Tat entspricht (28.1) gerade der bekannten Formel fiir die
Koordinate des Schwerpunktes der genannten Verteilung.
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Eine Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte
f(x) heiBt symmetrisch beziiglich einer Zahl x—¢, wenn fiir jedes a

(28.2) fle +a) =f(c —a)
ist.

Satz 28.1. Hat eine bexiiglich = = ¢ sy trische Vertetlung einen
Mittelwert p, so ist
(28.3) o =c:

Dies ist auf Grund des mechanischen Analogons evident. Den ein-
fachen formalen Beweis iiberlassen wir dem Leser. Aus diesem Satz
folgen die Ergebnisse in Beispiel 28.1 und 28.2 nun ohne jede weitere
Rechnung.

Aufgaben zu Abschniit 28

28.1 Welchen Mittelwert hat die Verteilung in Beispiel 23.27

28.2 Welehe Summe der gewiirfelten Zahlen kann man bei zwanzigmaligem
Wiirfeln etwa erwarten ? Man fithre das Experiment aus.

28.8 Man bestimme den Mittelwert der Verteilung mit der Dichte flz) =mze*
fiir # > 0 und f(x) = 0 fiir & < 0.

28.4 Man beweise den Satz 28.1 fiir eine stetige Verteilung.

28.6 Wie groB ist der Mittelwert der Verteilung in Beispiel 23.3 7

28.6 Man zeige, dafl die sogenannte Cauchy-Yerteilung, deren Dichte
fx) = 1/7(1 + =% ist, keinen Mittelwert besitzt.

28.7 Man zeige, daB f(z) in Aufgabe 28.6 der Bedingung (26.2) geniigt und

dall F{z) = % + %arc tan # die zugehdrige Verteilungsfunktion ist.

28.8 Man zeige: Bei diskreten Zufallsvariablen mit nur endlich vielen mog-
lichen Werten und stetigen Zufallsvariablen, die nur Werte in einem endlichen
Intervall annehmen kénnen, existiert der Mittelwert stets,

28.9 Wie grof ist der Mittelwert der Variablen X — Anzahl der Wiirfe mit
einem regelmdfligen Wiirfel bis zum Eintreffen der ersten Sechs (der Wurf, bei
dem sie eintrifft, mitgezihlt) ¥

28,10 Man zeige: Kann eine Zufallsvariable nur Werte aus einem endlichen
Intervall annehmen, so liegt auch ihr Mittelwert in diesem Intervall.

29 Varianz einer Verteilung

Die Varianz einer Verteilung wird mit ¢* bezeichnet. Sie ist im dis-
kreten Falle durch

(29.1a) ot =X (2 — uf (wﬂ
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(Summation iiber alle miglichen Werte #;; vgl. Abschn. 25) und im
stetigen Ialle durch

(29.1h) o= _F (& — ppf(x) do

definiert, vorausgesetzt, daB die Reihe in (29.1a) konvergiert bzw. das
Integral in (29.1b) existiert. Hierbei ist flz) die Wahrscheinlichkeits-
funktion bzw. Dichte der betreffenden Verteilung.

Statt Varianz einer Verteilung sagt man auch Varianz der betreffen-
den Zufollsvariablen.

Ist f(x) im Falle einer diskreten Verteilung in einem einzigen Punké.
gleich 1 und sonst 0, so ist die Varianz gleich null. Dieser Fall ist ohne
praktisches Interesse. In allen iibrigen Fillen gilt

(29.2) o > 0.

Die positive Quadratwurzel der Varianz heift die Standardabwei-
chung und wird mit ¢ bezeichnet,

Im Englischen hat sich fiir ¢® die Bezeichnung variance durchge-
setzt. Im Deutschen ist die Terminologie leider noch nicht einheitlich :
o® wird bisweilen als Streuung bezeichnet, Andere Autoren verstehen
unter ,,Streuung’* unsere Standardabweichung .

Die Varianz ist, grob gesprochen, ein Maf fir die Streuung der
Werte, die die betreffende Zufallsvariable X annchmen kann.

In der Tat: Ist die Varianz im diskreten Falle klein, so muB} jedes
Glied in (29.1a) klein sein. Also miissen Werte x;, die weit von u ent-
fernt liegen, eine geringe Wahrscheinlichkeit besit n. GroBe Abwei-
chungen der Variablen X vom Mittelwert 4 sind demnach hei kleiner
Varianz ziemlich unwahrscheinlich. Umgekehrt folgt bei groBer Va-
rianz, daB nicht alle z, nahe bei g liegen kénnen. Ahnlich schlieBt man
im stetigen Falle.

Aus (29.1) erkennt man weiterhin:

Das mechanische Analogon (s. Abschn. 27) der Varianz ist das Tréig-
heitsmoment der entsprechenden Verteilung einer Einheitsmasse beziig-
lich des Schwerpunktes,

Beispiel 29.1, Die Zuiallsvariable
X = Adnzahl der ,,Kipfe'* beim einmaligen Wurf ciner Miinze
hat die méglichen Werte X — 0 und X — 1 mit den Wahrscheinlichkeiten
P(X =0) =1/2 und P(X = 1) = 1/2. Der Mittelwert ist

1 1
;L=0.?+1.?=_2_,
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Aus (29.1a) erhalten wir demnach die Varianz

e =

Beispiel 20.2, Die Rechteckverteilung (26.4) hat den Mittelwert g = (& 4-b)/2
und gemill (20.1b) die Varianz

a- by 1 (b — a)s
an -t n e
Die Sonderfille mit den Dichten
1 fir0=2=1 1/3 fur —1 =2z =2
filz)= falz)=

haben denselben Mittelwert (1/2), aber die Varianz der ersten Verteilung (1/12)
ist kleiner als die der zweiten (3/4), wie man schon aus Abb. 20.1 schlieflen
kann.

b !

Ji(x) fi(x)

sl : =

0 1 =1 o 1 2
X — A —-
Abbildung 28.1. Beispiel gleichftrmiger Verteilungen mit demselben Mittelwert
und verschiedener Varianz

0 fiir alle iibrigen fiir alle iibrigen =

Aufgaben zu Abschnitt 29

29.1 Man berechne den Mittelwert und die Varianz der Verteiluong mit der
Dichte
flx) = xf2 filr 0 =2 = 2, fiz)= 0 fiir alle itbrigen .

29.2 Man gebe je ein miglichst einfaches Beispiel einer diskreten und einer
stetigen Verteilung mit einer sehr grollen Varianz (etwa ¢* = 1000) und einer
sehr kleinen Varianz (etwa ¢® < 1/1000) an.

29,8 Eine Maschine stellt Bolzen fiir Bauzwecke her. Keine Produktion ist
so vollkommen, dall alle Stiicke absolut gleich ausfallen. In diesem Sinne ist
der Durehmesser X [em] der Bolzen eine Zufallsvariable. Wir nehmen an, ihre
Verteilung habe die Dichte

flx) = k(z — 0,9) (1,1 — =) fiir 0,9 <z <14
und f(x) = 0 fiir alle {ibrigen . Man bestimme die Konstante k aus (26.2),
stelle f(x) graphisch dar und bestimme den Mittelwert und die Varianz.

29.4 Wieviel Prozent Ausschufl hat man in Aufgabe 29.3 zu erwarten, wenn
man Bolzen zum Ausschull rechnet, deren Durehmesser um mehr als 0,6 mm
von 1 em abweichen #
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29.5 Wie muB man in Aufgabe 29.3 die Grenzen der hdchstens zuliissigen Ab-
weichung wihlen, damit man nicht mehr als 10%s Aussehull zu erwarten hat?
20.6 Eine Tankstelle auf einer Farm wird jeweils am Wochenende mit
Benzin beliefert. Die pro Woche verb hte Benzi ge X [chm] ist eine
Zufallsvariable. Wir nehmen an, X besitze die Dichte

Jl@) = 6z(1 — x) fiir 0 S <1

und f(x) = 0 fiir alle iibrigen = Man berechne den Mittelwert und die Varianz.

20.7 Wie grof muf in Aufgabe 20.6 der Tank sein, damit die Wahrschein-
lichkeit, daf der Vorrat in einer bestimmten Woche erschdpft wird, nur 109
betriigt ?

30 Mathematische Erwartung i

In den folgenden Abschnitten benétigen wir den Begriff der mathe-
matischen Erwartung. Um diesen Begriff einzufiihren und verstind-
lich zu machen, beginnen wir am hesten mit einem Beispiel.

Beispiel 80.1. Zwei Personen S und 7' spielen das folgende Spiel: S wiirfolt
mit einemn regelmiBigen Wiirfel und erhilt von '

10 Pfennige fiir eine Eins oder Zwei,
20 Pfennige fiir eine Drei oder Vier,
40 Pfennige fiir eine Finf und

80 Pfennige fiir eine Sechs,

8 zollte an T' vor jedem Spiel einen Betrag zahlen, der gleich seiner durch-
schnittlichen Gewinnarwanung pro Spiel ist. Diese betriigt

1 Al 1 1 1 1 ;
(304) 10+ 4+ 10— 4 205+ 205+ 40. o 4 80 = = 30 [Pfennige],

denn die Wahrscheinlichkeit, gine Eins zu wiirfeln, betriigt 1/6, und er erhilt
dann 10 Plennige, usw.
Wir haben hier jedem méglichen Wert der Zufallsvariablen
X = Erzielte Zahl beim Wurf eines regelmdfigen Wiirfels

eine Zahl, nimlich den Jjeweiligen Gewinn von &, zugeordnet, und auf diese
Weise eine Funktion von X erhalten. Diese bezeichnen wir mit, #(X). Thre

Funktionswerte sind:
4 5 j 6
20 | 40 | 80

e [ 2
a(X) | 10 | 10
Da die Werte von X vom Zufall abhiingen, gilt dies natiirlich auch fir den
Wert, den g(X) bei einem Spiel jeweils annimmt. #{X)ist also selbst eine Zufalls-
variable.

3
20
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Der Ausdruck (30.1), der die (durchschnittliche Gewinn-) Erwar-
tung des Spielers S pro Spiel angibt, hiingt natiirlich von g (X ) ab, und
wir bezeichnen ihn mit ¥(g(X)). Er hat offenbar die Form

(30.2a) Blg(X)) = 2 9() f()-

Hierbei ist f(z) die zu X gehérige Wahrscheinlichkeitsfunktion. Sum-
miert wird {iber alle méglichen Werte x; (vgl. Abschn. 25).

Ganz allgemein, d. h. fiir eine beliebige diskrete Zufallsvariable X
und eine fiir alle méglichen Werte von X definierte reellwertige Funk-
tion g(X) heiBt der durch (30.2a) gegebene Ausdruck E(g(X)) der
mathematische Erwartungswert der Funktion g(X) oder kurz die Er-
wartung von g(X).

Entsprechend ist im Falle einer stetigen Verteilung mit der Dichte
flz) die Erwartung einer fiir alle X erklirten Funktion ¢(X) durch

(30.2h) Elg(X)) = _fa 9(@)f (z) da

definiert.
Ahnlich wie in Abschn. 28 wird bei dieser Definition vorausgesetzt,
daB die Reihe in (30.2a) absolut konvergiert baw. das Integral

= 1
[ 9@ /@) do
existiert.
Oftmals hat man die Erwartung einer Funktion der Form

ag(X) + bk(X) (a, b konstant)

aus den Erwartungen von g(X) und £(X) zu berechnen. Dies geschieht
mittels der wichtigen Formel

(30.3) Elag(X) + bh(X)) = aB(g(X)) + bE(h(X)).
Den einfachen Beweis dieser Formel iiberlassen wir dem Leser.

Aufgaben zu Abschnitt 30

80.1 Man beweise (20.3).

30.2 Ein Spieler § wiirfelt mit zwei regelmiBigen Wiirfeln. Sein Mitspieler 7'
zahlt an § so viele Pennige, wie das Produkt der beiden jeweils erzielten Zahlen
betriigt. Wieviel sollte § an T pro Spiel zahlen, damit das Spiel fair ist ?

80.3 Bei einer Lotterie werden 20000 Lose zum Preise von je 1 Mark ver-
kauft, Der Gewinn ist ein Wagen im Werte von 10000 Mark. Wie groll ist die
Gewinnerwartung eines Teilnehmers, der 3 Lose kauit ?
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31 Momente einer Verteilung

Wir wollen uns iiberlegen, daB der Mittelwert und die Varianz
Sonderfille allgemeinerer Gréfen sind, die man als Momente bezeich-
net.

Wiihlen wir in (30.2) speziell g(X) = X* (k=1,2,...), so ergibt
sich im diskreten bzw. stetigen Falle

(=3
BLY)  B(XY) =Xaff(e) baw. B(XY) = [ a'f()de.
7 —_00
Diese GroBe heiit das k-te Moment der betreffenden Verteilung oder
der betreffenden Zufallsvariablen X.
Fir k = 1 wird (31.1) mit (28.1) identisch. Dies bedeutet:
Das 1. Moment ist der Miltelwert u der betreffenden Verteilung,

s

Wihlen wir in (30.2) speziell g(X) = (X — u)¥, so erhalten wir im
diskreten bzw. stetigen Falle

oo

(3L3)  B(X —pl) =X @ — ') baw. | @ —ptf@)de.
-0

Diese Grifie heilit das k-te zentrale Moment der hetreffenden Vertei-

lung oder der betreffenden Zufallsvariablen X.

Existiert das 1. zentrale Moment, so hat es den Wert null.

Mechanisches Analogon: Das auf den Schwerpunkt bezogene statische
Moment hat den Wert null.

Den sehr einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Fiir k = 2 wird (31.3) mit (29.1) identisch. Es gilt also:
Das 2. zenirale Moment ist die Varianz der betreffenden Verteilung,

(81.4) o =E([X — ul).

Die zentralen Momente lassen sich durch die Momente E(X), E(X?),...
ausdriicken.
Zum Beispiel erhalten wir unter Benutzung von (30.3) und
oo
B(l) =Xf(x)=1 bzw. E(l)= [ fle)de=1
7 -0
fiir das 2. zentrale Moment sofort
ot = B(IX — u]t) = (X2 — 2uX + p*) = B(X?) — 2uB(X) + p.
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Auf der rechten Seite ist B (X) = u, und so ergibt sich einfach
(31.5) o = B(X?) — u?.
Entsprechend beweist man
(31.6) B(X — uP) = B(X?) — 3uBE(X?) + 24°
usw.

Beispiel 81.1. Im Falle der Zufallsvariablen

X = Erzielte Zahl beim Wurf eines regelmdBigen Wiirfels
ist

p=EX) =424+ 0 =,

&)=

E{X*}=lﬁ(‘1= 2 e I 32}=%—i.

Aus (31.5) ergibt sich damit

Aufgaben zu Abschnitt 31

81,1 Man beweise: Existiert das 1. zentrale Moment einer Verteilung, so hat
es den Wert null.

81,2 Man leite (31.6) her.

81.8 Der Ausdruck

E([X —c¢]®) (e irgendeine reelle Zahl)

heiBt das 2. Moment von X beziiglich ¢. Man zeige: Existiert dieses Moment,
50 hat es genau dann seinen kleinsten Wert, wenn e = g ist.
81.4 Was ist das mechanische Analogon der Aussage in Aufgabe 31.3 7
81.5 Man beweise

(31.7) ot = B(X[X —1]) + p — pt.
81.6 Der Steinersche Satz der Mechanik lautet im Falle einer eindimensio-

nalen Massenverteilung:
Ip = Ig+ a?M.

Hierbei ist M die Gesamtmasse, a der Abstand eines Punktes P vom Schwer-
punkt § und I'p bzw. Iy das Trigheitsmoment beziiglich P bzw. S. Man iiber-
lege sich, daB (31.5) das Analogon dieses Satzes ist.

81.7 Man berechne o® in Beispiel 31.1, ohne (31.5) anzuwenden, und iiber-
zeuge sich davon, dafl (31.5) Vorteile bietet.

81.8 Man berechne das 3. zentrale Moment in Beispiel 31.1. Kann man
auch ohne Rechnung einsehen, daB sich null ergeben mul ?
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32 Schiefe einer Verteilung

Wie der Leser beweisen moge (s. Aufgabe 32.1), gilt der

Satz 32.1. Ist eine Verteilung sy trisch beziiglich == p (vgl.
Abschn. 28) und existiert das 3. zentrale Moment der Verteilung, so ist
dieses null.

Ist das genannte Moment null, so braucht die betreffende Ver-
teilung aber nicht symmetrisch zu sein, Trotzdem sieht man dieses
Moment und ebenso die sogenannte Schiefe

(32.1) i %E([X )

bei den in der Praxis vorkommenden Verteilungen gern als MaBe fiir
die Asymmetrie an. Man unterscheidet dabei zwischen symmetrischen
Verteilungen und Verteilungen mit positiver und negativer Schiefe.

Beispiel 82.1. Die Verteilung in Beispiel 311 ist symmetrisch beziiglich

# = 17/2. Aus Satz 32.1 folgt demnach, daB das 3. zentrale Moment der Ver-
teilung null sein muB.

Beispiel 82.2. Fiir die Verteilung mit der Dichte (s. Abb. 32.1)
0 fiir negative x
fla) = i L
ze~* fiir positive x
erhilt man unter wiederholter Teilintegration den Mittelwert

oo

o= E(X) =6f ate~Fdr =2
und weiterhin die Momente
o oo
B(X?) = [ sde~rdw = 6, E(XY) = [ ate=tdr — 24,
0 0

Gemiill (31.5) ergibt sich die Varianz
'=6—4=2

und gemil (31.6) das 3. zentrale Moment

B([X —pP) =24 —3-2-61L2-8=4,
Es handelt sich also um eine Verteilung mit positiver Schiefe {y =4/2 VE = lfé:l
Dieses Ergebnis ist verstandlich, denn die Kurve von f(x) hat einen langen
»Sehwanz" nach der positiven Seite hin. Die Potenz (& — u)? hat fiir grolle =
einen sehr grofen Wert, so dal der @ > u = 2 entsprechende positive Beitrag
zum 3. zentralen Moment den 0 < @ < 2 entsprechenden negativen Beitrag
tiberwiegt.
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Aufgaben zu Abschnitt 32

82.1. Man beweise den Satz 32.1.
82.2 Man fithre die Integralberechnungen in Beispiel 32.2 durch.
32.8 Man berechne die Schiefe der Verteilung mit der Diclite

Slx) =201 —2) fir 0 <2 <1, f(x)=0 fir alle iibrigen .
32.4 Man berechne das k-te Moment der Verteilung in Aufgabe 32.3.
82.6 Man zeige: Die Zufallsvariable X mit P(X = 1) = Y%, P(X =—4)

= Y P(X = 6) =1/, hat y = 0, ist aber nicht symmetrisch verteilt.
T 0.4
S=)

0,2

0 . s A :
0 # 5

X —

Abbildung 82.1. Wahrscheinlichkeitsdichte in Beispiel 32.2

33 Momenterzeugende und charakteristische
Funktion

Wie wir spiiter sehen werden, berechnet man bei manchen speziellen
Verteilungen die Momente am einfachsten direkt aus den Definitions-
gleichungen, wihrend man in anderen Fillen durch die Benutzung
einer geeigneten Hilfsfunktion, niimlich der Erwartung von e, leich-
ter zum Ziele kommt. Diese Erwartung E(e') heifit die moment-
erzeugende Funktion der betreffenden Verteilung und wird mit G(¢)
bezeichnet. Auf Grund der Definition der Erwartung einer Funktion

ist also im diskreten bzw. im stetigen Falle
o0

(33.1) G(t) = E(5 =_,}_,‘e‘“ff{xj-) bzw. [ ¢“f(x)de.

-0
Hierbei ist e = 2,718 . . . die Basis der natiirlichen Logarithmen.
Nehmen wir an, daB wir unter dem Summen- bzw. Integralzeichen
nach ¢ differenzieren diirfen, so ergibt sich

o0

G'l) = Fmf(w) baw. [ wdf(z) da.

Entsprechend liefert k-malige Differentiation nach ¢
dt G

o= _j‘_‘xfe“"f(xj) bzw, Fx"e*’f(x} dz.
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Setzen wir nun ¢ = 0, so hat die Exponentialfunktion den Wert 1,
und auf der rechten Seite steht dann gerade das k-te Moment. Dem-
nach gilt

)

(33.2) B(XY) =G0 (Gf*’ (0) = d;f

Insbesondere wird fiir & = 1
(33.3) u=E(X)=60).

Beispiele, bei denen man die momenterzeugende Funktion mit Vor-
teil anwenden kann, folgen in Kap. 8.

Ob sich diese Methode zur Berechnung der Momente in einem be-
stimmten Falle iiberhaupt anwenden laBt, hiingt natiirlich von der
Konvergenz der anftretenden Reihen bzw. der Existenz der Integrale
ab. Wir gehen hierauf nicht néher ein, sondern beschrinken uns auf
die folgende Bemerkung:

Existieren alle Momente einer gegebenen Verteilung, so hat die
Taylorentwicklung von G () nach Potenzen von ¢ wegen (33.2) die
Form

< @90) S EXE)
Gy DI\ e
0= & h
Man kann zeigen: Hat diese Reihe einen positiven Konvergenzradius,
s0 ist die betreffende Verteilung durch G (#) [d. h. durch die Momente -

E(X", k=1, 2,...] eindeutig bestimmt.

Aufgaben zu Abschnitt 33

43.1 Ein Ziel wird beschossen. p sei die Trefferwahrscheinlichkeit je Schug,
# sei konstant. Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der Schiisse, die dem
ersten Treffer vorausgehen. Man iiberlege sich, daB X die Wahrscheinlichkeits-
funktion

flx) = ¢&p mit  g=1-—p (@=0,1,...)

hat, und bestimme die momenterzeugende Funktion. (Die zugehorige Vertei-
lung heilt die geometrische Verteilung.)

33.2 Man berechne den Mittelwert und die Varianz der geometrischen Ver-
teilung in Aufgabe 33.1.

33.8 Man kontrolliere dic Ergebnisse in Beispiel 31.1 unter Benutzung der
momenterzeugenden Funktion.

33.4 Wie lautet die momenterzeugende Funktion der Verteilung in Bei-
spiel 23.3 7

33.6 Konvergenzschwierigkeiten, wie sie in (33.1) auftreten kénnen, bestehen
nicht, wenn man die komplexe Funktion

(33.4) W) = Bleith), (i=y=1)




Ansonsier 4. LINEARE SKALENTRANSFORMATION 97

die sogenannte charakteristische Funktion der Verteilung, benutzt. Man zeige,
dall diese bei jeder diskreten oder stetigen Verteilung fiir jedes reelle ¢ existiert.
83.6 Man zeige, daB, falls E(X*) existiert,
E(XF) = wE0)/*
mit P — gk Wid und ¢ = )/ —1 ist.
88.7 Man berechne den Mittelwert und die Varianz der Verteilung mit der
Dichte

flz) = ae~™ fir = =0, flx) =0 fir <0,

und zwar (g) direkt aus den Definitionsformeln, (b) mittels der momenterzeu-
genden Funktion, (¢) mittels der charakteristischen Funktion. Hierbei sei
a = 0.

88.8 Fiir welche Werte von ¢ existiert die momenterzeugende Funktion in
Aufgabe 33.7 ¢

34 Lineare Skalentransformation

Oft erfordern theoretische oder rechentechnische Griinde den Uber-
gang von einer Zufallsvariablen X zu einer neuen Zufallsvariablen

(34.1) .

Im Zusammenhang mit einer solchen , linearen Skalentransformation’
mufl man dann aus den zu X gehdrenden Gréfien (Mittelwert u, Va-
rianz ¢* usw.) die zu X* gehérigen berechnen, Letztere kennzeichnen
wir durch einen Stern.
Fiir den Mittelwert ergibt sich wegen (30.3) sofort
p* = E(X*) = E(e, X +c,) = B(X) + ¢, B(1).
Wegen E(X) = u und B(1) = 1 ist dies gleichbedeutend mit

o
Damit wird nun
X* —p* = (0 X 4 0)) = (qp +c5) =0 (X — p).
Fiir das k-te zentrale Moment gilt also wegen (30.3) einfach
(343) B(IX* — w*F) = Bl [X — uP) = *B((X — uT).
Insbesondere haben wir demnach fiir die Varianz (k = 2)

o0
Da ¢, in (34.4) nicht auftritt, gilt der einleuchtende

Satz 34.1. Die Varianz ist invariant gegen Nullpunktsverschiebungen,
d. h. Transformationen der Form X* = X + c,.
i Kroyszlg, Methoden



98 Kar. 6. MASSZAMLEN RINER VERTEILUNG

Wiihlen wir in (34.1) speziell ¢, = 1/o und ¢y = — ptfo, so hat X*
die Form (X — u)/o. Diese Variable bezeichnen wir mit Z. Aus (34.2)
und (34.4) ergibt sich dann, daB Z den Mittelwert 0 und die Varianz 1
hat. Es gilt also der

Satz 34.2. Hat die Zufallsvariable X den Mittehvert p und die Va-
rianz o, so hat die Zufallsvariable

X —p

i o
den Mittehwert 0 wnd die Varianz 1.
Z bezeichnet man bisweilen als die zu X gehorige Zufallsvariable in
Standardform.
Aufgaben zu Abschnitt 34

341 Man beweise: Hat X die momenterzeugende Funktion G (1), so hat
X* =X + ¢, die momenterzeugende Funktion

(34.5) G* (1) = et G oy1).

34,2 Welchen Mittelwert und welche Varianz hat ¥ — 2X — 2, wenn X
die Dichte
Slz) = 0,75(1 — a2) fir -1 s»s1

und f(x) = 0 fir alle iibrigen = hat ?
34.83 Man zeige, dal}

(34.6) gt = G*(0) mit G¥(t) = E (el

ist.
34.4 Man zeige, daB in Auigabe 34.3

Gr1) = e MG (1)

ist, und gewinne daraus (31.5), indem man zweimal differenziert und (33.2)
benutzt.




Kapitel '{
Permutationen und Kombinationen

Im vorliegenden Kapitel betrachten wir die grundlegenden Siitze
iiber Permutationen und Kombinationen und die wichtigsten Eigen-
schaften der Fakultiten und Binomialkoeffizienten. Diese Sitze be-
ndtigh man in der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik hiufig.
Zahlentafeln findet man in Anhang 5 (Tafel 1a—1¢).

35 Permutationen, Fakultiiten

Gegeben seien 2 verschiedene Dinge (,,Elemente’). Jede Zusam-
menstellung, die dadurch entsteht, daB man simtliche n Elemente in
irgendeiner Reihenfolge nebeneinander setzt, heilt eine Permutation
der gegebenen Elemente,

Zum Beispiel gibt es 6 Permutationen der 3 Buchstaben a, b, ¢,
niamlich

abe bac cab
ach bea cha.
Allgemein gilt der

Satz 35.1. Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Ele-
menten ist gleich

(35.1) nl=1-2.3...5 (lies ,,n Fakultét®).

Beweis. Dies ergibt sich durch vollsténdige Induktion oder auch so:
Man hat » Méglichkeiten, den ersten Platz in der Zusammenstellung
zu besetzen. Dann sind noch » — 1 Elemente iibrig. Also hat man nun
n — 1 Moglichkeiten fiir die Besetzung des 2. Platzes, usw.

Beispiel 85.1. In einer Urne befinden sich 6 Lose mit den Nummern von
1 bis 6. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, diese Lose nacheinander ohne
Zuriicklegen in der Reihenfolge 1, 2, . . ., 6 zu ziehen ?

Es gibt 6! = 720 gleichmégliche Fille, d. h. 720 verschiedene Reihenfolgen,
die gleichwahrscheinlich sind und sich gegenseitig ausschlieflen. Also betriigt
die gesuchte Wahrscheinlichkeit nur 1/720 oder 0,14 %,

7
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Fiir Permutationen von Elementen, die nicht alle verschieden sind,
gilt der

Satz 35.2. Gegeben seien n Elemente, die nicht alle voneinander ver-
schieden sind, sondern in ¢ Klassen untereinander gleicher Elemente
zerfallen. Die 1. Klasse umfasse n,, die 2. Klasse n,, . .. und die c-te

Klasse n, El te. Bl te aus verschied Klassen seien verschie-
den. Dann ist die Anzahl der Permutationen dieser El, te gleich
n!

gl o s A o),
Diesen Satz mége der Leser beweisen (s. Aufgabe 35.1). Ein ein-
faches Anwendungsbeispiel findet man in Aufgabe 35.3.
Nun folgen noch einige wichtige Bemerkungen iiber die Fakultit.
Man definiert

(35.2) 0l =1,
Grundlegend ist die Funktionalbeziehung
(35.3). (n 4 1)! = (n + 1) n!

Tafel 1a in Anhang 5 lilt erkennen, dafl die Werte der Fakultiit
auflerordentlich rasch anwachsen. Deshalb begniigt man sich bei
groBiem 7 oft mit Niaherungswerten von n!, die sich einfach berechnen
lassen. Solehe Werte liefert die Stirling-Formel

(35.4) n! ~ )27 (3) (e= 2,718 .. )

(Beweis siehe z. B. in A. Osrrowskr, Vorlesungen iiber Differential-
und Integralrechnung. Basel: Birkhiuser, 1945 —1954).

Man kann zeigen: Der relative Fehler der Niherung (35.4) strebt mit
wachsendem n gegen null, withrend der absolute Fehler dann gegen un-
endlich strebt. Dies sollte man bei der Anwendung der Stirting-Formel
im BewuBtsein behalten.

Tabelle 86.1. Zur Genauigkeit der Stirrive-Formel (35.4)

n | Niherung (35.4) ! exakt Fehler (abgerundet)
absolut relativ

4 23,5 24 05 2 o
6 710 720 10 1,4%
8 30002 40320 400 1%
10 3598696 | 3682800 30000 0.8%
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Aufgaben zu Abschnitt 35

86,1 Man beweise den Satz 35.2.

85.2 Man bestiitige das Ergebnis in Beispiel 35.1, indem man (19.4) auf die
Ereignisse

Ap: Los-Nr. k beim k-ten Zug (h=1,...,8)
anwendet.

85,3 Aus einer Urne, die 2 schwarze, 3 weiBe und 4 rote Kugeln enthilt,
wird eine Kugel nach der anderen ohne Zuriicklegen gezogen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dall man dabei zuerst die beiden schwarzen, dann die 3
weilen und bei den letzten 4 Ziigen die 4 roten Kugeln zieht ?

85,4 Wie kann man Aufgabe 35.3 mittels (19.4) behandeln ?

856,56 Man schreibe alle Permutationen der Buchstaben abcd aui.

85.6 Ein zerstreuter Professor hat 3 Briefe geschrieben und die zugehérigen
Umschlige adressiert. In jeden Umschlag legt er einen Brief, und zwar ganz
zufillig. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl dabei wenigstens ein Brief

il

in den richtigen Umschlag | ?

36 Kombinationen ohne Wiederholung

Sind n Elemente gegeben, greift man & (= »n) Elemente heraus und
stellt man diese in irgendeiner Anordnung nebeneinander, so nennt
man die erhaltene Zusammenstellung eine Kombination k-ter Ord-
nung der gegebenen Elemente.

Sollen zwei Kombinationen, die zwar genau dieselben k Elemente,
aber in verschiedener Anordnung enthalten, als verschieden gelten,
80 spricht man von Kombinationen mit Beriicksichtigung der Anord-
nung, andernfalls von Kombinationen ohne Beriicksichtigung der An-
ordnung.

Zum Beispiel kénnen wir aus den 3 Buchstaben a, b, ¢, die folgenden
Kombinationen 2. Ordnung bilden:

ab ac be

ba. ca. | ch.
Beriicksichtigen wir die Anordnung, so sind dies 6 verschiedene Kom-
binationen. Beriicksichtigen wir die Anordnung nicht, so sind die bei-
den jeweils untereinanderstehenden Kombinationen als gleich an-
zusehen, und es bleiben dann also nur 3 verschiedene Kombinationen
ithrig.

Sind die gegebenen Elemente alle verschieden, so sind natiirlich
auch die Elemente der daraus gebildeten Kombinationen alle ver-
schieden, und man spricht dann von Kombinationen ohne Wieder-
holung, da keines der Elemente wiederholt auftreten kann. Wie der
Leser zeigen moge, gilt der
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Satz 36.1 (Kombinationen ohne Wiederholung mit Beriicksichtigung

der Anordnung). Far n gegebene voneinander verschiedene Kl te ist
die Anzahl der Kombinati k-ter Ordnung mit Beriicksichtigung der
Anordnung gleich
1) —2 K 1y s
nn —1)(n—2)-- (n—k+ )_(n—--ﬁ)_!'

Die in Satz 36.1 genannten Kombinationen heiffien im Englischen
permutations of n different things taken & at a time, without repetitions.
Hier weicht also der Sprachgebrauch vom Deutschen ab.

Nimmt man auf die Anordnung der Elemente in den Kombina-
tionen keine Riicksicht, so fallen von den Kombinationen in Satz 36.1
jedesmal diejenigen zu einer einzigen zusammen, die die gleichen
Elemente in verschiedener Anordnung enthalten. Gemif Satz 35.1
sind dies bei Kombinationen k-ter Ordnung jedesmal %! solcher Kom-
binationen. Aus dem Satz 36.1 folgt damit der

Satz 36.2 (Kombinationen ohne Wiederholung und ohne Beriick-
sichtigung der Anordnung). Die Anzahkl der Kombinationen E-ter Ord-
nung von n verschied Bl ten ohne Berilcksichtigung der Anord-
nung betrdgt

n)__ n! _nn=1)---(n — kL 1)
(k Tkl — k) T TG h T :

Die in diesem Satz genannten Kombinationen heiBen im Englischen
combinations of w different things taken k at a time, without repetitions.

Einige wichtige Formeln fiir Binomialkoeffizienten stellen wir im
tiberniichsten Abschnitt zusammen.

Aufgaben zu Abschnitt 36

86.1 In einer Urne liegen 5 Zettel mit den Buchstaben a, b, ¢, d baw. e. Ein
Spieler zicht nacheinander 3 Zettel ohne Zuriicklegen. Zieht er zuerst a, dann
b und beim letzten Zug ¢, so hat er gewonnen und erhilt 5 Mark. Anderenfalls
hat er verloren und zahlt 10 Pfennige. Ist es wahrscheinlich, daB er bei oft-
maliger Wiederholung des Spiels einen UberschuB erzielt ?

86.2 Man beweise den Satz 36.1.

86.8 Wie dindert sich die Lage in Aufgabe 36.1, wenn man vereinbart, daf
der Spieler schon gewinnt, wenn er «, b und ¢ in irgendeiner Reihenfolge zieht ?

36,4 Man l16se Aufgabe 36.1 unter Anwendung von (19.4) auf die drei Ereig-
nisse ,a beim 1. Zug, b beim 2. Zug", ¢ beim 3. Zug*.
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37 Kombinationen mit Wiederholung

Bei den Kombinationen ohne Wiederholung tritt jedes Element
héchstens einmal auf. Wir wenden uns nun den Kombinationen mit
Wiederholung zu, bei denen jedes Element mehrmals auftreten kann.

Zum Beispiel kinnen wir aus den 3 Buehstaben a, b, ¢ die folgenden
Kombinationen 2. Ordnung mit Wiederholung bilden:

ab ac be
ba ca ch

@ bb ce.

In den ersten beiden Zeilen stehen die schon zu Beginn des vorigen
Abschnittes betrachteten Kombinationen. Neu hinzugekommen sind
die in der letzten Zeile, weil wir nun auch Wiederholungen zulassen.
Beriicksichtigen wir die Anordnung, so haben wir 32 = 9 verschiedene
Kombinationen. Beriicksichtigen wir die Anordnung nicht, so haben
wir nur 6 verschiedene Kombinationen.

Bilden wir Kombinationen k-ter Ordnung von » verschiedenen un-
beschriinkt oft wiederholbaren Elementen, so haben wir » verschie-
dene Moglichkeiten, den 1. Platz in der Kombination zu besetzen,
sodann unabhiingig davon n Moglichkeiten bei der Besetzung des
2. Platzes, denn wir diirfen ja wiederholen, usw. So ergibt sich der

Satz 37.1 (Kombinationen mit Wiederholung und mit Beriicksichti-
gung der Anordnung). Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung
von n verschiedenen unbeschrdnkt oft wiederholbaren Elementen mit
Beritcksichtigung der Anordnung befriigt

nt.

Durch Induktion nach %k beweist man den
Satz 37.2 (Kombinationen mit Wiederholung ohne Beriicksichti-
gung der Anordnng) Die Anzahl der Kombinati k-ter Opd,

von n verschi en unbeschrankt oft wiederholbaren Elementen ohne
Beriicksichtigung der Anordnung betrigt

('n b= L):(_ﬁfe,_f{—_k—lj(ﬂ—;—_{l‘

cn 4+ 1)n
k 1.2. 7

Die in Satz 37.1 (bzw. Satz 37.2) genannten Kombinationen heiflen
im Englischen permulations (bzw. combinations) of n different things
taken L at a time, with repefitions.
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Aufgaben zu Abschnitt 37

87.1 Man beweise den Sata 37.2.

87.2 In einer Urne befinden sich Lose. Auf jedem Los stehen 3 (gleiche oder
verschiedene) der Zahlen 4, 2, . . ., 6 derart, daB jedes ungeordnete Tripel von
Zahlen, das man aus den penannten Zahlen bilden kann, auf genau einem
dieser Lose vorkommt. Unter Benutzung des Satzes 37.2 zeige man, daf3 die
Wahrscheinlichleeit, bei einem einzelnen Zug das Los (6, 6, 6) zu erhalten,
1/56 ~ 29 betrigt.

87.8 Bei der Chiffrierung von Telegrammen wird der Text mit Hilfe eines
gegebenen Schliissels verschliisselt und beim Ubersenden zu Gruppen von je
5 Buchstaben zusa falt. Wieviel verschiedene solehe Finfergruppen der
26 Buchstaben des Alphabetes kann man bilden ?

87.4 Wieviel verschiedene Kraftfahrzeugkennzeichen kann man herstellen,
wenn diese aus 5 Symbolen bestehen, von denen die ersten beiden Symbole
Buchstaben und die restlichen Symbole Ziffern sind ?

87.5 Bei einem Zufallsexperiment sei die Wahrscheinlichkeit, einen positi-
ven oder negativen Wert zu erhalten, gleich gro8, also jeweils gleich 0,5. Man
schreibe die 16 bei viermaliger Ausfiihrung des Experimentes vorhandenen
Méglichkeiten auf, lich +++4, —+44, +—++ usw. Man unter-
Klammere gleichartige nebencinanderstehende Symbole und die dann noch
tibrigen Einzelsymbole ebenfalls, also

it ok i il il o el
usw. Man bestimme die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen
V = Anzahl der Klammern, die wir spiter (in Abschn. 117) brauchen werden.
(Diese Anzahl heilt die Anzahl der Iterationen.)
87.6 Man sehe die Plus- und Minuszeichen in Aufgabe 37.5 als Vorzeichen
der Zahlen 1 2 3 4 an und bestimme die Verteilung der Zufallsvariablen
U = Summe der negativen Zahlen, die wir spiter brauchen werden.

38 Binomialkoeffizienten
Die Binomialkoeffizienten sind durch
) ol —1)(x —2) - — k1)
(@381) (k) T k!

definiert. Hierbei ist % stets eine nichtnegative ganze Zahl, wihrend
« keiner Einschrinkung unterliegt. Weiterhin definiert man

(38.2) (g) =1, inshesondere (g) =1,

Diese GriBen treten bekanntlich als Koeffizienten in der hinomi-
schen Reihenentwicklung

(38.9) (a+6)“=;‘(:)a“'*b* (1< la)
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auf. Hierbei ist iiber alle nichtnegativen g&nzéah]jgen J: zu summieren,
fiir die (‘;‘) nicht null ist.

Aus (38.1) folgt, wie man sofort sieht bzw. durch Nachrechnung
bestitigt,

(38.4) (;) “(n 5 k) (n =0, 0 <k = n, beide ganzzahlig),

(38.5) (Z) i (k j‘r 1) - (z j; i) {k = 0, ganzzahlig);

(38.6) ( ;) -0 (k> 7 = 0, beide ganzzahlig).

Mittels (38.5) kann man die Binomialkoeffizienten rekursiv berech-
nen. Fiir nichtnegative ganzzahlige » ordnet man die Koeffizienten
dabei zweckmiBigerweise in der Gestalt des bekannten Pascalschen
Dreiecks an:

Zahlenwerte der Binomialkoeffizienten findet man in Anhang 5,
Tafel 1c.
Fiir beliebiges positives m folgt aus (38.1)

(“m).,:_m_(:.m — 1) (=m =2 (—m—k+1)
k)™ [l

ymim 1) -(m 4k — 1)
=(—1) 7

Dies ist gleichbedeutend mit
e -m___km—l—fc—l
(38.7) ( k)_( 1)( . ) (m > 0).

Zwischen den Binomialkoeffizienten gibt es eine iiberraschend
groBe Anzahl von Bezichungen (vgl. z. B. E. Nurro, Lehrbuch der
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Kombinatorik, Berlin: Teubner, 1927). Wir erwiihnen (vgl., Auf-
gabe 38.1, 38.3 und 38.4)

) Pl

5 2
9 S(EN = () + (2 -+ (2 =(2).
(38.10) :Z_: (k "'G' 8) 1 (: _""_' f) (k =0, n =1, beide ganzzahlig).

Aufgaben zu Abschnitt 38

38.1 Man gewinne (38.8) durch Anwendung von (38.3) auf
A+ 2P (1 4+ 2l = (1 4 z)Pte.
10 e 0,5 3

38.2 Man berechne (3). ( a), (4 ),(4)‘

388 Man beweise (38.10).

38.4 Man gewinne (38.9) aus (38.8).



Kapitel 8
Spezielle diskrete Verteilungen

Wir betrachten nun nacheinander drei diskrete Verteilungen, die
fiir die Statistik besonders wichtig sind:

Die Binomialverteilung (Abschn. 39 —41) erhilt man, wenn man
sich fiir die Anzahl des Eintreffens eines bestimmten Ereignisses A
bei der wiederholten Ausfiihrung eines Zufallsexperimentes interessiert,
bei dem A bei jeder Ausfiihrung dieselbe Wahrscheinlichkeit p besitzt
und sich die Ergebnisse der verschiedenen Ausfilhrungen gegenseitig
nicht beeinflussen.

Wird das genannte Experiment sehr oft ausgefiithrt und ist p klein,
so liBt sich die Binomialverteilung durch die in vieler Hinsicht be-
quemere Poissox-Verteilung (Abschn. 42—44) annéhern.

Die Binomialverteilung ist auch beim Ziehen mit Zuriicklegen von
Bedeutung, Die entsprechende Rolle spielt beim Ziehen ohne Zuriick-
legen dic etwas kompliziertere hypergeometrische Verteilung (Ab-
schnitt 45, 46). Das Ziehen ohne Zuriicklegen ist iibrigens fiir die
Praxis (z. B. bei der Endkontrolle und Abnahmepriifung) wichtiger als
das Zichen mit Zuriicklegen. In manchen Fillen besteht jedoch zwi-
schen den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten kein grofier Unter-
schied, wie wir noch im einzelnen sehen werden.

39 Bernoulli- oder Binomialverteilung
Hat ein Ereignis 4 bei einem Zufallsexperi- $aT
ment die Wahrscheinlichkeit Si0)
0
p’ u 1
so0 ist die Wahrscheinlichkeit, daB 4 nicht ein- e
trifft, gleich Abbildung 39.1.

=1—p Wahrscheinlichkeits-
funktion (39.2) mit
Wir betrachten nun die Zufallsvariable p=1/6

X = Anzahl des Eintreffens von A.



108 Kar. B, BresiELLE DISKRETE VERTEILUNGEN

Wird das Experiment nur einmal ausgefiihrt, so kann X natiirlich
nur die Werte 0 oder 1 annehmen je nachdem, ob 4 nicht eintrifft
oder cintrifft. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten sind

PX=0=¢ und P(X =1)=p.

Also hat die zu X gehérige Wahrscheinlichkeitsfunktion flx) die
Werte

(30.1) F(0) =g, f)=p

und f(z) = 0 fiir alle iibrigen z. Wie man leicht nachpriift, lassen sich
die beiden Formeln (39.1) zu einer einzigen Formel zusammenfassen :

(39.2) f@) =22¢> 71 07, 4 e=01).

Ist A4 z. B. das Ereignis ,,Wiirfeln einer Sechs mit einem regelmiBi-
gen Wiirfel, so ist p = 1/6, und man erhiilt die Funktion in Abb. 39.1.

Wird das obige Zufallsexperiment mehrmals ausgefiihrt, etwa n-mal
hintereinander, so kann X die Werte 0,1,...,n annehmen., Wir
fragen nach den zugehérigen Wahrscheinlichkeiten unter der Voraus-
setzung, daf die Ergebnisse der einzelnen Ausfuhrungen voneinander
wnabhingig sind, d. h. sich gegenseitig nicht beeinflussen.

Das Ereignis

X =z (,4 trifft bei den n Ausfuhrungen genaw wz-mal ein’)

ist z. B. realisiert, wenn wir (in der Reihenfolge des Auftretens) die
Einzelereignisse

AA---4 BB...B (B =4,d.h. A trifft nicht ein)

x mal n—zmal

erhalten. Diese Einzelereignisse sind unabhiingig. Also hat unsere
Form der Realisierung des Ereignisses X — « die Wahrscheinlichkeit

(39.3) DO Pge i =g
= mal #i—x mal

Jede andere Form der Realisierung des Ereignisses X = a ergibt sich
aus der betrachteten Form durch Anderung der Reihenfolge der Ein-
zelereignisse. Die zugehorige Wahrscheinlichkeit ist offenbar ebenfalls
durch (39.3) gegeben. Da sich diese Formen gegenseitig ausschlieBen,
folgt aus Satz 16.1, daB die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X = =
gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Formen
ist, also gleich p"¢"~* mal der Anzahl dieser Formen. Diese Anzahl
ergibt sich so: Wir numerieren die # Ausfithrungen von 1 bis n durch.
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@ dieser n Zahlen greifen wir heraus. Das sind die Nummern der Aus-
fishrungen, bei denen 4 eintrifft. Auf die Reihenfolge der herausge-
griffenen Zahlen kommt es nicht an. Also haben wir es mit Kombina-
tionen z-ter Ordnung von n verschiedenen Elementen (den n Nummern
der Ausfithrungen) ohne Beriicksichtigung der Anordnung zu tun.
Gemiifl Satz 36.2 ist deren Anzahl gleich

(:) = m"i E I

Damit wird die Wahrscheinlichkeit P(X = ) des Ereignisses X — x
gleich

(39.4) fl) = (:)p*g"—* @=0,1,....m)

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ereignis 4' bei n unab-
hingigen Ausfiihrungen eines Experimentes genau z-mal eintrifft,
wenn 4 bei der Einzelausfihrung die Wahrscheinlichkeit P besitzt
und ¢ =1 — p ist. I

Die durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion (39.4) (mit f= 0 fiir
alle iibrigen x) bestimmte Verteilung heiflt die Bernoulli- oder Bino-
mialverteilung. Sie ist wohl die wichtigste diskrete Verteilung. Das
Eintreffen des genannten Ereignisses 4 wird gewéhnlich als Erfolg
bezeichnet und das Nichteintreffen als Mifierfolg. Die Zahl p heiBt die
Erfol hrscheinlichkeit beim Einzelversuch, Fin solches Experiment,
bei dem nur zwei verschiedene sich gegenseitig ausschliefende Ereig-
nisse eintreffen kinnen, heiBt ein Barnoulli-Exporiment, nach Jaxos
BerxouLLI, der sich zuerst mit solchen Experimenten befaft hat.

Aus der Definition der Binomialkoeffizienten folgt unmittelbar

(39.5) (x-tl) == ::T(:)

Damit erhalten wir die niitzliche Rekursionsformel

(89.6) fle + 1}=(::;?)§f(x} (m= 0/ 13y mi =1y,

Aus (39.4) ergibt sich die Verteilungsfunktion F(z) — 0 fiir & < 0
und

(39.7) F(z) = > (:) pEghsk fir @ = 0,

k=x



110 Kap. B, BPEZIELLE DISKRETE VERTRILUNGEN
04

0.2 p=0,1

0.4

ol I p=0,25
|

0 1
0 3 x—
04 -
02 ' l p= 0.5
| s | |t
0 5 e
04 -
0.2 l P 0,75
0 1 I |
] 5 X ——
04

02 p=0°9

o 1 I
0 3 X —-

Abbild 89.2. Wahrscheinlichkeitsfunktion (39.4) der Bi inlverteilung fiir
#n =5 uua verschiedene Werte von p

wobei also iiber alle nichtnegativen ganzzahligen k zu summieren ist,
die hochstens gleich o sind.

Zahlentafeln findet man in Anhang b (Tafel 1d) und in [19] (siche
Anhang 3).
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Aufgaben zu Abschnitt 39

39,1 Man gewinne (39.5) aus (38.1).

89.2 Man zeichne f(x) fiir n = 8 und p = 0,2, 0,3, 0,4, 0,6, 0,7, 0,8 (vgl.
Tafel 1d in Anhang 5).

89.3 Vermoge (39.6) verschaife man sich einen qualitativen Uberblick iiber
das Verhalten der Funktionswerte von f(z) bei festem » und p. Wo hat f(x)
ein Maximum 7

894 Man berechne und zeichne f(x) und F(z) fiir n = 4 und p = 0,15.

89.5 Man zeige die Richtigkeit der folgenden Formeln fir die Wahrschein-
lichkeiten der jeweils genannten Anzahl der Erfolge bei n Ausfiihrungen eines
BerNoULLI- Experimentes mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p beim Einzelver-
such und ¢ =1 — p.

Hiichstens m Erfolge:

m
P(X =m) = g_‘ (:)pkqn—t = F{m).
=0
Mindestens | Erfolge:

n
(89.8) PX =)= g;(:)p*g"—f =1 — F{—1).
Mindestens 1 Erfolg: i
(89.9) P(X =1)=1—F(0) =1 —g".

Mindestens ! und héchstens m Erfolge:

(39.10) PI=X =m) =;;(:)p"'q"_k = Fm) — F(l —1).

40 Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung

Formeln fiir den Mittelwert und die Varianz der Binomialverteilung
erhalten wir am einfachsten unter Benutzung der momenterzeugenden
Funktion G(f). Gemill (33.1) und (39.4) ist

& L "-‘- = T =X
(40.1) a) = =4 (x)pq .

Dies kénnen wir auch in der folgenden Form schreiben:

Sy 1 —z

6t = 3 (") were—.
Auf Grund der binomischen Formel (38.3) gilt daher
(40.2) a) = (pe' + )"
Differentiation ergibt

() =n(pe + g " pe, also  G(0) =np,

denn es ist p + ¢ = 1. GemiiB (33.3) hat die Binomialverteilung dem-
nach den Mittelwert
(40.3) no=np.
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Ahnlich erhilt man fiir die Varianz den Ausdruck
(40.4) o =npyq.
Denn durch Differentiation von &'(t) ergibt sich zunichst

@) =nln — 1) (pe' + 9)"* (pe')® + n(pe' + 9" pe’.
Unter Benutzung von (83.2) wird also
B(X?) = G(0) =n(n — 1) p* + np.
Setzen wir dies in (31.5) ein, so folgt
ot = E(X®) — i =n(n — 1) p* + np — n*p? = npy.

41 Einige Anwendungen der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung spielt beim Ziehen mit Zuriicklegen (vgl,
Abschn. 19) eine Rolle. Gegeben seien N Dinge, z.B. Schrauben,
darunter 3 unbrauchbare (,, dusschuf). Die Wahrscheinlichkeit, beim
zufilligen Herausgreifen einer Schraube eine unbrauchbare zu erhal-
ten, ist dann gleich

P =W‘

Also ist die Wahrscheinlichkeit, bei » Ziigen mit Zuriicklegen genau
unbrauchbare Schrauben zu erhalten, gemifl (39.4) gleich

(41.1) flz) = (:) (‘;,i) (1 2 %)H :

Praktisch wichtiger ist das Ziechen ohne Zuriicklegen. Das fiihrt
aber auf eine kompliziertere Verteilung, und in Fillen, in denen sich
diese Verteilung nicht sehr von der Binomialverteilung unterscheidet,
benutzt man daher lieber die letztere. Einzelheiten folgen in Abschn. 45
und 46.

Beispiel 41.1. Aus einem Skatspiel werden nacheinander 6 Karten mit
Zuriicklegen gezogen. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit P, dabei mindestens
3 Asse zu ziehen ?

Unter den N = 32 Karten sind M = 4 Asse. Also ist p = 1/8, ¢ = 7/8 und

]
o f By ANk T\6—E 7638
G= > ()@ &) —speas ~ 2%
Viele Bpiele, bei denen mehr als 2 Ereignisse eintreffen konnen,
lassen sich als BErRXovuLLI-Experimente behandeln. Hierzu faft man
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alle Ereignisse, die fiir einen bestimmten Spieler zum Gewinn des be-
treffenden Spiels fithren, zu einem Ereignis 4 (,,Erfolg*) und die tibri-
gen, die zum Verlust fithren, zu einem Ereignis B (,,Miferfoly™) zu-
sammer.

Beispiel 41.2, Mit welcher Wahrscheinlichkeit P erzielt man bei 3 Wiirfen
eines regelmiiBigen Wiirfels mindestens eine Fiinf oder Sechs ?
Beim einzelnen Wurf hat das Ereignis

A: Finf oder Sechs
die Wahrscheinlichkeit p = 2/6 = 1/3. Also ist ¢ = 2/3, und aus (39.9) folgt

i 2y 48 o
P—i—(?) =37 ~ 70%.

Beispiel 41.8. Wie groli ist die Wahrscheinlichkeit P, mit 10 Schiissen aus
einem eingespannten Gewehr ein gegel Ziel igstens einmal zu treffen,
wenn die Treffwahrscheinlichkeit je Sehufl 1/10 betriigt ?

Mit n = 10, p = 0,1, also ¢ = 0,9, erhalten wir aus (39.9) die Antwort

P =1 — (0,91 =~ 0,65.

Einige weitere Anwendungen illustrieren die folgenden Aufgaben.

Aufgaben zu Abschnitt 41

41.1 Wie grofBist die Wahrscheinlichkeit, daf in einer Familie mit 4 Kindern
() 2 Jungen und 2 Midchen, (b) 3 Jungen und 1 Midechen, (¢} lauter Jungen
sind, wenn man annimmt, daf Jungen- und Madchengeburten gleichwahr-
scheinlich sind und Unabhangigkeit besteht ?

41,2 Man zeige, dafl (39.4) fiir p = 0,5 die folgende einfache Form gewinnt:

1@ =5(0)-

41.3 Wie groB ist dic Wahrscheinlichkeit, daf i 14 von 15 Mel-
ergebnissen eine geradzahlige letzte Ziffer besitzen (wie ich dies unlingst in
einer Fachzeitschrift sah), wenn gerade und ungerade letzte Ziffern gleichwahr-
scheinlich sind 7

41.4 Sechs unter den acht am 1. 10. 1961 in der Universitiits-Frauenklinik
Graz geborenen Kindern waren Jungen. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit
eines solchen Ereignisses, wenn Jungen- und Midchengeburten gleichwahr-
scheinlich sind ?

41.5 Bei einem Experiment sei die Wahracheinlichkeit, einen positiven bazw.
einen negativen MebBwert zu erhalten, jeweils gleich 1/2. Wie gro8 ist dann die
Wahrscheinlichkeit, bei 9 Ausiiihrungen des Experimentes hichstens einen ein-
zigen negativen Wert zu erhalten ?

41.6 Welche Anzahl von ,,Képfen hat bei 2, 4, 10 bzw. 100 nacheinander
ausgefiihrten Minzenwiirfen die grofte Wahrscheinlichkeit ?

8 Kroyselg Methoden
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41.7 Man ziehe nacheinander 4 Kugeln mit Zuriicklegen aus einer Schachtel,
die Kugeln enthiilt, von denen der dritte Teil rot sind, und notiere die Anzahl
gezogener roter Kugeln. Man fithre diesen Versueh 81mal aus und vergleiche
die erhaltene Verteilung mit der theoretischen.

41.8 Man benutze in Aufgabe 41.7 statt der Kugeln die Ziffern der Tafel 5
in Anhang 5, indem man zum Beispiel 3, 6, 9 an die Stelle der roten Kugeln
treten laBt, 1, 2, 4, 5, 7, 8 an die Stelle der anderen und 0 weglift.

41.9 Durch Versuche sei festgestellt worden, daB 5% der Zwiebeln einer
groBen Menge einer bestimmten Blumenzwiebelsorte nicht keimen. Diese Zwie-
belsorte wird in Zehnerpackungen auf den Markt gebracht, und es wird eine
Keimgarantie von 90% gegeben. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine
bestimmte Packung dieses Garantieversprechen nicht erfiillt ?

41,10 Wie andert sich die Lage in Aufgabe 41.9, wenn eine Keimgarantie
von nur 80% gegeben wird ?

41,11 Fiinf Arbeiter, die unabhiingig arbeiten, benétigen elektrischen Strom,
und zwar jeder mit Unterbrechungen durchsehnittlich etwa 10 Minuten je
Stunde. Geniigt es, die Stromversorgung so einzurichten, daf 3 Arbeiter gleich-
zeitig Strom entnehmen kinnen, oder entstehen dann erhebliche Wartezeiten,
indem 4 oder 5 Arbeiter gleichzeitig Strom entnehmen wollen

41,12 Wie viele Schiisse sind notwendig, um mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,9 wenigstens einen Treffer zu erzielen, wenn die Trefiwahrscheinlichkeit
je Schul} gleich 0,1 ist ?

41,18 Beieinem ProduktionsprozeB trete auf lange Dauer 59 Ausschull auf,
und es bestehe Unabhiingighkeit zwischen der Herstellung der einzelnen Stiicke.
Man bestimme und zeichne die Wahrscheinlichkeit, unter 10 Stiicken 0,1, 2, ...,
10 Ausschufstiicke zu erhalten.

41,14 Bei einem Fabrikationsproze elektrischer Sicherungen will man errei-
chen, daB hichstens 1%, der Produktion Ausschul ist. Hierzu kontrolliert man
den ProzeB stiindlich, indem man aus der Produktion der letzten Stunde
10 Sicherungen zufiillig auswihlt und priift. Sind nicht alle diese 10 Sicherungen
brauchbar, so stoppt und iiberpriift man den Prozel. Man berechne die Wahr-
scheinlichkeit, daB der ProzeB nicht gestoppt wird, wenn tatsiichlich einmal
29 AusschuB produziert wird. Auf Grund des Ergebnisses fillle man ein Urteil
iiber die ZweckmiiBigkeit des Verfahrens.

41.15 Die sogenannte Pascal-Verteilung hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(41.2) f{xjm(""'z"i)pkgz, T 0

Man iiberlege sich, daB dies die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens des k-ten
Erfolges bei der (k+xjten Ausfilhrung eines BErNoULLI-Experimentes ist.
k ist fest vorgegeben. p ist die Erfolgswahrscheinlichkeit beim Einzelversuch.
(Dies izt ein einfaches ,,Wartezeitproblem®.)

41.16 Man iiberloge sich, daB die geometrische Verteilung cin Sonderfall der
Pascar-Verteilung ist.
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42 Poisson-Verteilung

Bei vielen Anwendungen, die mit BerNoULLI-Experimenten zu-
sammenhingen, ist die Erfolgswahrscheinlichkeit p beim einzelnen
Bxperiment klein, der Erfolg also ein seltenes Ereignis, wahrend die
Anzahl » der Ausfithrungen sehr groB ist. In einem solchen Falle
bringt es Vorteile, die Binomialverteilung mit ihren fiir grofles »
recht unbequemen Binomialkoeffizienten durch die Verteilung zu
approximieren, die sich ergibt, wenn p gegen null und » gegen unend-
lich strebt, und zwar derart, daB der Mittelwert
(42.1) po=mnp
gegen einen endlichen Wert strebt.

Um die genannte Verteilung zu gewinnen, gehen wir von der
Wahrscheinlichkeitsfunktion (39.4) der Binomialverteilung aus. Wegen
(42.1) ist

i 7
iy also  p

5’
und weiterhin
Al S o T __.ﬁ Fl—x_ _En Hﬁ—ﬁ
= ma-pren o8] <] -2
Setzen wir dies in (39.4) ein, so gewinnt (39.4) sofort die Form
pram —1)---(n—z+ 1)[1 12 g}"{l A ,u}“
n

zl n* n

Fiir n - oo strebt
ap—1):--n—z+1) (n In—l_ fn—=z+1 1
n® T\ n T

der Ausdruck in der eckigen Klammer gegen e und der Ausdruck
in der geschweiften Klammer gegen 1. Also strebt (39.4) dann gegen
die Funktion

(42.2) flz) = i‘—:e"‘ ik i)

Die durch diese Wahrscheinlichkeitsfunktion gegebene diskrete Ver-
teilung heifit die Poisson-Verteilung. Sie wurde von S.D. Poissox
im Jahre 1837 eingefithrt. Zahlenwerte enthilt die Tafel 2 in An-
hang 5.

Die Verteilung hat den Mittelwert , wie aus der Herleitung folgt
und im iiberniichsten Abschnitt auch noch direkt bestitigt wird.
B*
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Tab. 42.1 illustriert, daB die Binomialverteilung durch die Poissox-
Verteilung auch bei relativ kleinem 2 schon recht gut angeniihert

wird.

Zum ersten Male bei unseren Uberlegungen begegnen wir hier dem
wichtigen Sachverhalt, daf sich gewisse Verteilungen in speziellen Fillen
(Grenzfillen) durch andere, unter Umstinden cinfachere Verteilungen

approximieren lassen.

Tabelle 42.1. Zur Approximati

der Bi inlver

durch die Porsson-Verteilung

Binomialverteilung Poisson-
x 1 1 1 Verteilung
n=4, P=-—= | ﬂ=3.'p=v§ n=‘100.p=m =1
0 0,316 l 0,344 0,366 0,368
1 0,422 0,303 0,370 0,368
2 0,211 0,196 0,185 0,184
3 0,047 0,056 0,081 0,061
4 0,004 0,010 0,015 0,015
bl - 0,001 0,003 0,003
0.5 |
p=0,5
. Jork
1 P 5 X —-
it
’ 45 2 x =
L O TN
0 i 5 el

Abbildung 42.1. Wahrscheinlichkeitsiunktion (42.2) der Porsson-Verteilung fiir
verschiedene Mittelwerte
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Aus (42.2) erhalten wir die Verteilungsfunktion

(42.3) Fx) = e—”g";i; fiir # = 0

=T

und F(x) = 0 und fiir 2 < 0.

43 Anwendungen der Poisson-Verteilung

Die Porssox-Verteilung ist ein im Zusammenhang mit verschieden-
artigen praktischen Problemen vielseitig verwendbares Modell. Drei
typische Anwendungen zeigen die Tab. 43.1 —48.3. In Tab. 43.1 ist

1
s b - 2.9 i . = 0,6
x—200(1 66 4-2.22 4+ 3.3 44.1) =0,61.
Nimmt man dies als g in (42.2) und multipliziert mit der Gesamtzahl
von Jahren (200), so erhilt man die in der letzten Spalte angegebenen
Werte. Entsprechend ergibt sich die letzte Spalte in Tab, 43.2 und
43.3.

Tabelle 43.1. Tote durch Hufschlag in 10 preubischen

Kavallericregimentern withrend 20 Jahren (L. v. Bomt-
KIEWICZ, Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig, 1598)

Anzahl von Jahren mit = Toten

. pro Regiment pro Jahr
Theoretisch
ebachier {abgerundet)

0 109 | 109

1 (it | (i3}

2 22 | 20

3 3 | 4

4 1 | 1

| =5 0 | 0

Ein weiteres Beispiel ist die Verteilung von Bomben in einem Ziel-
gebiet, das man quadratisch unterteilt hat, wobei die Quadrate die
entsprechende Rolle spielen wie die Zeitintervalle in den Tabellen.
Die Verteilung von Druckfehlern pro Seite in Biichern, Unkraut-
samen unter dem Weizen, Rosinen in einem Kuchen und Fadenbriiche
pro Zeitspanne in einer Spinnerei lieBen sich als weitere Beispicle an-
fithren.
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Es ist also G'(0) = p und wegen (33.2) weiterhin
B(X?%) =G"(0) = p + .
Demnach hat die Poisson-Verteilung wegen (31.5) die Varianz

(44.3) o = u.
Aus (44.2¢) folgt mit (33.2) und (31.6) weiterhin
(44.4) B(X — pP) =n,

wie man leicht nachrechnet. Die Porsson-Verteilung hat also gemil
(32.1) die positive Schiefe
1

44.5 y=—
(44.5) M=
Mit wachsendem p strebt p gegen null. Es gilt:

Fiir grofle Werte von p ist die Porssox-Verteilung nakezu symmetrisch.
(Vgl. Abb. 42.1.)

Aufgaben zu Ahschnitt 44

44.1 Man leite (44.1) her.

44.2 Aus (44.2a) sicht man, daB der Parameter p tatsiichlich der Mittelwert
der Pomsson-Verteilung ist. Warum ¥

44,8 Aus (44.1) gewinne man mittels (34.5) diec momenterzeugende Funktion
G*(r) der Variablen X — g und hieraus (44.3) vermoge (34.6).

44.4 Man bestiitige (44.4) durch Nachrechnung.

45 Hypergeomeirische Verteilung

Eine Schachtel enthalte N Dinge, z. B. Schrauben, darunter M
unbrauchbare (,,Ausschufi*). » Schrauben werden nacheinander zu-
filllig gezogen. Wic grofi ist die Wahrscheinlichkeit, dabei genau x
unbrauchbare Schrauben zu erhalten ?

Ziehen wir mit Zuriicklegen, so ist die Antwort durch (41.1) gege-
ben. Ziehen wir ohne Zuriicklegen, so lautet dic Antwort

(Jl{) (N - .('lf)

(45.1) fl) = x—;i G —=10,1, 2 ).
()
n
Dies folgt aus Satz 36.2 (vgl. Aufgabe 45.1). Die Verteilung mit der

Wahrscheinlichkeitsfunktion (45.1) heilit die hypergeometrische Ver-
teilung, Der Name riihrt daher, daB sich die zugehorige moment-
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erzeugende Funktion durch die hypergeometrische Funktion ansdriik-
ken liBt. Wir gehen hierauf nicht niher ein. Diese Verteilung spielt
also beim Ziehen ohne Zuriicklegen dieselbe Rolle wie die Binomial-
verteilung beim Ziehen mit Zuriicklegen. Ubrigens kann f(z) fiir einige
der angegebenen x auch null sein, wie man aus (38.6) sieht.

Die hypergeometrische Verteilung hat den Mittelwert

M

(45.2) =Ry

(vgl. Aufgabe 45.3) und die Varianz (vgl. Aufgabe 45.4)

aM(N — M) (N —n)

Aufgaben zu Abschnitt 45

45.1 Man beweise dic Behauptung, die (45.1) enthilt.

45.2 Man berechne und zeichne f(x) fiir N =12, =8 und verschiedene M,
etwa M = 3,4, 6 (vgl. Tafel 1c in Anhang 5).

45.3 Man gewinne (45.2) aus (28.1a) unter Benutzung von (38.8).

45.4 Man beweise (45.3). Anleitung: Vermoge (38.8) zeige man, dafl

EX[X —1])=n(n — 1) M(M —1)[N(N —1)

ist. Dann beniitze man (31.7) in Aufgabe 31.5.

45.5 Aus einem Skatspiel werden nacheinander 6 Karten ohne Zuriicklegen
gezogen. Wie grol ist dic Wahrscheinlichkeit P, dall mindestens 3 der gezogenen
Karten Asse sind ?

45,6 Aus einer Urne, die 9 blaue und 3 schwarze Kugeln enthilt, werden
8 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Wie groll ist die Wahrscheinlichkeit, daB
genau « der gezogenen Kugeln blau sind ?

45.7 Eine Firma liefert Dichtungen in Packungen zu 100 Stiick. Eine Pak-
kung darf laut Liefervertrag hochstens 109, Ausschuf enthalten. Jede Packung
wird gepriift, indem man 10 Stick zufillig und ohne Zuriicklegen entnimmt.
Sind diese 10 Stiick alle einwandfrei, wird die Packung angenommen. Anderen-
falls wird sie zuriickgewiesen. “’ieﬁgroﬁ ist bei diesem Priifverfahren die Wahr-

heinlichkeit ungerechtfertigter Reklamationen, indem eine Packung zuriick-
gewiesen wird, obwohl sie den Lieferbedingungen entspricht ?

45.8 Wie gro8 ist in Aufgabe 45.7 die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Packung
angenommen wird, obwohl sie 20 defekte Dichtungen enthilt

45,9 Die Priifung in Aufgabe 45.7 (Endkontrolle des Herstellers oder
Abnahmekontrolle des Kunden) verlduft offenbar nach dem folgenden Schema:
Aus einer Partie von N Stiick wird (durch Ziehen ohne Zuriicklegen) eine Stich-
probe von n Stiick entnommen. Enthiilt diese nicht mchr als eine zugelassene
Zahl ¢ fehlerhafter Sticke, so wird die Partie ang nen. Die Wahrscl
lichkeit P, daB eine Partie angenommen wird, heillt die Annahmewahrschein-
lichkeit. Diese ist natiirlich eine Funktion des relativen Anteils M/N der fehler-
haften Stiicke in der gesamten Partie (M = Anzahl fehlerhafter Stiicke in der
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Tabelle 48.2. Zihlung von Alphateilchen (E. Rurng-
¥orD u. H. Geiger, Phil. Mag. (6) 20, 1910, 698)

Anzahl von Zeitintervallen (Linge 7,5 sec)
3 mit « Teilchen pro Zeiti vall

Theoretisch

Beobachtet (abgerundet)
0 57 it s
1 203 210
2 383 407
3 525 526
4 532 509
5 408 304
6 273 254
T 139 140
8 45 68
9 27 29
10 10 11
11 4 4
12 2 it
= 13 0 1

Tabelle 48.8. Verkehrszihlung in Graz, Miinzgraben-
strafle zwischen Brockmanngasse und  Stremayrgasse,
am 28. 9. 1963, 10.20—11.10 Uhr

Anzahl von Zeitintervallen (Linge 30 sec)
- mit = Personenkraftwagen pro Intervall
Theoretisch
Beobachtet (abgerundet)

0 L] G
1 18 17
2 21 24
3 26 22
4 16 15
5 8 9
G 2 4
f 1 2
8 2 A
=9 0 a
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Aufgaben zu Abschnitt 43

48.1 Eine Ladung Saatgut wird in Plundpiickehen verkauft. Jedes Pickehen
enthillt rund 1000 Samenkorner. Von fritheren Priiffungen her sei bekannt, daf
etwa 19 der Kérner nicht der Sorte des Saatgutes angehdren. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, dal in einem bestimmten Péckchen mehr als 10 solche
wiremde** Kérner sind ?

48.2 Seriengefertigte Rundfunkwiderstiinde von 50 Ohm Nennwert werden
in Packungen zu je 100 Stiick geliefert. Dabei wird die Garantie gegeben, daB
alle Widerstinde zwischen 45 und 55 Ohm liegen. Wie groB ist die Wahrschein-
lichl dafl eine besti Packung diese Zusage erfiillt, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, einen Widerstand zu produzieren, der nicht zwischen 45 und
55 Ohm liegt, erfahrungsgemif nur 2%, betrigt ?

48.8 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dafl in einem Dorfe mit 500 Ein-
wohnern wenigstens einer am 24, Dezember Geburtstag hat ?

48.4 Man zeige, daB (42.3) die Beziechung F'{cc) = 1 erfiillt.

43.5 In einer Stadt, die 10000 erwachsene (d. h. mmd.estens 18 Jahre alte)
Einwohner ziihlt, soll das Netz der Omnibuslini lert . Um sich
iiber die dffentliche Meinung zu diesem Vorhaben zu m[orm:cmn \\-Crdcn 100
zufillig herausgegriffene erwachsene Einwohner der Stadt befragt. Wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit, dal sich unter den Befragten weniger als 5 Personen
ablehnend verhalten, wenn 109%, aller Erwachsenen der Stadt das Vorhaben
ablehnen ?

43.6 Es sei bekannt, daB 0,0059% einer Bevblkerungsgruppe jihrlich durch
einen gewissen Unfall getdtet wird. Bei einer Versicherung sind 10000 Personen
aus der genannten Gruppe gegen dicsen Unfall versichert. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, daB in einem gegebenen Jahr mehr als drei dieser Ver-
sicherten durch den genannten Uniall umkommen ?

48.7 Eine Fernsprechvermittlung erhalte wihrend der Hauptbetriebszeit
durchsehnittlich 300 Anrufe stiindlich. Sie kann maximal 10 Verbindungen je
Minute herstellen, Man beniitze die Poisson-Verteilung zur Abschitzung der
Wahrscheinlichkeit, dal die Vermittlung wiithrend einer beliebigen gegebenen
Minute in der Hauptbetriebszeit iiberlastet ist, d. h. mehr Anrufe erhilt, als sie
Verbindungen herstellen kann.

48.8 Fiir welches x hat (42.2) bei gegebenem u den gréBten Wert ?

44 Varianz und Schiefe der Poisson-Verteilung

Gemif (33.1) und (42.2) hat die Pomsson-Verteilung die moment-
erzengende Funktion
(44.1) G(E) = e~ ere!
(vgl. Aufgabe 44.1). Es ist G(0) = 1. Wiederholte Differentiation ergibt
nacheinander @) @) = e e pet — uéda,
(44.2) (b) @'@t) = pe (GO + 6 (1),

(e) @' (t) = pe' [G(H) + 26°(0) + G (t)].
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Partie). Diese Funktion kann man graphiseh darstellen, indem man die Funk-
tionswerte in der iiblichen Weise als Punkte in ein Koordinatensyste triigh.
Die Kurve durch diese Punkte heilit die Annahmekennlinie. Man berechne und
zeichne diese fiir den Fall N = 100, n = 3, ¢ = 0.

45.10 Man besti die Annahmel linie fur den Fall N = 100, n = 4,
¢ =1.

45.11 (Franzisische Lotterie). Bei der bis zum Ende des 18. Jahrhunderts
in Frankreich iiblichen staatlichen Lotterie wurden nacheinander 5 Lose aus
einer Urne mit 90 von 1 bis 90 numerierten Losen ohne Zuriicklegen gezogen.
Der Teilnehmer konnte vor der Zichung 1, 2, 2, 4 oder 5 Karten mit von ihm
genannten Nummern (von 1 bis 90) kaufen. Stimmten die 1, 2, 3, 4 bzw. 5 Num-
mern der gekauften Karten mit den Nummern gezogener Lose iiberein, so erhielt
er das 15-, 270- 5500-, 75000- bzw. 1000000fache des Preises der Karten. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen in jedem der 5 genannten Fille ?

46 Vergleich der hypergeometrischen Verteilung und
der Binomialverteilung

Ist im vorigen Abschnitt n klein gegeniiber N, M und N—M, so
kann man erwarten, daB zwischen den Wahrscheinlichkeiten beim
Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Zuriicklegen kein groBer Unterschied
besteht. In der Tat gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion (45.1) der
hypergeometrischen Verteilung

s e R

(vgl. Aufgabe 46.3 und 46.4). Hierbei ist

M
(46.2) =%

und ¢ = 1 — p. Halten wir » und # fest und lassen N und M derart
gegen unendlich streben, dafl (46.2) einem Wert zwischen 0 und 1
zustrebt, so sehen wir, daB der erste und der letzte Ausdruck in (46.1)
gegen die Wahrscheinlichkeitsfunktion (41.1) der Binomialverteilung
streben. Dies bedeutet praktisch:

Fiir grofles N, M und N—M und im Vergleich dazu kleines n kann
die hypergeomelrische Verteilung durch die Binomialverteilung mit dem
durch (46.2) gegeb p brauchb gendhert werden.

Tab. 46.1 gibt eine Vorstellung von der Giite der Nédherung bei
groBem N. Fiir kleines N ist die Niherung verstindlicherweise nicht
befriedigend (vgl. Tab. 46.2).
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Tabelle 46.1. Werte der Wahrschein-
lichkeitsfunktionen der hypergeo-
metrischen Vertellung mit M = 20,
N = 1000, n = 100 [vgl. (45.1)] und
der Binomialverteilung mit p =0,02

Tabelle 46.2. Werte der Wahrschein-
lichkeitsfunktionen der hypergeo-
metrischen Verteilung mit M = 8,
N =16, n = 8 [vgl. (45.1)] und der
Binomialverteilung mit p = 0,5 und

und n = 100 n=8
Hypergeo- | Bimminlj l Hypergeo- | gBinomial-
£ metrx.sche verteilung T mct.m_sche verteilung
Verteilung Verteilung
0 0,119 0,133 L] 0,000 0,004
1 0,270 0,271 1 0,005 0,031
2 0,288 0,273 2 0,061 0,109
3 0,192 0,182 3 0,244 0,219
4 0,089 0,080 4 0,381 0,273
a 0,031 0,035 b 0,244 0,219
] 0,008 0,011 ] 0,061 0,109
T 0,002 0,003 T 0,005 0,031
B 0,000 0,001 8 0,000 0,004
0.4

B Hypergzeometrische Verteilung

Binomialverteilung

Abbildung 46.1. Werte in Tab. 46.1

(1] 3

X —-

Bl Hypergeometrische Verteilung

Binomialverteilung

Abbildung 46.2. Werte in Tab. 46.2
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Aus dieser Niherung und dem Zusammenhang zwischen der Bino-
mial- und der Poisson-Verteilung ergibt sich weiterhin:

Fir kleines p, grofes n und im Vergleich mit n sehr grofies N lagt
sich die hyper trische Verteilung durch die Poissox-Verteilung mit
1 = np brauchbar anndihern.

Aufgaben zu Ahschnitt 46

46.1 Man zeige, daf die Varianz der hypergeometrischen Verteilung fiir
# = 1 kleiner als die der Binomialverteilung mit p gemiil} (46.2) ist.

46.2 Man zeige, dafl die Verteilungen in Aufgabe 46.1 denselben Mittelwert
besitzen.

46.8 Man leite den zweiten Teil der Doppelungleichung (46.1) her.

46.4 Man gewinne den ersten Teil der Doppelungleichung (46.1).

46.5 Eine Urne enthiilt 4 blaue und 6 schwarze Kugeln. 3 Kugeln werden
nacheinander gezogen. Man betrachte die Zufallsvariable

X = Anzahl der blauen Kugeln unter den gezogenen

und berechne und vergleiche die zugehiirigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
den Mittelwert und die Varianz beim Ziehen mit und ohne Zuriicklegen.

46.6 Man berechne die Annahmekennlinie in Aufgabe 45.9 niherungsweise
unter Benutzung der Binomialverteilung und vergleiche die Ergebnisse.

46.7 Man benutze in Auigabe 46.6 statt der Binomialverteilung die Porssox-
Verteilung.




Kapitel 9
Normalverteilung

Die Gavss-Verteilung oder Normalverteilung wurde von Gauss im
Zusammenhang mit der Theorie der MeBfehler eingefiihrt, auf die
wir spiter (in Kap. 19) eingehen werden. Sie ist die wichtigste stetige
Verteilung. Hierfiir gibt es verschiedene Griinde:

1. Viele Zufallsvariable, die bei Experimenten und Beobachtungen
in der Praxis auftreten, sind normalverteilt.

2. Andere Zufallsvariable sind annihernd normalverteilt. Vermu-
tet man, etwa auf Grund einer Stichprobe, dafl eine bestimmte Grund-
gesamtheit eine eingipflige Verteilung besitzt, ohne daB man Niheres
weill, so fithrt die Annahme, es liege eine Normalverteilung vor, in
vielen Fillen zu sinnvollen und praktisch brauchbaren Ergebnissen.
{Wie man diese Annahme testen kann, lernen wir in Teil II1.)

3. Gewisse nicht normalverteilte Variable lassen sich auf verhilt-
nismiBig einfache Weise derart transformieren, daf die sich ergebende
Variable normalverteilt ist.

4. Gewisse kompliziertere Verteilungen lassen sich in Grenzfillen
durch die Normalverteilung brauchbar annihern. Dies gilt fiir die
Binomialverteilung (siehe Abschn. 50) und hat wichtige Folgerungen,
z. B. das sogenannte Gesetz der groBen Zahlen (Abschn. 51).

5. In Teil 11T werden wir sehen, daB bei statistischen Priifverfahren
und deren Begriindung oft GroBen vorkommen, deren Verteilungen
normal sind oder wenigstens bei gewissen Grenziibergingen einer Nor-
malverteilung zustreben.

Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist ein Integral, das
sich nicht mehr elementar auswerten ldf3t. Numerische Werte kann
man aber der Tafel 3a in Anhang 5 entnehmen. Typische Beispiele
dazu findet der Leser in Abschn. 49. Er sollte sich in diesen handwerk-
lichen Dingen, die man in der Statistik notwendig braucht, griindlich
iiben.
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47 GauB- oder Normalverteilung
Die stetige Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitadichte

1 fx—u\2
(47.1) f(z) =a_|/lﬁs-_2_ ) (—oo << oo, 0>0)

heifit GauB-Verteilung oder Normalverteilung. Eine Zufallsvariable mit
dieser Verteilung heiBt kurz eine normalverteilte Zufallsvariable.
Die Kurve von f(w), die sogenannte Glockenkurye, ist symmetrisch

beziiglich . Das Integral [ |z|f(2)d» existiert. Also ist der Para-

meter x in (47.1) wegen Satz 28.1 tatsichlich der Mittelwert. Abb. 47.1
zeigh f(z) fiir p = 0. Fiir g > 0 bzw. g < 0 erhiilt man Kurven der-
selben Form, die lediglich um den Betrag |u| nach rechts bzw. links
verschoben sind.

Abbildung 47.1. Wahrscheinlichkeitsdichte (47.1) mit g = 0 fiir verschiedene
Werte o
DaB der Parameter ¢ in (47.1) tatsiichlich die Standardabweichung
ist, zeigen wir spiiter (in Aufgabe 48.3). Je kleiner o2 ist, desto groer
ist das Maximum von f(z) und desto rascher fillt die Kurve nach bei-
den Seiten hin ab, wie Abb. 47.1 veranschaulicht. Dies ist auf Grund
der Bedeutung der Varianz verstindlich.

48 Verteilungsfunktion der Normalverteilung

Wie wir aus (47.1) ersehen, hat die Normalverteilung die Vertei-
lungsfunktion

(48.1) =l el
o

VEE —ZL e a )ndu,

Besitzt eine Zufallsvariable X diese Verteilung, so ist die Wahrschein-
lichkeit, daBl X irgendeinen Wert aus einem Intervall a < X = b
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Abbildung 48.1. Dichte f(z) und Verteilungsfunktion @ (z) [vgl. (48.3)] der Nor-
malverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1

annimmt, also gemdB (26.3) durch

(482) Pla<X<bh)=F(@) —Fa)=—7r—[¢

gegeben.
Das Integral in (48.1) lifit sich zwar nicht mehr elementar auswer-
ten, kann aber durch das Integral (sieche Abb. 48.1)

1 S
(48.3) B (2) = 7o i e ¥,
also durch die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit dem
Mittelwert 0 und der Varianz 1, ausgedriickt werden, deren Werte
vertafelt sind (s. Tafel 3a in Anhang 5). Hierzu brauchen wir in (48.1)
nur

o
Gl
a
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zu setzen. Dann wird dufdv = 1fo oder dv = o du. Der Integration
itber » von — co bis & entspricht die Integration iiber # von — oo bis

T —p
—

2=

Aus (48.1) erhalten wir demnach
1 G—mE
Flo) = _i e P du.
Rechts steht nun gerade die Funktion (48.3) mit z = (x — u)fo. So
ergibt sich die grundlegende Beziehung

(48.4) Flo) = qs(f__g.f‘..),

Die Anwendung dieser fiir den Praktiker auBerordentlich wichtigen
Formel besprechen wir im ndchsten Abschnitt ausfithrlich.
Mit (48.2) folgb aus (48.4) weiterhin

(485) | Pla < X <b) = F(b) — F(a) = (.“ ;_.u_] 7 rp(“—_#) _

Damit kann man Wahrscheinlichkeiten normalverteilter Zufalls-
variablen unter Benutzung der Tafel 3a in Anhang 5 berechnen. Bei-
spiele folgen noch.

Insbesondere hat die rechte Seite von (48.5) fir ¢ = ¢ — ¢ und
b = p + odie Form @(1) — @(—1),fira = p — 2ound b = 4 + 2¢
die Form @(2) — &(—2), usw. Die Zahlenwerte stehen in Tafel 5a,
und so erhalten wir insgesamt aus (48.5) die Formeln

(a) Plp—0<X =p+o0)~68%
(48.6) (b) Plp —20< X = pu -+ 20) ~ 95,59%
(¢) Plp —3c< X =p+ 3a) =99.7%.

Mclm kann also erwarten, daf sich die beobachteten Werte einer normal-
verteilten Zufallsvariablen X bei einer grofen Anzahl wvon Versuchen
ungefdhr folgendermaflen verleilen:

(a) Etwa 2/3 aller Werte liegen zwischen p — ¢ und p + o.

(b) Etwa 95%, aller Werte liegen zwischen p — 2¢ und p + 20.
(c) Btwa 99°(,9%, aller Werte liegen zwischen p — 3o und p + 3o.



Angoisrer 48. VERTEILUNGSFUNKTION DER NORMALVERTEILUNG 129

Dies kann man auch so ausdriicken:

Eine Abweichung um mehr als ¢ vom Mittelwert ist etwa einmal bei
je 3 Versuchen zu erwarten, eine Abweichung um mehr als 2¢ etwa nur
einmal bei je 22 Versuchen und eine Abweichung um mehr als 3¢
etwa nur einmal bei je 370 Versuchen. Praktisch sind also so gut
wie alle Werte zwischen den ,,30-Grenzen® g — 3¢ und %+ 3¢ zu
erwarten,

687

16 16%,

Bo B pro
(a)
Abbildung 48.2. Zu Formel (48.6)

Ganz iihnlich wie (48.6) ergeben sich aus (48.5) die ebenfalls fiir die
statistische Praxis wichtigen Formeln

(@) P(p — 1,960 < X < p + 1,960) = 95,
@87) | (0) P(u — 2,580 < X < u + 2,580) = 999,
(c) P{u — 8,290 < X < p -+ 3,200) = 99,99 .

Aufgaben zu Abschnitt 48
48,1 Man beweise
L e g

48.8 B(oo) = —ae e it dy =g,
(48.8) Gl Il
Anleitung: Man bilde @2(co) und fithre in dem Doppelintegral Polarkoordinaten
ein.

48.2 Man zeige, daf die Kurve der Funktion (47.1) zwei Wendepunkte hat,
die bei # = p + o liegen.

48.8 Unter Benutzung von Teilintegration und (48.8) beweise man, dal der
Parameter ¢ in (47.1) tatsiachlich die Standardabweichung ist.

48.4 Man beweise ;
(48.9) B(—z) =1 — B(2).

48,6 Es sei X normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1, Man
zeige, dall dann P{—e¢ = X = ¢) = y gleichbedeutend ist mit D) = (1 +9)/2.

48.6 Es sei X normalverteilt mit dem Mittelwert g und der Varianz o, Fiir
welches ¢ wird P(e = X = ¢ + a) bei fest gegebenem positiven @ am grofiten ?
it Kreyszlg, Methoden
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49 Zum Gebrauch der Tafeln 3a und 3h in Anhang 5

Die folgenden Beispiele sind typisch. Sic sollen dem Leser Gelegen-
heit geben, sich im Gebrauch der Tafeln 3a und 3b in Anhang b zu
iiben. Das ist fiir die Praxis sehr wichtig.

Beispiel 49.1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit

(a) P(X = 2,44) (b) P(X = —1,16) (e} P(X =1,923)
(@) P(X =1) (&) P(X = —29) ) P2 =X =10)

fir eine normalverteilte Zufallsvariable X mit dem Mittelwert 0 und der
Varianz 1 ?

Da g = 0 und o* = 1 ist, so konnen wir die gesuchten Zahlen direkt aus
der Tafel 3a in Anhang 5 entnchmen:

(a) 0,9927

(b} 0,1230

(e) 0,9728  (durch lincare Interpolation)

(@)1 — P(X 1) =1 — 0,8413 — 0,587 [vgl. (21.1)]

(e) 1 — P(X = —2,9) =1 — d(—2,9) — 0,0081

() @(10) = 1,0000 (wieso?), B(2) — 0,9772, B(10) — B(2) — 0,0228,

Beispiel 49,2, Man bestimme die sechs im vorigen Beispiel genannten Wahr-
scheinlichkeiten fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X mit demn Mittelwert
= 0,8 und der Varianz o? = 4.

Aus (48.5) und Tafel 3a in Anhang 5 ergibt sich nun:

(@) F(2.44) = o (24 3'39) = ®(0,82) = 0,7939
(b) F{—1,16) = @(—0,98) = 0,1635
(e) F(1,923) = &(0,5615) = 0,7128
()1 —PX S1)=1—F(1) =1 — ®(0,1) = 0,4602
—2,9— 0,8
Bl =BT s =20) =1 @ (=t e ): 1 — @(—1,85) = 0,9678
(f) F(10) — F(2) = ®(4,6) — P(0,6) = 1 — 0,7257 — 0,2743.

Belspiel 49.8. Wie grof muf} die Konstante ¢ sein, damit
(a) P(X = o) = 109, (b) P(X = c) = 59
(e} P(0 =X = c) =459 (d) P(—c =X =¢) = 099
gilt ? X sei hierbei normalverteilt mit dem Mittelwert # =0 und der Varianz
of =1,

Aus Tafel 3b in Anhang 5 folgt:

(8) 1 —P(X =¢)=1—D(e) = 0,1, Dlc) = 0,9, ¢ = 1,282
(b) ¢ = —1,645 :

(e) (e) — B(0) = D(e) — 0,5 = 0,45, D(c) = 0,95, 0 = 1,645
(d) ¢ = 2,576.
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Beispiel 49.4. X sei normalverteilt mit dem Mittelwert 4= —2 und der
Varianz ¢® = 0,25. Man bestimme ¢ derart, daB folgendes gilt:

(a) P(X =0) =02

(b) P(—e S X = —1) = 05

(€) P(—2 —csX = —2+4+¢)=1040

(d) P(—2 —c S X = —2 + ¢) = 99,69,

Wir benutzen Tafel 3b in Anhang 5 und erhalten:

@1—PX<d)=1- q'»(f’.-+_2) = 0,2, §(20 + 4) = 0,8,

0,5
2e+ 4 =0,842 ¢ = —1,579

—142 —c+ 2 Ay il
{b)q)(—- o )—qs aal _)_0,9772 D4 — 2¢) = 0,5,

P4 — 2¢) = 0,4772, 4 — 2¢ = —0,067, ¢ = 2,03

—_— -+ 2 —_— -
(e) qb(. 2 3_,; t :) 2 @(n 2 = ,-_2) = B(26) — D(—20) = 0,9,
2¢ = 1,645, ¢ = 0,823

(d) D(2¢) — B(—2c) = 99,6%, 2c = 2,878, ¢ — 1,439.

Beispiel 49.5. Eine Metallhobelmaschine stellt Platten her. Kein Produk-
tionsvorgang ist so vollkommen, daB alle Stiic ganz gleich ausfallen. Material
und Maschine bedingen eine gewisse Variabilitat, die wir als zufillig ansehen
miissen, weil sie durch winzige Stérursachen bedingt ist, die wir gar nicht alle
kennen, geschweige denn in ihrer Wirkung vorherbestimmen kénnen. So lifit
sich die Plattendicke X [mm] als Zufallsvariable auffassen, die von Platte zu
Platte etwas andere Werte annimmt. X sei normalverteilt und habe bei einer
bestimmten Maschineneinstellung den Mittelwert g = 10 mm und die Stan-
dardabweichung ¢ = 0,02 mm.

Wieviel Prozent Ausschufl sind dann zu erwarten, wenn die Platten (a) min-
destens 9,97 mm stark sein sollen, (b) héchstens 10,05 mm stark sein diirfen,
(¢) um maximal + 0,03 mm vom Sollwert 10 mm abweichen diirfen ? (d) Wie
mu man die Toleranzgrenzen 10 — ¢ und 10 =+ ¢ withlen, damit man nicht
mehr als 5% AusschuB erhiilt ? (e) Wie dndert sich der Ausschuliprozentsatz
fiir die in Frage (d) besti Toleranzg, » wenn sich u (zum Beispiel
infolge Abnutzung des Hobelstahls) nach 10,01 mm verschiebt ?

Aus (48.5) und Tafel 3a in Anhang 5 folgt:

(a) P(X =0,97) = qr(ﬂ'_‘”_o;j;."_-i‘ﬂ) = B(—1,5) = 0,0668 = 6,79

(b) P(X =10,05) = 1 — P(X < 10,05) = 1 — a:a(f-?'”—o'_w)‘--"\f@)

1 —@(2,5) =1 — 0,9038 = 0,69,
10,03 — 10,00 9,97 — 10,00
(c) P(9,97 = X =10,03) — q»( ._0_0-2._.) oy ¢»(._0_02_)
= @(1,5) — ®(—1,5) = D(1,5) = 0,8664.
Die Antwort lautet also 1 — 0,8664 = 139,
(d) 95% der Platten sollen Stiirken zwischen 10 — ¢ und 10 + ¢ aufweisen,
0%

]
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Aus (48.7a) folgt demnach ¢ = 1,96¢ = 0,039. Die Grenzen sind also 9,961 mm
und 10,039 mm.
(e) P(9,061 = X =< 10,030) — qs(w.'—”f”—-“ -1329”-') - —’3’9“-‘--?.0'019)
0,02 02
= B(1,45) — D(—2,45) = 0,0265 — 0,0071 — 929,

Der zu erwartende AusschuBanteil erhoht sich auf 8%, also betrichtlich.

Aufgahen zu Abschnitt 49

49.1 Man beantworte die Frage (b) in Beispiel 49.1 und die Frage (a) in
Beispiel 49.3 niherungsweise, indem man Abb. 481 beniitat,

49.2 Man veranschauliche das Erpebnis in Beispiel 49.5, Frage (e), indem
man die Kurven der Dichte in Frage (d) und (e) in ein gemeinsames Koordina-
tensystem zeichnet.

49.8 Man gewinne die Antwort auf Frage (d) in Beispiel 49.5 aus Tafel 3b.

49.4 Wie stark verringert sich der AusschuBanteil in Beispiel 49.5, Frage (c),
wenn man eine bessere Hobelmaschine einsetzt, bei der ¢ — 0,01 mm ist ¢

49.5 Wie grofl miiite ¢ in Beispicl 49.5, Frage (¢}, sein, damit man nur 19}
AusschuB erhilt ?

40.6 Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit dem Mittelwert 10. Wie
grof darf o hochstens sein, damit die Wahrscheinlichkeit, daf X irg i
Wert @ = 15 annimmt, nicht groler als 59 ist ?

49.7 Wie iindert sich das Ergebnis in Aufgabe 49.6, wenn man = 15 durch
& = 11 ersetzt ?

49.8 Im Kriege mubliten die Brotchen durchschnittlich 50 g wiegen. Ein
Biicker, der bewuBt etwas leichtere Brotchen herstellte, las die ganz leichten
aus, wenn er merkte, daB die Kontrolle kam. Wie kénnte der Kontrolleur diesen
Sehwindel vermuten, wenn er weill, daB das Brotehengewicht etwa normalver-
teilt sein muf?

49.9 Eine Firma stellt Luftpostumschlige her, deren Gewicht erfahrungs-
gemil normalverteilt ist mit dem Mittelwert p — 1,95 g und der Standard-
abweichung o = 0,05 2. Wie viele Umschliige, die 2 g oder mehr wiegen, mull
man dann in einem Pickchen von 100 Umschligen etwa mit in Kauf nehmen ?

49.10 Die Variablen X, und X, seien normalverteilt mit dem Mittelwert
#g = 10 bzw. u, == 20 und derselben Varianz o = 36. Man bestimme die Zahl ¢
derart, dal die Wahrscheinlichkeit &, mit der X, irgendeinen Wert groBer als ¢
annimmt, nur 5% betrigt. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit £, dal X,
irgendeinen Wert grofer als ¢ annimmt ? Man skizziere die beiden Dichten und
¢ in einem gemei Koordinatensystem und deute & und § als Flichen-
inhalte anschaulich.

49.11 Wie éndert sich # in Aufgabe 49.10, wenn man o® verkleinert, indem
man z. B. g* = 4 wiihlt ?

49.12 Die Zufallsvariable ¥ sei normalverteilt mit dem Mittelwert x und der
Varianz 4% Man setze ¥ = In X und zeige, dall X dann die Dichte

1 jinz—x\2
(49.1) fla) = ;_.e_'?(T)
A 2x

fiir > 0
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und f{z) = 0 fiir x < 0 hat. Diese Verteilung heift die logarithmische Normal-
verteilung.
49.13 Man zeichne die Dichte der logarithmischen Normalverteilung mit
=0 und i =1.
49.14 Man zeige, daB die logarithmische Normalverteilung den Mittelwert
p=e"t 3
hat.

50 Anniiherung der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung

Wie wir aus Abschn. 39 und 40 wissen, hat die Binomialverteilung
die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(50.1) fla) = (:)p’g"’"’ (z=0,1,...,n),
den Mittelwert

(50.2) B =np

und die Varianz

(50.3) o = npgq.

Far grofe Werte von n lifit sich die Binomialverteilung durch die
Normalverteilung 'mit dem Mittelwert (50.2) und der Varianz (50.3),
also mit der Dichte

£ Pt T —np
(50.4) f¥ (@) =— ; p= L
V2n }/ﬂ;pg Vnpg

anndhern. Fir @ = 0,1, ..., 2 ist dann f(z) ~ f*(z). Weiterhin gilt

b

Pa=X=10) = 2( )_‘pxg"_’ﬁsd)(ﬂ Dx),
Ee=q

a—np — 0,5 b—?’&_‘p+05

® = Tt —
Vapg ° Vapg

Der praktische Wert einer solchen Anniherung leuchtet unmittelbar
ein, wenn man bedenkt, wie unhandlich (50.1) fiir grofle n, etwa
n = 100 oder gar 1000, wird. Tab. 50.1 zeigt iibrigens, daB die Nihe-
rung sogar fiir relativ kleine » schon recht gut ist, sofern p nahe bei
1/2 liegt.

Auf die theoretische Untersuchung des Fehlers der Néiherung kén-
nen wir in der vorliegenden elementaren Einfithrung nicht eingehen.
Wohl aber wollen wir die Sitze formulieren, aus denen sich die obigen
Niherungen ergeben.

(50.5)



134 Kar. 9. NORMALVERTEILUNG

Satz 50.1 (Lokaler Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace).
Fiir 0 < p <1 und jedes x =0, 1, ..., n geniigt die Wahrscheinlich-
keitsfunktion (50.1) der Binomialverteilung der Beziehung
(50.6) S(w) ~f*(x) (n — o)
mit f*(x) gemdf (50.4) [und zwar gleichmapig fir alle x, fir die z in
einem endlichen Imtervall liegt].

Das Zeichen

~ (lies ,,asymptotisch gleich*)

in (50.6) bedeutet, daBl das Verhiiltnis beider Seiten fiir n — oo gegen 1
strebt. Fiir grofie n wird also f(z) durch f*(z) brauchbar angeniihert.

Der Satz wird als lokaler Satz bezeichnet, weil sich (50.6) auf das
Verhalten von f(x) an festen Stellen z bezieht. Den Beweis des
Satzes findet man in Anhang 1.

Satz 50.2 (Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace). Fir die
Wahrscheinlichkeit, daf eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlich-
keitsfunition (50.1) und 0 < p < 1 trgendeinen Wert in a = X = b

(@, 6 =0,1,...,n a = b) annimmt, gilt
1 # o
607) P@SXSH ~ o et du=0() — o)

mit o« und f wie in (50.5) und P gemdf (48.3).

Tabelle 50.1. Wahrscheinlichkeitsfunktion (50.1) und Niherung (50.4) fiir ver-
schiedene n und p

o n=8 p=02 Hi=18, p.=10.5 n =125 p =02 ‘
Niherung | Exakt |Niherung| Exakt |Niherung| Exakt
0 0,130 0,168 0,005 0,004 0,009 0,004
1 0,306 0,336 | 0,030 0,031 0,027 0,024
2 0,331 0,204 0,104 0,109 0,065 0,071
3 0,164 0,147 0,2200 |1 0,219 0,121 0,136
4 0,037 0,046 0,282 0,273 0,176 | 0,187
5 0,004 0,009 0,220 0,219 0,199 0,196
8 0,000 | 0,001 0,104 0,109 0,176 0,163
7 0,000 0,000 0,030 0,031 0,121 0,111
8 0,000 0,000 | 0,005 0,004 0,085 0,082
9 | | 0,027 0,029
10 | 0,009 0,012
11 | 0,002 0,004
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04 [ n= 25
Y
7 \ p=0.2
‘\

neg I v N
' 0 5 i

=

™ n=28 n=25
2 Al p=0,2
A1 I\

j \ k Yerteilungsfunktion

o 1/ \t\“v I 7 1

0 5 0 5 10
X —

Abbildung 50.1. Zu Tab. 50.1

Die Verteilungsfunktion der betrachteten Binomialverteilung ist
also asymptotisch gleich der Verteilungsfunktion der Normalvertei-
lung mit dem Mittelwert (50.2) und der Varianz (50.3). Den Beweis
dieses Satzes findet man ebenfalls in Anhang 1.

Aufgahen zu Abschnitt 50

50,1 Eine Firma liefert Glimmlimpehen in Kartons zu je 1000 Stiick, Wie
grol ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein solcher Karton nicht mehr als 195 Aus-
schull (= defekte Lémpchen) enthilt, wenn man den Produktionsvorgang als
BERNOULLI-Experiment mit p = 1% (= Wahrscheinlichkeit, cin defektes
Lampehen zu produzieren) anschen kann ?

50.2 Man bestimme die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Minzenwiirfen minde-
stens 4 ,,Kopfe'* und hichstens 6 ,,Kopfe'* zu erhalten, aus (50.5) und vergleiche
mit dem exakten Wert.
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50.8 In Graz kamen 1962 bei den ersten 3000 Einzelgeburten 1578 Knaben
zur Welt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei 3000 Einzelgeburten
1578 oder noch mehr Knaben geboren werden, wenn man annimmt, dall Kna-

ben- und Miidchengeburten gleichwahrscheinlich sind ?

50.4 Aus 299 Verwandtenehen in Bayern (287 Ehen zwischen Vettern und
Basen 1. Grades und 12 zwischen Onkeln und Nick 1) prangen insge
709 Kinder, davon 386 Midchen (E. Zerers-Ripry, Zeitschr, menschl, Vererb.
u. Konstitutionslehre 85, 1959/60, 274). Wie grol} wiire die Wahrscheinlichkeit,
unter 709 Neugeborenen so viele oder noch mehr Midehen zu erhalten, wenn die
Wahrscheinlichkeit einer Miidehengeburt wie bei sonstigen Ehen ungefihr gleich
P = 0,48 wiire ? .

50.5 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei 4040 Mi iirfen 2048 oder
noch mehr ,,Képfe* zu erhalten (vgl. Tab. 15.1), wenn man annimmt, dal
»Kopf* und ,,Wappen* gleichwahrscheinlich sind ¥

50.6 Welche Beziehung besteht zwischen den Lésungen der Aufgaben
43.1 und 50.17

50.7 Ein Vertreter weil erfahrungsgemiB, daB er bei 5%, seiner Erstbesuche
einen Verkauf titigen kann. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, daB or bei
200 Erstbesuchen wenigstens 10 Verkiiufe titigt ?

51 Gesetz der grofien Zahlen

Die Aussage, daB die Erfolgswahrscheinlichkeit bei einem Brg-
NOULLI-Experiment (s. Abschn. 39) gleich einer gewissen Zahl p ist,
bedeutet konkret: Fithrt man das Experiment sehr oft aus, so ist die
relative Hiufigkeit von Erfolgen ungefiihr gleich p (vgl. Abschn. 15).
Diese Aussage kinnen wir nun prizisieren, und zwar in der Gestalt
des sogenannten klassischen Gesetzes der groBen Zahlen. Dieses Gesetz
und seine Verallgemeinerungen gehéren zu den wichtigsten Siitzen
der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Satz 51.1 (Gesetz der groBen Zahlen von Bernoulli). Bs sei 4 ein
Ereignis, das bei einem Zufallsexperiment die Wakrscheinlichheit P
(0 < p < 1) besitzt. X bezeichne die Anzahl des Eintreffens von A bei n
unabhingigen Ausfihrungen dieses Experimentes. Weiterhin sei eine
beliebige positive Zahl & vorgegeben. (e darf beliebig klein, aber nicht null
sein.) Dann gilt

(

Mit wachsendem n sirebt also die Wahrscheinlichkeit, daf die durch-
schnittliche Anzahl des Auftretens von A um mehr als eine beliebig vor-
gegebene positive Zahl & von p abweicht, gegen null.

i—p‘qe)—>1 firn—oo.
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Beweis. Die Ungleichung
|X
R
kénnen wir auch in der Form
X
== T P <k
schreiben. Durch Addition von p folgt hieraus
X
P —e=< o =p-+e
und durch Multiplikation mit » schlieBlich

[p—eln< X < [p+eln.
Also ist

(51.1) P(

o p|<e)=P@ - an<x < +aw.
Nun wenden wir den Satz 50.2 mit
a=[p—e]ln und b=[p+e]ln
an. Wie man nachrechnet, ist dann in (50.7)
(61.2) a=—(n+05npg wnd B=(en+ 05Vnpg.
Fiir n— oo strebt «—>—occ und f—oco. Die Wahrscheinlichkeit
in (51.1) strebt dann also gegen
Ploo) —P(—co) =1 — 0 = 1.

Damit ist der Satz 51.1 bewiesen.

Beispiel 51.1. Im Falle eines Miinzenwurfs ist P =0,5, und (51.2) hat die

Form "
a=—2c|/ﬂ~—i und ﬁ-=2e|/;v!-é‘
Vn Va

Die Wahrscheinlichkeit in (51.1) ist dann also gemil Satz 50.2 niherungs-
weise gleich

f A W 1
(51.3) dﬁ(se n-l—----—)—(ﬂ(—,?e MmN
sk o i
Burrox echielt bei 4040 Wiirfen die relative Hiiufigkeit 0.5089, die um
& = 0,0069 von p=0,5 abweicht (vgl. Abschn. 15). Mit n = 4040 und

l/; = 63,561 ergibt sich dann aus (51.3) und Tafel 3a in Anhang 5 die Wahr-
scheinlichkeit

r(.

Die beobachtete Abweichung ist also unter der Annahme P == 0,5 recht wahr-
scheinlich. Wir kénnen auch sagen: Die Annahme P = 0,5 vertrigt sich recht
gut mit der beobachteten Wirklichkeit. Ein sehr kleiner Wert (& BE B = ory
giibe uns Grund, die Richtigkeit der genannten Annahme zu bezweifeln. Wir
gehen auf diese Schlullweise in Teil IIT ausfiihrlich cin,

— 0,5

- o,our,s) = @(0,893) — B(—0,893) — 639,




Kapitel 10

Wahrscheinlichkeitsverteilungen mehrerer
Zufallsvariablen

Die in der Kapiteliiberschrift genannten Verteilungen sind aus
zwei Griinden wichtig:

TErstens betrachtet man bei Zufallsexperimenten oftmals mehrere
GriBen gleichzeitig, und dann hat man es mit einer entsprechenden
Anzahl von Zufallsvariablen gleichzeitig zu tun. Beispiele sind die
gleichzeitige Feststellung mehrerer Rassemerkmale von Tieren oder
Personen (Gewicht, GréBe, Augenfarbe, Schiidelform), die gleichzeitige
Bestimmung mehrerer Bigenschaften eines Werkstoffes (bei Stahl
etwa Kohlenstoffgehalt, Zugfestigkeit, Brinellhirte) und so weiter.

Zweitens spielen Verteilungen mchrerer Variablen bei der theoreti-
schen Begriindung statistischer Priifverfahren (Tests) eine Rolle. Wie
wir spiiter sehen werden, kann man diese Tests praktisch anwenden,
auch ohne daB man iiber die zugrunde liegende Theorie genau Bescheid
weil. Fiir jemanden, der sich damit begniigt, ist das vorliegende
und auch das niichste Kapitel in diesem Zusammenhange enthehrlich.
Wer sich aber fiir die theoretischen Grundlagen der Tests interessiert,
sollte sich in die Ideen, die wir im folgenden erértern, hineindenken.

Wir beginnen unsere Betrachtung mit dem einfachsten Fall, nim-
lich mit zwei Zufallsvariablen. Das hat den Vorteil, daB wir viele Zu-
sammenhiinge und Begriffe anschaulich erfassen kénnen.

Weitere Tatsachen iiber Verteilungen mehrerer Zufallsvariablen
behandeln wir spiter (in Kap. 17 und 18), wenn wir schon einen Ein-
blick in das Wesen statistischer Tests besitzen.

52 Zweidimensionale Verteilungen

Zu einem Zufallsexperiment, bei dem man eine einzelne Grofie beob-
achtet, gehort eine einzelne Zufallsvariable, die wir mit X bezeichnen
wollen. Das Ergebnis einer Ausfithrung des Experimentes ist durch
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eine einzelne Zahl z, nimlich den Wert, den X jeweils annimmt, ge-
kennzeichnet, Dieser Wert entspricht einem Punkt auf der X-Achse.
Kennen wir fiir jedes Intervall ¢ << X = b die zugehorige Wahrschein-
lichkeit

Pla< X =),

mit der X irgendeinen Wert aus diesem Intervall annimmt, so ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X bekannt. Wir
wissen, dafl sich diese Verteilung durch die zugehdrige Verteilungs-

funktion b b
Fz) = P(X < 2) ¥
eindeutig kennzeichnen laBt. In a
der Tat gilt fiir beliebige Zahlen a : ;
und b (b > a) die Beziehung a L oxe—

Pla < X =b) = F(b) — F(a). Abbildung 52.1. Zum Begriif der
= zweidimensionalen Verteilung
Vgl. Abschn. 24,

Zu einem Zufallsexperiment, bei dem man gleichzeitig zwei Graflen
beobachtet, gehéren zwei Zufallsvariable, die wir mit X und ¥ bezeich-
nen wollen. Das Ergebnis einer Ausfiihrung des Experimentes ist
dann jeweils durch ein geordnetes Zahlenpaar X = 2, ¥ = y oder
kiirzer (x, y) gekennzeichnet. Hierbei ist x bzw. y der Wert, den X
bzw. ¥ bei der genannten Ausfilhrung angenommen hat. Diesem
Zahlenpaar (x,y) entspricht ein Punkt in der X ¥-Ebene mit der
Abszisse X = x und der Ordinate ¥ = y.

Kennen wir fiir jedes Rechteck (siche Abb. 52.1)
q<X=bh a<¥V=b
die zugehorige Wahrscheinlichkeit
Py <X =b,a, <Y =<5h),
mit der (X, ¥) irgendein Paar von Werten annimmt, das einem Punkt
in diesem Rechteck entspricht, so sagen wir, dal die zweidimensionale
Wahrscheinlichkeitsverteilung der beiden Zufallsvariablen X und ¥

oder der zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, ¥) bekannt sei.
Die Funktion

(52.1) Fle,y) =P(X =2, ¥ =y)

heiit die Verteilungstunktion der betreffenden zweidimensionalen Ver-
teilung. Wie man sieht, gibt diese Funktion die Wahrscheinlichkeit an,
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mit der X einen beliebigen Wert annimmt, der kleiner als x oder gleich
 ist, und mit der ¥ gleichzeitig einen Wert annimmt, der kleiner als ¢
oder gleich y ist.

Die Verteilungsfunktion F(z,y) bestimmt die betreffende zwei-
dimensionale Verteilung eindeutig. In der Tat gilt nimlich fiir jedes
Rechteck ¢, < X = b, a, < ¥ = b, die Bezichung

Play< X <b, ay< Y<b,)

52.2
GRS T B F(e)m) T (i

Diese Formel ist offenbar das Analogon der obigen Formel fiir Inter-
valle im eindimensionalen Fall. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen
(s. Aufgabe 52.1).

Das mechanische Analogon einer zweidimensionalen Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist die Verteilung einer Masse vom Gesamtbetrage 1
in der X Y-Ebene. Dabei entspricht die Masse in einem Rechteck R
der Wahrscheinlichkeit, mit der (X, Y) irgendein Wertepaar in R
annimmt,

Wie im Falle eindimensionaler Verteilungen unterscheiden wir die
beiden praktisch besonders wichtigen Typen der diskreten und der
stetigen zweidimensionalen Verteilungen, die wir nun nacheinander
betrachten.

Aufgaben zu Abschnitt 52

52.1 Man beweise (52.2). Anleitung: Man {iberlege sich zuerst, welche Wahr-
scheinlichkeit jedes der vier Glieder auf der rechten Seite von (52.2) darstellt.

52,2 In sinngemiifer Verallgemeinerung von (52.1) definiere man die Ver-
teilungsfunktion F(x, y, 2) einer dreidimensionalen Zufallsvariablen (X, ¥, 2)
und iiberlege sich dann das Analogon der Formel (52.2).

53 Diskrete zweidimensionale Verteilung

Eine zweidimensionale Zufallsvariable (X, ¥) und deren Wahr-
scheinlichkeitsverteilung heilen diskret, wenn folgendes gilt: Die
Variable (X, ¥) kann nur endlich viele oder abzihlbar unendlich viele
Wertepaare (z, ) mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen. Dabei
enthilt jedes beschrinkte Gebiet in der X ¥-Ebene nur endlich viele
dieser Wertepaare. Zu jedem Gebiet, das keines dieser Paare enthiilt,
gehort die Wahrscheinlichkeit null. (Beschrinktheit eines Gebietes
bedeutet, daf jeder Punkt des Gebietes einen endlichen Abstand vom
Nullpunkt hat.)

y
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Wir bezeichnen die zu einem solchen Paar (z,, ¥;) gehdrige Wahr-
scheinlichkeit mit p,;, so daB also
PX=2,Y =y) =Py
ist. (Hierbei kann p,; fiir gewisse Indexkombinationen natiirlich gleich
null sein.) Dann kénnen wir unsere Verteilung, dhnlich wie im ein-
dimensionalen Falle, durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion

T =2x =
(3.1) i) ﬁ‘ Py -‘faf ? ej ¥ =1
0 fiir alle ibrigen (z, 7)
kennzeichnen. Die Indizes ¢ und j dienen der Numerierung, durchlaufen
also (unabhingig voneinander) die Werte 1, 2,3, ...
Zywischen der Verteilungsfunktion F (x, ) und der Wahrscheinlich-
keitsfunktion f(z, ) besteht der Zusammenhang

53.2 Fle,y) = X X flz,u).
(53.2) (= ) z‘gﬂ,syﬂx )

Diese Formel ist das Analogon der Formel (25.1) im eindimensionalen
Fall. Statt (22.2) gilt nun

3 Ffeu) =1.
Hierbei wird {iber alle Wertepaare summiert, fiir die S, y) nicht null
ist.
Beispiel 58.1. Beim einmaligen Wurf zweier unterscheidbarer Miinzen sind
4 Ereignisse
wWw WK KW KK
moglich. K bedeutet ,,Kopf*, und W bedeutet »wWappen't. Der erste Buchstabe
bezeichnet das bei der 1. Miinze eingetroffene Ereignis und der zweite das bei
der 2. Miinze eingetroffene. Wir betrachten die Zufallsvariablen
X = Anzall der ,,Kopfe®™ bei der 1. Miinze,
Y = dAnzahl der ,,Kopfe's bei der 2. Minze.
Dann bedeuten natiirlich
X = 0 das Ereignis W bei der 1. Miinze,
X =1 das Ereignis K bei dieser Miinze,
usw. Und die obigen 4 Ereignisse entsprechen der Reihe nach den folgenden
Paaren (X =z, ¥ =y):
(0, 0) (0, 1) 1, 0 (1, 1).

Da diese Ereignisse gleichwahrscheinlich sind, hat jedes die Wahrscheinlichkeit
1/4. So ergeben sich die in Tab. 53.1 gezeigten Werte der Wahrscheinlichkeits-
funktion f(z,y) und daraus die in Tab. 53.2 angegebenen Werte der Vertei-
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lungsfunktion F(x, y). Abb. 53.1 zeigt das zu f(x, y) gehérige Stabdiagramm
und Abb. 53.2 einen Teil der durch F(z, 3) dargestellten Treppenfliche iiber
der zy-Ebene.
Tabelle 58.1. Werte der Tabelle 58.2. Werte der Verteilungsfunktion
Wahrscheinlichkeitsfunktion I (x, ) in Beispiel 53.1

flxz, 4) in Beispiel 53.1

ly<olosy<1|y=1

ly=0]y=1]

| ly=oly z<0 0 0 0
| z=0 | 1/4 1/4 O0=2x<1 0 1/4 1/2
| ==1| ys | 1 z=1 0 172 1

Abbildung 53.1. Stabdiagramm
derWahrscheinlichkeitsfunktion
f{z, ) in Beispiel 53.4 Abbildung 58.2. Verteilungsfunktion
(vgl. Tab. 53.1) F(x, y) in Beispiel 53.1 (vgl. Tab. 53.2)

Aufgaben zu Absehnitt 53

58.1 Aus einem Skatspiel werden nacheinander 3 Karten mit Zuriicklegen
gezogen. Man zeige, daB die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z, ) der Zufalls-
variablen (X, ¥),

X = Anzahl der Kinige unter den gezogenen Karten,

Y = Anzahl der Asse und Zek unter den gezog Karten,
die Form
3! 1\2 /AN fo\8—z—
e e [ | o =
Sl y) x!y!(:&—w—y}!(s)(‘l) (a) kv =3)

flz, ) = 0 fiir alle iibrigen Paare (2, y), und die in Tab. 53.3 angegebenen
Werte hat.

Tabelle 58.8. Zu Aufpabe 53.1

Y
= 0 1 ‘ 2 3 |
0 125/512 150/512 60/512 8/512
1 75/512 80/512 | 12/512 0
2 15/512 6/512 O o
3 1/512 (0] 0 0
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58.2 Man stelle die Wahrscheinlichkeitsfunktion in Aufgabe 53.1 und auch
die zugehbrige Verteilungsfunktion graphisch dar.

68.8 Die durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
(e e R e R
19 Ly 2 Ty Tlagl it Py Pr

gegebene Verteilung heiBt die Multinomialverteilung, Man zeige: f(ay, ..., z,)
ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei n unabhiingigen Ausfithrungen cines Experi-
mentes ein Ereignis 4, genau #,-mal, ..., ein Ereignis A, genau z,-mal ein-
trifit, wenn bei der Einzelausfithrung eines und nur eines der Ereignisse 4,, ..., 4,
eintrifft, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit p,, . . . baw. p,.

53,4 Man zeige, dafl die Binomialverteilung und die Verteilung in Auf-
gabe 53.1 Sonderfille der Multinomialverteilung sind.

583.5 Bei einem ProduktionsprozeB seien die obere und untere Toleranz-
grenze derart festgelegt, dall die Wahrseheinlichkeit der Zuriickweisung eines
Artikels gleich p; = 3% baw. p, = 59 ist. Wie groB ist dann dic Wahrschein-
lichkeit, dali in einer Stichprobe von 20 Stiick genau x; baw. a, Artikel zu-
riickgewiesen worden, weil sie oberhalb der oberen bzw. unterhalb der unteren
Toleranzgrenze licgen ¥

54 Stetige zweidimensionale Verteilung

Eine zweidimensionale Zufallsvariable (X, ¥) und deren Wahr-
scheinlichkeitsverteilung heiflen stetig, wenn sich die zugehirige Ver-
teilungsfunktion F(z, ) durch ein Doppelintegral in der Form

(54.1) Fz,y) = fv ff(x*, y*) dec* dy*

darstellen liBt, wobei f(z, ¥) in der ganzen Ebene definiert, nichtnega-
tiv und beschrankt ist und mit Ausnahme von hichstens endlich vielen
(stetig differenzierbaren) Kurven iiberall stetig ist. Die Funktion
J(z, y) heiBt die Wahrscheinlichkeitsdichte der betreffenden Vertai-
lung.

Die zu einem Rechteck RB: ay < X = b, a, < ¥ = b, gehorige
Wahrscheinlichkeit ist dann durch

by b
(42) P <X Shaa<Y=b)=[ [floy)dedy
gegeben. Diese Wahrscheinlichkeit 1dBt sich natiirlich vermége (52.2)

durch die Verteilungsfunktion ausdriicken.
Weiterhin gilt

(54.3) _FD _Ff(::, y) dedy = 1.
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Beispiel 54.1. (Gleichfirmige Verteilung). Der eindi ionalen gleichfr-

migen Verteilung in einem Intervall (vgl. Beispiel 26.1) entspricht im zwei-
dimensionalen Falle die gleichférmige Verteilung in einem Rechteck R:
a <X = fy oy = ¥ = f, mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

ifk fir (z,y) in R

fla,y) = =

0 fiir (z,y) auBerhalb R.
Die Konstante k = (f, — a;) (s — &5) ist hierbei der Flicheninhalt dieses
Rechtecks. Vgl. Abb, 54.1.

Der Wert dor Verteilungsfunktion F(z, ) in cinem Punkt (x, y) ist gleich

dem Flicheninhalt des Teiles von R, der in dem Bereich X =z, ¥ = y der
X Y-Ebene liegt (vgl. Abb. 54.2).

Abbildung 54.1. Wahrscheinlich- Abbildung 54.2. Verteilungsfunktion der

keitsfunktion in Beispiel 54.1 gleichiérmigen Verteiluong in Beispiel 54.1

Aufgaben zu Abschnitt 54

54.1 Wie kann man die Verteilungsfunktion in Beispiel 54.1 formelmiiBig
darstellen ?

54,2 Man skizziere die Hohenlinien F'(x, ¥) = konst der Verteilungsfunktion
in Beispiel 54.1.

5483 Essei f(z, ) =2flirz >0, ¥ >0, » +y < 1 und f(z, y) = 0 auber-
halb dieses Gebietes. Man stelle f(z, ) und die zugehorige Verteilungsfunktion
F(z, y) graphisch dar.

55 Randverteilungen

Jeder zweidimensionalen Verteilung lassen sich zwei eindimensionale
Verteilungen, die sogenannten Randverteilungen zuordnen. Um den
Begriff der Randverteilung einzufithren, gehen wir am einfachsten von
einem Beispiel aus.

Belsplel 55.1. In Aufgabe 53.1 haben wir die Verteilung der beiden Zufalls-
variablen

X = Anzahl der Kinige
Y = Anzahl der Asse oder Zelinen
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beim Ziehen dreier Karten aus einem Skatspiel mit Zuriicklegen und die zuge-
horige Wahrscheinlichkeitsiunktion f(z, y) betrachtet.
Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit des Ereigni
X ==, ¥ belichig

d. h. wir fragen, mit welcher Wahrseheinlichkeit erhalten wir genau 2 Konige
und irgendeine Anzahl von Assen und Zehnen, wobei es auf die zuletztgenannte
Anzahl nun iiberhaupt nicht ankommen soll. Da sich die Ereignisse, zu denen
in Tab. 53.3 eine positive Wahrscheinlichkeit gehért, gegenseitiz ausschlieBen,
so folgt aus Axiom 3 in Abschn. 15, dafl wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit,
die natiirlich eine Funktion von x ist, etwa

fil®) = P(X =z, ¥ belichig),
fiir x = 0, 1, 2, 3 jeweils durch Zeilensummenbildung aus der Tab. 53.3 erhalten.
Es gilt also

Jile) = X flx y),
)
wobei alle Werte summiert werden, fiir die f(z, ) bei dem betreffenden x nicht
null ist. Zum Beispiel ist

J(0) = £(0, 0) + f(0,1) + f(0,2) +f(0,3)
_ 125 150 343
=512 T2 = 52

und 8o weiter.
Andererseits kénnen wir uns aber auch nur um ¥ kiimmern und X beiscite
lassen, d. h. nach der Wahrseheinlichkeit

P (X beliebig, ¥ = ¥)
fragen, mit der man genau i Asse und Zehnen erhilt, wobei es auf die Zahl der

Konige nicht ankommen soll. Offenbar ist diese, natiirlich von y abhingige,
Wahrscheinlichkeit gleich dem zugehérigen Wert der Funktion

Sfaly) = gﬂx. y).

Hierbei werden alle Werte summiert, fiir die f(z, y) bei dem betreffenden y
nicht null ist. Die Werte dieser Funktion ergeben sich durch Spaltenaddition
in Tah. 53.3.

Die Zeilen- und Spaltensummen, also die Werte der Funktionen f, und f,,
kénnen wir am Rande der Tab. 53.3 eintragen. Dann erhalten wir die Tab. 55.1.

Tabelle 55.1. Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktionen f; und f, der Randver-
teilungen in Beispiel 53.1

y=0 | y=1 y=21|" = h@
w=0 | 125512 | 50512 | eops12 8512 | 43512
@ =1 /512 | eo/s12 | 1212 0 147/512
r=2 15/512 6/512 0 0 21/512
v =3 1/512 0 0 0 1/512
| falw) 216/512 216/512 72/512 8/512

10 Kreyszlg, Methoden
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Unser Beispiel lehrt: Bei einer gegebenen diskreten Verteilung einer
zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, ¥) mit der Wahrscheinlich-
keitsfunktion f(x, ¥) kann man nach der Wahrscheinlichkeit

P(X =z, Y beliebig)

fragen, mit der X einen bestimmten Wert  annimmt, wobei es ganz
gleichgiiltig ist, welchen Wert 1" annimmf. Es ist dann

(55.1) file) = P(X ==, ¥ beliebig) = S f(z,y) .

Bei der Summation sind alle Werte von f(z, ) zu beriicksichtigen, die
fiir das betreffende  nicht null sind. f, (x) bestimmt eine eindimensio-
nale Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diese heiBt dle Randverteilung
der Variablen X beziiglich der gegeb zweidi malen Verteilung,
und f,(x) heiBit die zugehdrige Wakrscheinlichkeitsfunkiion. Durch
Summation erhalten wir die zugehirige Verteilungsfunktion

(55.2) Fy(z) = P(X <z, ¥ beliebig) = I fy(=%).

Entsprechend bestimmt die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(55.3) faly) = P(X beliebig, ¥ =y) = X f(=,9)

die sogenannte Randverteilung der Variablen Y beziglich der gege-
benen zweidimensionalen Verteilung. Unter dem Summenzeichen stehen
nun jeweils alle Werte von f(z, %), die fiir das betreffende y nicht null
sind. Die Verteilungsfunkiion dieser Randverteilung ist
(65.4) F,(y) = P(X beliebig, ¥ = y) = = Falw*).

vEY

Wie man sieht, sind die Randverteilungen einer diskreten Vertei-
lung ebenfalls diskret.

Im Falle einer stetigen zweidimensionalen Verteilung verlaufen die
Uberlegungen ganz entsprechend. An die Stelle von Summationen tre-
ten Integrationen. Es sei f(x,y) die Wahrscheinlichkeitsdichte einer
solchen Verteilung. Wir betrachten das Ereignis X = « ohne Riicksicht
auf den Wert, den ¥ annimmt, also das Ereignis

(X =, Y beliebig) oder (X =&, —oco < ¥ < 0.

Dieses hat offenbar die Wahrscheinlichkeit
T

Fizx)=PX =2 —co<¥ <o0) = f ff(z*,y)dy]
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Setzen wir hierbei

(55.5) filz)= _j:f (=, ) dy,

s0 kénnen wir einfacher
(55.6) Fy(@) = [ file*) de*
—bo
schreiben. f; (x) heilit die Wahrscheinlichkeitsdichte und F,(z) die Ver-
teilungsfunktion der Randverteilung von X bezilglich der gegebenen steti-

gen zweidimensionalen Verteil
Entsprechend ist

(55.7) fuly) = _}of (, y) dw

die Wahrscheinlichkeitsdichte und
¥ ¥ oo

©58)  F) = [LNdy* = [ [ f@ y*)dedy
—to —bo —o0

die Verteilungsfunkiion der Randverteilung von Y bezuiglich der gege-
benen stetigen zweidimensionalen Verterlung.

Wie wir sehen, sind die beiden Randverteilungen einer stetigen
Verteilung ebenfalls stetige Verteilungen.

Den Begriff der Randverteilung kénnen wir uns auch mechanisch
veranschaulichen, indem wir das am Ende von Abschn. 52 erwihnte
Analogon heranziehen. Wir stellen uns die Verteilung der Einheits-
masse in der X Y-Ebene vor, die einer gegebenen zweidimensionalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht. Nun verschieben wir jedes
Massenteilchen auf kiirzestem Wege, also parallel zur ¥Y-Achse, nach
der X-Achse. So erhalten wir eine eindimensionale Massenverteilung
auf der X-Achse. Diese entspricht offenbar der Randverteilung von
X. Den Verschiebungsvorgang bezeichnet man auch als Orthogonal-
projektion. der Masse auf die X-Achse. Entsprechend ergibt sich das
Analogon der Randverteilung von ¥ durch Orthogonalprojektion der
urspriinglichen Massenverteilung auf die ¥-Achse.

Bilden wir aus den Verteilungen zweier Variablen X und Y mit den
Wahrscheinlichkeilsfunktionen bzw. Dichten fy(z) und fo(y) die zwei-
dimensionale (X, ¥)-Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunkiion
bzw. Dichte

Sl y) = =) faly),
10*
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8o sind deren Randverteilungen nattirlich gerade die urspringlichen Ver-
teilungen, von denen wir ausgegangen sind.

Indem wir in (53.2) bzw. (54.1) den Grenziibergang = — co bzw.
% —co ausfithren und (55.1) — (55.4) baw. (55.0) — (b5.8) heriick-
sichtigen, folgt

Fy(x) = F(x,00) und Fy(y) = F (oo, y).

Entsprechend gibt es im TFalle einer n-dimensionalen Zufalls-
variablen (X,,..., X,) mit der Verteilungsfunktion By, oy @)
die » Randverteilungen der einzelnen Zufallsvariablen Xivoo o baw.
X, mit den Verteilungsfunktionen

Fy (%) = F (2, 0,..., ca),... bzw.  F,(x,) = F(co,.. ., 09, Z,)

(und auch Randverteilungen von Paaren X,, X, usw. ).

Aufgaben zu Abschnitt 55

1 Man stelle die Randverteilungen in Beispiel 55.1 graphisch dar.
2—55.4 Man besti die Wahracheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichten
der Randverteilungen der folgenden Verteilungen.

5.2 Die Verteilung in Beispiel 55.1.

5.8 Die Verteilung in Beispiel 54.1.

5.4 Die Verteilung in Aufgabe 54.3.

B
B

v e

oo

56 Unabhiingige Zufallsvariable

Die beiden Zufallsvariablen X und ¥ einer zweidimensionalen
(X, Y)-Verteilung mit der Verteilungsfunktion F(x, ) heillen unah-
hiingig, wenn fiir alle (z, y) die Beziehung
(56.1) F(x, y) = Fy(z) Foly)
gilt. Ist dies nicht der Fall, so heifen die Variablen abhiingig. Hierbei
sind F, und F, die durch (55.2), (55.4), (55.6) bzw. (55.8) gegebenen
Verteilungsfunktionen der Randverteilungen von X baw. Y.

Die Variablen seien entweder beide diskret oder beide stetig. Not-
wendig und hinreichend fiir Unabhingigkeit ist dann, daB die zuge-
horigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichten fi(x) und f,(y)
fiir alle (, y) die folgende Beziehung erfiillen:

(56.2) f@y) =fE) @)
In der Tat erhiilt man im stetigen Falle (56.2) aus (56.1) durch Diffe-

rentiation und umgekehrt (56.1) aus (56.2) durch Integration. Im dis-
kreten Falle ergibt sich unsere Aussage aus dem folgenden
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Satz 56.1. Zwei Zufallsvariable X und Y sind dann und nur dann
unabhingig, wenn fir jedes Paar von EBreignissen der Form

q<X=b ud a,<¥ =5,
die Beziehung

Pla, <X <b,ay< Y <by)
=P(e <X <b) Pla, < ¥ <b,)

(56.3)

gilt, d. h. wenn diese Breignisse unabhingig sind [vgl. (20.1)].

Den Beweis dieses Satzes stellen wir als Ubungsaufgabe (s. Auf-
gabe 56.1).

Die Variablen X und ¥ in Beispiel 53.1 sind unabhiingig, wie sich
der Leser iiberlegen mige.

Belspiel 58.1. In einer Schachtel liegen 10 Bohrer, darunter 4 stumpfe.
2 Bohrer werden nacheinander zufillig und ohne Zuriicklegen entnommen. Wir
betrachten die Zufallsvariablen

X = Anzahl der beim 1. Zug erhaltenen stumpfen Bohrer,
" = Anzahl der beim 2. Zug erhaltenen stumpfen Bohrer.

Diese konnen die Werte 0 ader 1 annehmen, Da 4 unter den 10 Bohrern stumpf
und 6 scharf sind, so hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion fl, ) der zwei-
dimensionalen Variablen (X, ¥) die Werte

6 &5 1 6 4 4
f(O,(l)—»ﬁ-?._\T, £10, =155 =15
4 6 4 R
fa, 0}=1—0'?=33' fi, D=rmg=r.

Und die Wahrscheinlichkeitsfunktionen der einzelnen Variablen (also der Rand-
verteilungen) haben die Werte

; 1 4
Sfi(0) = (0, 0) + f(0, 1) = 5 t5 =06
HO =10, 0+ 50,0 =5 + £ 0

usw. Die Variablen sind abhiingig, denn es ist £{0,0) = 1/3, aber £, (0) £, (0) = 0,36.

Die Zufallsvariablen X, ..., X, einer n-dimensionalen (X, K5
Verteilung mit der Verteilungsfunktion

F(xl»‘--;ﬁ-'n)=P(X15x:a--‘,xn§xn)

heifien unabhiingig, wenn fiir alle (1, ..., ;) die Beziehung

(56.4) Py, ..oy @,) = Fy(5) Fa(ay) - -+ By (z,)
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gilt. Ist dies nicht der Fall, so heiflen die Variablen abhiingig. Hierhei
ist F'; die Verteilungsfunktion der Randverteilung von X;.

Die genannten Variablen seien entweder alle diskret oder alle stetig.
Notwendig und hinreichend fiir Unabhiingigkeit ist dann die identische
Giiltigkeit der Formel

(66.5) Hay - ) = filey) fol@) - - - ful)

fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichten, die wir mit ent-
sprechenden Kleinbuchstaben bezeichnet haben. Ebenso gilt der
Satz 56.1 in sinngemil erweiterter Form.

Aufgaben zu Abschnitt 56

56,1 Man beweise den Satz 56.1.
66.2 Man zeige, daf die Variablen X und ¥ in Beispiel 53.1 unabhiingig sind.
56.8 In einer Schachtel liegen N Dinge, darunter M defekte. Es wird ohne
Zuriicklegen gerzogen. Man zeige, daB die Zufallsvariablen
X = Anzahl defekter Dinge beim 1. Zug
Y = Anzall defekter Dinge beim 2. Zug
abhiingig sind.

57 Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

In Abschn. 30 haben wir Funktionen g(X) einer einzelnen Zufalls-
variablen X betrachtet. Entsprechend kann man bei mehreren Va-
riablen verfahren. Der Einfachheit halber behandeln wir zuerst den
Fall einer zweidimensionalen Verteilung.

(X, ¥) sei eine zweidimensionale Zufallsvariable. f(x, y) sei deren
Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte und F(z, %) deren Vertei-
lungsfunktion. Weiterhin sei g(x, ) eine in der ganzen Ebene defi-
nierte und stetige Funktion zweier Verinderlichen. Dann ist

Z =g(X,Y)

ebenfalls eine Zufallsvariable, und wir kionnen nach der zugehorigen
Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte oder nach der Verteilungs-
funktion fragen.

Entsprechend ist natiirlich auch eine Funktion

Z=g(Xy ..., X,),

die von n Zufallsvariablen X,,..., X, abhiingt, selbst eine Zufalls-
variable.
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Belaplel 57.1. Wir wiirfeln gleichzeitig mit zwei regelmiiBigen unterscheid-
baren Wirfeln, Es sei
X = Mit dem 1. Wiirfel gewiirfelle Zahl,
Y = Mit dem 2. Wiirfel gewilrfelte Zahl.
Die Verteilung dieser beiden Zufallsvariablen hat die Wahrscheinlichkeits-
funktion
f[:-"sm=% fir, x=4,...,6und y=1,...,86.

Wir betrachten nun die Zufallsvariable

Z=g(X, Y)=X+ 7,
also die Summe der beiden gewiirfelten Zahlen. Die zugehtrige Wahrscheinlich-
keitsfunktion f(z) erhalten wir offenbar dadurch, daB wir fiir jeden méglichen
Wert von 2 (= 2, 3, . . ., 12) jeweils alle diejenigen Werte von f(z, y) addieren,
fiir die @ + ¥ = 2 ist. In Formeln:

)= XX fly).
THY=I

Der Leser iiberzeuge sich, dal diese Summation tatsichlich auf die in Bei-
spiel 23.2 angegebenen Funktionswerte fithrt.

Ganz allgemein erhalten wir im diskreten Falle aus der gegebenen
‘Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x, y) einer zweidimensionalen Zufalls-
variablen (X, ¥) die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) einer Zufalls-
variablen Z = g(X, ¥) durch geeignete Summation:

(7.1) fR=PZ=2= 2 f@y).

Bei der Summation sind also jeweils alle diejenigen Werte f(x, y) zu
beriicksichtigen, deren zugehérige (x, y) der Bedingung

glwy) ==
geniigen.
Aus (57.1) ergibt sich die Verteilungsfunktion F(z) der Variablen
% = g(X, Y¥) in der Form

(7.2) F) =Pz =2) =22 fley).

Die Summe umfalit nun jeweils alle Werte f(x, y), deren zugehdrige
(x, y) der Bedingung
gz y) =2
geniigen.
Ahnlich ist die Lage bei stefigen zweidimensionalen Verteilungen.
An die Stelle der Summationen treten Integrationen. Statt (57.2) gilt
dann also

(57.8) Fle) = PZ =2 .—_a(x,!_'vj);zf(x. y) dz dy.
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Hierbei ist fiir jedes z iiber den durch g (x, ¥) = z bestimmten Bereich
in der zy-Ebene zu integrieren. Und die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Zufallsvariablen Z ist die Ableitung

fz) = F'(2).

Aufgaben zu Abschnitt 57

57.1 Die Zufallsvariable (X, ¥) sei gleichitrmig verteilt im Quadrat Q:
0<X=1,0<Y = 1. Man bestimme die Verteilungsfunktion F(z) und die
Dichte f(z) der Variablen Z = X + ¥,

57.2 Man berechne die Mittelwerte und die Varianzen der beiden Randver-
teilungen der (X, ¥)-Verteilung in Aufgabe 57.1.

57.8 Man zeige: Zu Z = g(X, ¥) = X + ¥ gehort, wenn X und ¥ unab-

hiingige stetige Zufallsvariable sind, die Verteilungsfunktion

o0 =y

(57.4) Fe)= [ fz{y}[ A u‘w] dy
—Do | —o0
und, wenn f, {z) stetig ist, die Dichte
o0
(57.50) &= [ fi6—ynhiEdy.
87.4 Man zeige: Auller (57.5a) gilt auch

(67.5b) flz) = f falz — ) fi (x) da.
58 Mathematische Erwartung. Mittelwert

Im Falle einer zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, ¥ ) mit der
Wahrscheinlichkeitsfunktion baw. Dichte f(x, y) wird der mathemati-
sche Brwartungswert — kurz: die Erwartung — einer gegebenen Funk-
tion g(X, ¥) mit B(g(X, ¥ )) bezeichnet und durch

= gl y) flx.y) (diskreter Fall)
(68.1) Blg(X, Y)) = ;
f f glx, ) flx, y) dvdy  (stetiger Fall)

definiert, vorausgesetzt, daB die Doppelreihe absolut konvergiert bzw.
das Integral

S Llglfdzdy
existiert.
Ahnlich wie (30.3) beweist man
(58.2) Elag(X, Y) +bh(X, Y)) = aB(g(X, ¥)) + bE(h(X, Y)).
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Hiingt g nur von einer einzigen Variablen, etwa von X, ab, so erhal-
ten wir aus (58.1) im diskreten Fall

Blg(X)) = = g() 2@ y) = X g(@) L)

Dabei ist f;(x) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Randverteilung
von X beziiglich der Variablen (X, Y). Entsprechend schlieBt man im
stetigen Falle. Dies bedeutet, dal unsere obige Definition der Erwar-
tung mit derjenigen im eindimensionalen Falle im Einklang steht.

Demnach ergibt sich aus (58.2) inshesondere
(58.3) E(X + Y) = E(X) + E(Y).
Indem wir ¥ durch eine Summe von zwei Zufallsvariablen ersetzen,
erhalten wir hieraus die entsprechende Formel fiir drei Zufallsvariable
und durch wiederholte Anwendung dieses Prozesses schlieBlich den
wichtigen

Satz 58.1 (Additionssatz fiir Mittelwerte). Der Mittelwert einer Summe
von Zufall. iablen, deren Mittelwerle existieren, ist gleich der Summe
dieser Mittelwerte,

(58.4) [ B(X, + Xy - - + X)) = B(X)) + B(Xy) + - 4 E(X,).

Beispiel 58.1. Es sei p dic Erfolgswahrscheinlichkeit bei einem BerNourLr-
Experiment. Das Experiment werde n mal ausgefithrt. Wir betrachten die
Zufallsvariable

X = Anzahl der Erfolge bei der j-ten Ausfithrung.
Die zugehirige Wahrscheinlichkeitsfunktion hat die Werte [vel. (39.1)]
f0) =1 —p und f(1)=p.
Hieraus ergibt sich der Mittelwert
(58.5) EX)=0-1—p)+1:p=p.
Die Gesamtzahl der Erfolge bei n Ausfithrungen ist
EZ=X 4+ X, + -+ X,.
Gemal (58.4) und (58.5) hat diese Zufallsvariable den Mittelwert
B(Z) = B(X)) + B(X,) + -+ + E(X,) = np,
in Ubereinstimmung mit (40.3).

Nicht ganz so einfach ist die Lage fiir den Mittelwert eines Pro-
dukies. So ist B (X?) im allgemeinen nicht gleich [£(X)]2. Zum Beispiel
hat die Zufallsvariable

X = Mit einem regelmifigen Wirfel erzielte Zahl
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den Mittelwert E(X) = 7/2, aber es ist
1 1 1 7\2
P i T e SR 2o = e
(XY =1 B_Z ﬁ-l + & B 64:(2)‘
Jedoch gilt fiir unabhdngige Variable X und ¥, deren Mittelwerte exi-
stieren,
(58.6) E(XY) = B(X) E(T).
In der Tat erhalten wir wegen (56.2) im diskreten Fall
E(XY) = 3 S auf(@y) = S Svh).

und der letzte Ausdruck ist gleich E(X) E(Y). Die hierbei vorgenom-
mene Umordnung der Doppelreihe ist wegen der absoluten Konver-
genz zuliissig. Entsprechend schlieBt man bei einer stetigen Vertei-
Iung.

Die Formel (58.6) liBt sich anf n unabhingige Zufallsvariable aus-
dehnen. So erhilt man den

Satz 58.2 (Multiplikalionssatz fiir Mittelwerte). F'iir n unabhiingige
Zufallsvariable X, . . ., X,, deren Mittelwerte existieren, gilt

(8.7  [EXX,--X)=EX)EQX,)- - E(X,).

Aufgaben zu Abschnitt 58

58.1 Man b ige: Die moment le Funktion einer Summe unab-
hingiger Zufallsvariablen ist gleich dem Produkt der momenterzeugenden
Funktionen dieser Variablon.

58.2 Man beweise (58.2).

58,8 In einer Urne liegen r rote und s schwarze Kugeln. n Kugeln werden
mit Zuriieklegen gezogen. Man bestimme den Mittelwert der Zufallsvariablen
% = Anzahl der roten Kugeln unter den gezogenen.

58.4 Andert sich der Mittelwert in Aufgabe 58.3, wenn man ohne Zuriick-
legen zieht ?

59 Varianz

Wir wollen uns nun iiberlegen, welche Beziehungen zwischen den
Varianzen ¢,* und ¢,* zweier Zufallsvariablen X und Y und der Varianz
¢* der Summe

(59.1) Z= X T
bestehen. Gemil (31.5) haben wir zunichst
(59.2) ot = E(Z% — [E(Z)]2.
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Wegen (09.1) und (58.2) ist hierbei
(b9.3) E(Z*) =E(X®*4-2XY + ¥?) = E(X?) 4 2E(XY) + BE(Y?).
Wegen (08.3) ist in (59.2) weiterhin
[E(Z)} = [E(X + Y)F = [E(X) + E(Y)]".
Multiplizieren wir die rechte Seite aus, so folgt
[B(Z)F = [E(X)P + 2B(X) BE(Y) + [E(Y)].
Setzen wir dies und (59.3) in (59.2) ein, so erhalten wir
o* = B(X?) — [E(X)]* + E(Y?) — [B(Y)P
+ 2[B(X ¥) — E(X) E(Y)].

In der ersten Zeile steht rechts die Summe der Varianzen von X und T,
wie wir aus (31.5) ersehen. Setzen wir

(59.4) [oxy =EXT) — BX) E(Y),|

s0 lautet unsere Formel demnach einfach

(59.5) | o = o + 0 + 20py. |

Die GroBle gyy heifit die Kovarianz der Zufallsvariablen X und ¥.
Auf ihre Bedeutung gehen wir erst spiter (in Kap. 17) ein.

Sind X und ¥ unabhingig, so ist die Kovarianz wegen (58.6) gleich
null, und (59.5) reduziert sich auf die Form

(59.6) o = 0® -+ o2,

Dieses Resultat 1dBt sich auf mehr als zwei Zufallsvariable ausdeh-
nen und ergibt dann den

Satz 59.1 (Additionssatz fiir Varianzen). Die Varianz einer Summe
unabhingiger Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, ist gleich
der Summe dieser Varianzen.

Beispiel 59.1 In Beispiel 57.1 hat jede der beiden Zufallsvariablen den Mit-
telwert 7/2 und die Varianz 35/12 (vgl. Beispiel 31.1). Also hat die Summe dieser
Variablen gernil Satz 58.1 den Mittelwert 7 (vgl. Abb. 23.2) und, da die Varia-
blen unabhiingig sind, gemil Satz 59.1 die Varianz 35/6.



156 Kar. 10. VERTEILUNGEN MEHRERER ZUFALLSVARIABLEN

Beispiel 59.2 (Bernoulli-Experiment mit variabler Erfolgswahrscheinlichkeit).
Wir fiihren ein BER¥OULLY-Experiment (s. Abschn, 39) » mal aus und betrach-
ten die Zufallsvariable *

X; = Anzahl der Erfolge bei der j-ten Ausfithrung.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit bei dieser Ausfithrung bezeichnen wir mit Py
Und wir lassen zu, dab diese Wahrscheinlichkeit von Ausfiihrung zu Ausfiihrung
wechselt.
X, hat den Mittelwert E(X,) = p; Weiterhin wird
E(XP) = py,
wie man leicht nachrechnet. Demnach hat X, gemaB (31.5) die Varianz
7 = B(X3) — [B(X)]* = p;, — pf.

Wegen der vorausg Unabhingigkeit der Variablen X, ..., X, hat
deren Summe
Z =X+ -+ X, = dnzahl der Erfolge bei n Ausfiihrungen
also gemil Satz 59.1 die Varianz
n n n
(59.7) o= }:‘: B — ) = j,_-}:]?j 3 ,_._;.1 7

Fiihren wir die ,,mittlere Erfolgswahrscheinlichkeit*

1 i 1 o :
(59.8) chjrlp;':”?;'(??x'i“}’z Fov s pg)
cin, 8o gewinnt (59.7) die Form

L
o*=np— ¥ pl
Jm=1

Wir denken uns nun # und p festgehalten. Dann hiingt o® noch von e g
ab. Wie wir sehen, ist ¢® am gréBten, wenn X p,® am kleinsten ist. Unter der
Nebenbedingung (59.8) trifft dics genau dann zn, wenn p, =y =:xe i (=)
gewithlt wird. Anschaulich heiBt das: Bei konstanter Erfolgswahrscheinlich-
keit p sind gréBere Zufallsabweichungen zu erwarten als bei variabler Erfolgs-
wahrscheinlichkeit mit dem Durchsehnittswert p. Dieses Ergebnis ist iiber-
raschend.

b,




Kapitel 11
Testverteilungen

Die in der Statistik vorkommenden Verteilungen kann man ihrem
Verwendungszweck nach in zwei Klassen einteilen:

1. Verteilungen, die im Zusammenhang mit mathematischen Model-
len von Zufallsexperimenten auftreten. Hierzu gehoren alle bisher
betrachteten Verteilungen.

2. Testverteilungen (auch Priifverteilungen genannt). Das sind Ver-
teilungen, die die Grundlage statistischer Tests (= Priifverfahren) bil-
den. Zwei besonders wichtige derartige Verteilungen betrachten wir im
vorliegenden Kapitel, die zugehdrigen Tests in Teil ITI des Buches.
(Die sogenannte F-Verteilung wird erst in Abschn. 83 behandelt.)

Ubrigens gibt es Verteilungen, die gleichzeitig beiden Klassen an-
gehdren, allen voran die Normalverteilung. Das werden wir in Teil ITT
sehen.

60 Chi-Quadrat-Verteilung. Gammafunktion

X, X,, ..., X, scien unabhiingige Zufallsvariable, deren jede eine
Normalverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1 besitzt.
Die Summe der Quadrate dieser Variablen wird allgemein mit »*
bezeichnet. Man setzt also

(60.1) i e
Diese Bezeichnung ist nicht sehr schin, aber wohl nicht mehr auszu-

rotten. Die zugehorige Verteilung heifit die Chi-Quadrat-Verteilung
(x*-Verteilung). Sie hat die Wahrscheinlichkeitsdichte

(60.2) | fla) = K, 20202 g==i2 | fiir & > 0

und f(z) = 0 fiir negative a (Herleitung in Anhang 1). Hierbei ist n
eine positive ganze Zahl. n heilt die Anzahl der Freiheitsgrade der Ver-
teilung. K, ist eine Konstante (s. unten). Abb. 60.1 zeigt f(z) fiir ver-
schiedene n. Fiir n = 1 und 2 fallen die Kurven monoton. Fiir n > 2
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] T

& : \ n=4
. e
0 5

Abbildung 60.1. Dichte der Chi-Quadrat-Verteilung

haben sie ein Maximum bei & = n — 2. Dies ergibt sich, indem man
f'(x) gleieh null setzt.
Aus (60.2) erhalten wir die Verteilungsfunktion

(60.3) F(@) =K, [ a4y fiir & = 0
o

und F(z) = 0 fiir negative z.

Die Chi-Quadrat-Verteilung wurde von F. R. Hermerr eingefiihrt
und bildet die Grundlage eines wichtigen Tests, den wir spiter (in
Abschn. 84) betrachten.

Die Konstante K, in (60.2) und (60.3) muB so gewéhlt werden, daf}
F(oo) = 1 wird. Aus dieser Forderung ergibt sich (vgl. Aufgahe 60.4)

(60.4) e L1
=)

Hierbei ist I'(«) die sogenannte GGammafunktion. Diese ist wohl die
wichtigste nichtelementare Funktion. Wir miissen von ihr bei der vor-
liegenden Betrachtung folgendes wissen:

I'(«) ist durch das Integral

(60.5) I'(x) = Fe"é"‘cﬂ (x = 0)
0

definiert. Schreiben wir « - 1 statt « und integrieren wir partiell, so
ergibt sich die wichtige Beziehung

(60.6) IMea + 1) = «L(x).

e
|
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Fiir & = 1 kénnen wir (60.5) integrieren:
oo
I'(1l) = J‘ el =11

Wegen (60.6) erhalten wir damit nacheinander
r@y=1-ra) =11, I(8) =2 I =2l

und allgemein

@) =00,

Die Gammafunktion ist also eine Ver-
allgemeinerung der elementaren Fa- r(x)
kultat.

Ist n geradzahlig, so ist demnach
in (60.4)

P(%)z(%_1)! (n=24,..).

Ubrig bleibt der Fall ungeradzah-

liger n. Fliir n = 1 ist (s. Aufgabe 60.3) 0 i 4 1
0 5

(60.8) r(-}) =V=. o
Abbildung 60.2. Gammafunktion
Indem wir (60.6) anwenden, erhalten I'(e) fidr positive o

wir damit der Reihe nach

f)-irll)-dr @)=t

und so weiter.
Eine Zahlentafel der Gammafunktion findet man in Anhang 5
(Tafel 1f).

Fry

- = LA A

Aufgaben zu Abschnitt 60

60.1 Man gewinne (60.6) aus (60.5). f

60.2 Vermoge (60.6) und Tafel 1f berechme man F(2 18), I‘{3 99] und
I (4,61).

60,3 Man gewinne (60.8) aus (48.8) in Aufgabe 48.1.

60.4 Die Chi-Quadrat-Verteilung ist ein Sonderfall der sogenannten Gamma-
Yerteilung, die die Dichte

(60.9) fla) = e=Tz*=1T'(x) fiir @ =0

und f(z) = 0 fiir < 0 hat. Hierbei ist x = 0. Man zeige, daf die zugehorige
Verteilungsfunktion fiir # — oo gegen 1 strebt.

A pes
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60,5 Die Verteilung mit der Dichte
(60.10) Ji@) = x*= {1 — 2)-1YB(x, f) (x>0, f > 0)
fiir 0 < o = 1 und f(x) = 0 fiir die iibrigen = heiBt die Beta-Verteilung. Hier-

bei ist B(x, f) = I'(a) I{f)/T(x + ) die sogenannte Betafunktion. Man
zeichne f(x) fiir « =2, f =2,

61 Weitere Eigenschaften der Chi-Quadrat-Verteilung

Die Chi-Quadrat-Verteilung mit der Dichte (60.2) hat den Mittel-
wert

(61.1) p=n
und die Varianz
(61.2) o = 2n.

Ersteres folgt aus (28.1b), indem man das Integral durch die
Gammafunktion ausdriickt (s. Aufgabe 61.1), und letzteres ganz ent-
sprechend unter Verwendung von (31.5) und (60.6).

Wie man zeigen kann, lift sich die y2-Verteilung fir groPes n durch
die Normalverieilung brauchbar anndhern. Genauer gilt:

(I) Die Zufallsvariable y* ist asymptotisch normalverteilt mit dem
Mittelwert (61.1) und der Varianz (61.2). Bei groBem # gilt also fiir
(60.3) [vgl. (48.4)]

(61.3) F(z) ~ @ (” = ") :

/2n

0,5

\
|
|

0 10 20

oL
Abbildung 61.1. Kurve der Verteilungsfunktion der Chi-Quadrat-Verteilung
mit % = 10 Freiheitsgraden und Niitherungen (61.8) (kleine Kreise) und (81.4)
(Punkte)
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(IT) Die Zufallsvariable [/242 ist asymptotiseh normalverteilt mit
dem Mittelwert }/2a — 1 und der Varianz 1. Bei groBem n gilt also
fiir (60.3)

(61.4) F(z) ~ ®(/2z —)2n — 1).

Die Niherung (61.4) ist besser als (61.3) und schon bei relativ kleinem
#n recht befriedigend, wie Abb. 61.1 zeigt. Aus (IT) folgen auch die Nihe-
rungsausdriicke in der letzten Spalte der Tafel 6 in Anhang 5.

Aufgaben zu Abschnitt 61

61.1 Man leite (61.1) her.
61.2 Man gewinne (61.2) aus (31.5), indem man das Integral fur £(X?) durch
die Gammafunktion ausdrickt.

61,8 Man vergleiche die Niherungen (64.3) und (61.4) fiir # = 100 und
einige in Tafel 6 vorkommende @-Werte mit den exakten Werten in der Tafel.
61.4 Wie ergeben sich die Niherungsformeln in Tafel 6 aus (61.4) 7

62 t-Verteilung von Student

Die sogenannte Srupestsche t-Verteilung bildet die Grundlage
wichtiger Tests, die wir in Abschn. 72, 79 und 81 besprechen werden.
Sie wurde von W. 8. Gossgr eingefithrt, der unter dem Pseudonym
,SrupERT verdffentlichte.

Die t-Verteilung ist die Verteilung der Zufallsvariablen

X
B TETT
wobei folgendes vorausgesetzt wird: n ist eine positive ganze Zahl und
heillt die Anzahl der Freiheitsgrade der t-Verteilung. X und Y sind
unabhiingige Zufallsvariable. X ist normalverfeilt mit dem Mittelwert
0 und der Varianz 1, und Y besitzt eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n
Freiheitsgraden.

Die Variable " wird auch oft mit ¢ bezeichnet. Dies tun wir nicht,
weil wir fiir Zufallsvariable einheitlich GroBbuchstaben verwenden.

Die ¢-Verteilung hat die Wahrscheinlichkeitsdichte (s. Abb. 62.1)

(62.1) T

plotl
(62.2) flz) = \ 2 ) !

11 Kroyselg, Methoden
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(Herleitung in Anhang 1) und demnach die Verteilungsfunktion

S
(62.3) F@) = i e
yaar(3) L (1 +2)"

Fiir n = 1 erhalten wir aus (62.2) wegen (60.8) die in Aufgabe 28.6
angegebene Dichte der Cauchy-Verteilung, die keinen Mittelwert be-
sitzt. Fir n = 2, 3, ... hat die ¢-Verteilung wegen der Symmetrie
von f(z) den Mittelwert

(62.4) u=0.

Fiir n =1 und » = 2 hat die t-Verteilung keine Varianz. Fiir
n=3,4,... ergibt sich (s. Aufgabe 62.1)

(62.5) ot=

Abbildung 62.1. Dichte der ¢-Verteilung

Mit wachsendem 7 strebt die Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung
gegen die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit dem Mittel-
wert 0 und der Varianz 1.

Aufgaben zu Abschnitt 62
62,1 Man beweise (62.5). Anleitung: In (29.1b) verwandle man das Integral
in ein Integral von 0 bis oo, setze dann
z* 1
St
und benutze (60.11) in Anhang 1.

62.2 Man zeige, daB (62.3) fiir z - oo gegen 1 strebt,



TEIL ITI
BEURTEILENDE STATISTIK

Im ersten Teil des Buches handelte es sich darum, statistische Daten
in eine iibersichtliche Form zu bringen. Im zweiten Teil haben wir,
auf dem Wahrscheinlichkeitsbegriff aufbauend, Modellvorstellungen
statistischer GesetzmiBigkeiten entwickelt.

Im dritten Teil wollen wir nun die Verbindung zwischen der Theo-
rie und der Wirklichkeit herstellen. Dabei interessiert uns die Frage:
Welche Schliisse kann man von einer Stichprobe auf die zugehérige
Grundgesamtheit ziehen und welche Zuverlissigkeit besitzen derartige
Schliisse ? Diesen Fragenkomplex kann man aufgliedern. Die Liste auf
S.165—166 gibt einen Uberblick iiber Situationen und Fragestel-
lungen, wie sie in der Praxis auftreten. Sie soll zugleich als Leitfaden
durch die in Teil ITI hauptsichlich behandelten Problemkreise und
Methoden dienen.

Bevor wir beginnen, miissen wir den Begriff der Stichprobe aus
einer Grundgesamtheit priizisieren. Bisher geniigte es zu wissen, dafl
es sich dabei um eine Auswahl von » Dingen aus einer gegebenen
Gesamtheit ¢ handelt oder, da das beobachtete Merkmal und weniger
das Ding als solches interessiert, um «# Zahlen (bzw. Zahlenpaare bei
gleichzeitiger Beobachtung zweier Merkmale usw.).

Die Stichprobe soll AufschluB iiber die genannte Gesamtheit &
geben, die man aus finanziellen, zeitlichen oder prinzipiellen Griinden
nicht als Ganzes untersuchen kann (Beispiele siche Abschn. 3). Damit
sich dieser AufsehluB gewinnen 1iBt, muB die Stichprobe eine Zu-
fallsauswahl darstellen. Dies bedeutet, sie mubB so entnommen wer-
den, dal jedes Ding in ( eine ganz bestimmte angebbare Wahrschein-
lichkeit hat, gezogen, d. h. der Stichprobe einverleibt zu werden. Nur
wenn diese Forderung (wenigstens annithernd) erfiillt ist, liefern die
Verfahren, die wir nun in Teil IIT betrachten, verniinftige Ergebnisse.

Weiterhin machen wir die Annahme, daB die n Ausfiithrungen des
Experimentes, durch die man die Stichprobe erhilt, voneinander un-
1%
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abhiingig sind, d. h. daB das Ergebnis der jeweiligen Ausfithrung nicht
davon abhiingt, welche Ergebnisse bei den vorangegangenen Ausfiih-
rungen erzielt wurden.

Die unter dieser Annahme entwickelte Theorie der Stichproben-
entnahme heil3t die Stichprobenentnahme aus einer unendlichen Grund-
gesamtheit. Diese Bezeichnung hat folgenden Grund: Wir kénnen die
Stichprobenwerte x;, . . ., x, als Ergebnisse des Ziehens aus einer Grund-
gesamtheit ansehen, wobei die Grundgesamtheit in ihrer Zusammenset-
zung ungeéindert bleiben muB, damit die geforderte Unabhiingigkeit
gewihrleistet ist.

Beim Ziehen mit Zuriicklegen trifft dies zu, Denn durch das jeweilige
Zuriicklegen wird ja gerade der urspriingliche Zustand wieder her-
gestellt, ehe man den nichsten Zug tut. So besteht z. B. bei n-maligem
Wiirfeln die Stichprobe aus den n gewiirfelten Zahlen, und die Grund-
gesamtheit besteht aus den beliebig vielen Zahlen (1, 2, 3, 4, 5 oder 6),
die bei beliebig oftmaligem Wiirfeln als Ergebnisse denkbar sind. Eine
soleche Grundgesamtheit ist natiirlich nur hypothetisch.

Beim Ziehen ohne Zuriicklegen wiire die geforderte Unabhingigkeit
nur dann gewdhrleistet, wenn die Grundgesamtheit beliebig grof
(;;unendlich®) wire. Praktisch sieht man die Grundgesamtheit als
unendlich an, wenn sie gegeniiber der Stichprobe ,,sehr groB‘ ist,
d. h. dann nimmt man auch beim Ziehen ohne Zuriicklegen an, daB
die genannte Unabhingigkeit besteht. Ein Beispiel ist die Stichprobe
der (auf ganze Zentimeter abgerundeten) Gréfen von 1000 Personen,
dieausder Einwohnerschaft einer GroBstadst zufiillig ausgewiihlt wurden,

Handelt es sich bei dem letzten Beispiel jedoch um ein Dorf, aus
dessen Einwohnerschaft 1000 Personen ausgewihlt werden, so kann
die Grundgesamtheit nicht mehr als unendlich angesehen werden.
Es liegt dann eine Stichprobenentnahme aus einer endlicken Grund-
gesamtheit vor.

Was hier fiir Stichproben gesagt wurde, deren Werte einzelne Zah-
len sind, gilt sinngemiB auch fiir Stichproben von Zahlenpaaren,
-tripeln usw., wie sie auftreten, wenn man gleichzeitig 2, 3 oder noch
mehr ZufallsgriBien beobachtet.

Die Forderung, daBl jede Stichprobe eine Zufallsauswahl darstellen
soll, ist oftmals gar nicht so einfach zu erfiillen, wie man naiverweise
denkt. Es gibt aber Verfahren mit dem Zweck, jede absichtliche oder
unabsichtliche perstnliche Beeinflussung auszuschalten und damit der
genannten Forderung zu geniigen. Ein solches Verfahren wollen wir
jetzt erwihnen.
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Will man z. B. 10 Gegenstiinde aus 800 gegebenen Gegenstinden
auswiihlen, so numeriere man die letzteren. Nun kénnte man 800 Zettel
von 1 bis 800 durchnumerieren und in eine Urne werfen. Aus dieser
konnte man dann 10 Zettel ziehen und die zugehirigen Gegenstinde
als die gewiinschte Auswahl ansehen. Statt der Urne beniitzen wir
aber einfacher die Hilfstafel fiir die Zufallsauswahl (Tafel 5 in Anhang 5).
Wir schreiben uns zuerst zwei beliebige ganze Zahlen hin, etwa 1728
und 219. Die erste teilen wir durch 100 und die zweite durch 10. Der
Rest 28 bzw. 9 ergibt die Nummer der Zeile bzw. Spalte, mit der wir
in Tafel 5 anfangen. Dort steht 83 814. Wir schreiten von dort aus die
Spalte nach unten zu fort. Dann erhalten wir der Reihe nach

83814 87802 67056 61840 usw.

Die letzten beiden Ziffern lassen wir jeweils weg, weil wir nur Zahlen
bis 800 brauchen kénnen, denn es sind ja 800 Gegenstinde gegeben.
Dann bleibt

838 878 670 613 usw.

Zahlen, die dann noch groBer als 800 sind oder die wir zum zweiten
Male erhalten, lassen wir auch noch weg. So ergeben sich schlieBlich die
10 Zahlen

670 613 783 528 90 658 76D 242 324 600.

Die 10 Gegenstéinde mit diesen Nummern stellen die gewiinschte Aus-
wahl dar.

Einige statisiische Grundaufgaben

‘l Situation, Fragestellung | Wo behandelt

Die Verteilung der Grundgesamtheit ent-
halte unbekannte Konstanten (., Parameter®). |
Wie erhiilt man Niherungswerte fiir diese |

Konstanten ¢ | Kap. 12
Wie erhiilt man Aussagen iiber dic Giite der | :
Niherung ? | Kap. 13, insbesondere

Normalverteilung
| Abschn. 69, 72, 74
Binomialverteilung
Abschn. 75
Beliebige Verteilungen
Abschn. 78

| Wie kann man priifen, ob eine soleche Kon-
| stante einen gewissen Wert (2. B. den gefor- |
i_derten Sollwert) hat ? | Kap. 14
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| Situation, Fragestellung

Wo behandelt

Es mégen Stichproben aus mehreren nor-
malverteilten Grundgesamtheiten vorliegen,
die sich méglicherweise durch den Mittelwert
oder die Varianz unterscheiden.

Wie priift man, ob die Mittelwerte iiberein-
stimmen ?

Wie priift man, ob die Varianzen iiberein-

Abschn. 81, Kap. 16

Wie priift man, ob das Steigungsmal einen
gewissen Wert hat ¥

Wie bestimmt man eine ,,Regressionspara-
bel* #

Wie priift man, ob eine pewisse Art von
Regressionskurve vorliegt ?

Wie priift man, ob die ¥-Werte mit wach-
sendem X eine steigende (oder fallende) Ten-
denz (,,Trend**) haben ?

Wie berechnet man den ,,Korrelationskoef-
fizienten* ?

Wie erhiilt man Aussagen iiber die Giite die-
ser Niherung ?

Wie priift man, ob die Grundgesamtheit
den Korrelationskoeffizienten null hat ?
|t

stimmen ? Abschn. 83
Wie priiit man die Gleichheit der Mittel-

werte bei beliebigen Verteilungen ? Abschn. 115
Man vermutet (z. B. aus Erfahrungs- oder

theoretischen Griinden), dafi eine Zufallsvaria-

ble eine gewisse Verteilungsfunktion hat. Wie

priift man eine soleche Vermutung ? Kap. 15
Wie priift man die Zufilligkeit der Reihen-

folge der Stichprobenwerte ? Abschn. 117
Wie stellt man Zufallsauswahlen her ? 8. 165
Wie beurteilt man die Genauigkeit physika-

lischer Messungen ? Kap. 19
Eine Stichprobe aus einer zweidimensiona-

len (X, Y)-Grundgesamtheit liege vor.
Wie priift man die Annahme, ¥ hinge linear

von X ab? Abschn. 103
Wie bestimmt man die zugehérige ,,Regres-

sionsgerade'* ? Abschn. 94
Wie erhilt man Genauigheitsaussagen iiber

deren Steigungsmal ? Abschn. 98

Abschn. 100, 102
Abschn. 104

Abschn. 105

Abschn, 100, 102, 116
Abschn. 106
Absechn. 109

Abschn. 108




Kapitel 12
Nitherungswerte fiir unbekannte Konstanten

Bei praktischen Problemen steht man oft vor der Aufgabe, unter
Benutzung einer Stichprobe Niherungswerte fiir unbekannte Kon-
stanten zu gewinnen, die in Verteilungen auftreten (z. B. p in der
Binomialverteilung, x4 und ¢ in der Normalverteilung usw.). Die Kon-
stanten werden als Parameter der Verteilung bezeichnet und die ge-
stellte Aufgabe als die Schiitzung der Parameter. Hiervon handelt das
vorliegende Kapitel.

63 Mittelwert. Varianz. Momentenmethode

Iis liegt nahe, den Mittelwert Z einer Stichprobe xy, . . ., o, als Niihe-
rung fiir den Mittelwert px der Wahrscheinlichkeitsverteilung der zu-
gehorigen Grundgesamtheit anzuschen. So erhilt man die Schitaung

(63.1) i E%m o

Entsprechend kann man die Varianz s? der Stichprobe als Nitherung
fir die Varianz o* der genannten Verteilung auffassen, Dies ergibt

TR
: i e — )2
(63.2) a® a8 e .I.j--:‘l (x; — Z)°.

Bei einigen Verteilungen, z. B. bei der Normalverteilung und der
Porsson-Verteilung, tritt u explizit als Parameter auf, und (63.1) ist
dann eine Parameterabschiitzung. Bei der Binomialverteilung ist
p = pfn [vgl. (40.3)], und so liefert (63.1) den Niherungswert

x
A —
P %

Wir erwihnen, daB die Schiitzung (63.1) ein ganz spezieller Fall der
sogenannten Momentenmethode ist. Diese besteht darin, daf man den
oder die abzuschiitzenden Parameter durch die Momente der Vertei-
lung (s. Abschn. 31) ausdriickt und in der resultierenden Formel die
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Momente durch die entsprechenden Momente der Stichprobe ersetzt.
Die so abgeiinderte Formel ergibt dann die gesuchte Niherung. Hier-
bei ist das k-te Moment einer Stichprobe z, . .., z, durch

My = ?13 . > 2
definiert.

Teilt man eine Stichprobe aus einer stetigen Grundgesamtheit in
Klassen ein, so kann man der Auswirkung der Klasseneinteilung auf die
Momente dadurch etwas entgegenwirken, daB man die Momente mit
einer Korrektur, der sogenannten Sheppard-Korrektur, versicht. Fiir
my ist diese null. m, ist durch

My —% (! = Liinge der Klassenintervalle)
zu ersetzen. Einzelheiten s. [2] (vgl. Anhang 3, am SchluB).

Bei der Poisson-Verteilung ist p = ¢, und wir kinnen demnach
(63.1) oder (63.2) als Néherungsformel fiir den Parameter dieser Ver-
teilung benutzen. Ganz allgemein hat man stets die Wahl zwischen
mehreren Schiitzungen. Dies ist keine Besonderheit unseres Problems,
denn auch in anderen Gebieten der Mathematik gibt es fiir irgendeinen
Zweck meist mehrere Niherungsformeln, Wir sollten uns aber iiber-
legen, welche Gesichtspunkte im vorliegenden Falle bei der Wahl einer
»;guten’ Néiherungsformel zu beachten sind. Dies wollen wir im folgen-
den Abschnitt tun.

64 Sehitzfunktion. Erwartungstreue. Wirksamkeit

Wir betrachten den Fall eines einzelnen unbekannten Parameters
in einer Verteilung und stellen uns vor, wir kennen eine Formel, mit
deren Hilfe wir aus » Stichprobenwerten a, . . ., #, einen Niherungs-
wert i von u berechnen konnen. # hingt dann natiitlich von diesen
Werten ab, ist also eine Funktion dieser Werte, sagen wir g(a,, . . ., 2,).
Und unsere Formel hat demnach ganz allgemein die Gestalt

7 =g[xl, ] s
g heiBt hierbei eine Schiitzfunktion fiir u.
Beispiele sind (63.1) und (63.2).
Zu gegebenen Stichprobenwerten =;,..., z, gehért ein gunz be-

stimmter numerischer Wert von g. Diese Zahl heiBt ein Sehiitzwert
des Parameters 1.
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Nun kommt ein einfacher, aber sehr wichtiger Gedanke. Bisher haben
wir die Stichprobenwerte @y, . . ., @, als n beobachtete Werte einer einzel-
nen Zufallsvariablen X angeschen. Wir kinnen diese n. Werte aber eben-
sogut als einzelne beobachtete Werte von n Zufallsvariablen X, . . ., X,
ansehen, die alle dieselbe Verteilungsfunktion (ndmlich diejenige von
X ) haben und unabhingig sind, weil es sich voraussetzungsgemdf um n
unabhingige Ausfohrungen des betreffenden Experimentes handelt.

Dann ist @ = g(a;, . . ., @,) aufzufassen als ein einzelner beobach-
teter Wert der Zufallsvariablen
(64.1) TS (Xar e

Aus Abschn. 57 wissen wir, daB eine nichtkonstante Funktion von
Zufallsvariablen selbst eine Zufallsvariable ist.

Beispiel 64.1. Zwei nachcinander gewiirfelte Zahlen, etwa #, =35 und
x, = 3, kénnen wir als beobachteten Wert der Zufallsvariablen

X Beim 1. Wurf erzielte Zahl

baw.
X, = Beim 2. Wurf erzielte Zahl

auffaszen, die Summe
z= gy, ) =y A, =8

als beobachteten Wert der Zuiallsvariablen
% = X, + X, = Summe der Zahlen bei zwetmaligem Wiirfeln

und den Mittelwert

1
xrg{z‘l 4 x) = 4
als beobachteten Wert der Zufallsvariablen
g o
X = (X + Xy

Die Variable Z hat fiir einen regelmiBigen Wiirfel die in Abb. 23.2 gezeigte
Wahracheinlichkeitsfunktion. Warum?

Der in (63.1) stehende Aunsdruck
2 =gl nm) = (ot o)
lifit sich nun als ein beobachteter Wert der Zufallsvariablen
(64.2) X=X Do) =; Eelihitsey

ansehen. Da X, den Mittelwert #(X,) = p hat, so hat die Summe
X, + -+ + X, gemill Satz 58.1 den Mittelwert ng, und X hat dem-
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nach wegen (34.2) den Mittelwert
(64.3) E(X) =~—~'n,u =

Eine Schiitzfunktion g(z, ..., ,) fiir einen Parameter u heilit
erwartungstreu, wenn
E{Q’(Xl, e Xw):] =
ist.
Beispiel 64.2. Aus (64.3) ersehen wir, daB (63.1) eine erwartungstreue Schitz-
funktion fiir den Mittelwert g einer Verteilung ist.

Belspiel 64.8. Die Schitzfunktion (63.2) fiir die Varianz of ist erwartungs-
treu, denn die entsprechende Zufallsvariable

(64.4) 8% = -_-I__ .l (X, — X2

hat die Erwartung

(64.5) (8% = o,

wie der Leser zeigen mége (s. Aufgabe 64.3). Wiirde man in (63.2) den Nenner
n— 1 durch n ersetzen, so wiirde die Erwartungstreue zerstért. Deshalb haben
wir seinerzeit in (8.3) im Nennor n — 1 statt n geschricben.

Die Erwartungstreue allein ist natiirlich noch kein Ma8 fiir die Giite
einer Schitzfunktion g(zy, ..., x,) fiir einen Parameter u. Vielmehr
wird man weiterhin fordern, daB die Variable (64.1) mit groer Wahr-
scheinlichkeit Werte 2 in der Niihe von % annimmt. Ein naheliegendes
MaB fiir diese Eigenschaft ist

(64.6) B([U — u]?).
Je kleiner diese Zahl ist, desto besser ist die betreffende Schiitzfunk-
tion.

Ist die Schiitafunktion erwartungstreu, so hat U den Mittelwert u,

und (64.6) ist dann gerade die Varianz von U.
Eme erwartungstreue Schitzfunktion g fiic % heiBt wirksam, wenn

=g(X,,..., X,) eine endliche Varianz hat und wenn es fiir u
keme andere Schitafunktion g* derart gibt, dafl ¢*(X,,. . ., X,) eine

kleinere Varianz als U besitzt.

Aufgaben zu Abschnitt 64

64.1 Man bestimme die Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufall
variablen X in Beispiel 64.1.
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64.2 Warum hat Z in Beispiel 84.1 die in Abb. 23.2 gezeigte Wahrschein-
lichkeitsfunktion ? Wie ergibt sich aus dieser die Wahrscheinlichkeitsfunktion

von X in Beispiel 64.1 7
64.8 Man zeige, daf X die Varianz

(©4.7) B(X —u) =2
hat, und beweise (64.5).
65 Konsistente Schitzfunktion

Aus (64.7) in Aufgabe 64.3 sehen wir, daB die Varianz der Zufalls-
variablen (64.2) mit wachsendem = kleiner wird, Wir kénnen also
erwarten, dafBl die Schitzfunktion (63.1) desto bessere Niherungen lie-
fert, je umfangreicher die Stichprobe ist.

Diesen Gedanken wollen wir noch etwas weiterverfolgen. Hierzu
bendtigen wir den

Satz 65.1. Es sei ¢ eine beliehige reelle Zahl und X eine beliebige Zu-
Jallsvariable, fur die E([X — c]®) endlich ist. Dann gilt fir jedes £ > 0
die Ungleichung von Tschebyscheff

(65.1) P(X —o| 2 ) 5 E(IX — c).

Der Beweis folgt am Ende des Abschnittes.

Ist tibrigens ¢ der Mittelwert x von X, so steht rechts in (65.1) ge-
rade die Varianz ¢?, und (65.1) gewinnt die Form

2
(65.2) P(X —ul=o9 <5

Wir betrachten nun eine Schitzfunktion g(x,...,«,) fiir einen
Parameter #, die auch fiir beliebig grofie n noch definiert ist. Dann

lautet (65.1) mit ¢ = w fiir die zugehdrige Variable I = g(X,, . .., X,)
folgendermafen:

(65.8) P(U —u| =) géy([ﬁ—w).
Hat nun unsere Schiitzfunktion die Eigenschaft

(65.4) E(IU —ul®) >0 fir n-—>oo,
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so strebt die Wahrscheinlichkeit in (65.8) fiir jedes feste & > 0 bei
beliebig wachsendem 7 gegen null. Fiir jedes feste & = 0 gilt dann also

P(iﬁ—ﬁ[{&):l—P(|I}—u[;s)—>1 fiir n—co.

Dies bedeutet in Worten : Fiir jede (noch so kleine) feste positive Zahl &
strebt die Wahrscheinlichkeit, daB sich die Niherung fiir « um weniger
als & von dem wahren Parameterwert u unterscheidet, mit wachsen-
dem Stichprobenumfang gegen 1. Bine Schitzfunktion mit dieser
Eigenschaft heiflt eine konsistente Schiitzfunktion.

Beispiel 65.1. Die Schitzfunktion (68.1) ist fiir jede Verteilung, deren Varianz
endlich ist, konsistent. In der Tat hat (65.4) fiir die Zufallsvariable

Ny =
U=X=—(X, 4+ X,
wegen (64.7) in Aufgabe 64.3 die Form

B([ — ) = B([X — uTt) = %" O i T
Wir beweisen nun den Satz 65.1.
Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte f(z) ist

P{X —cl=e)= [ flz)de.
lx—e¢| s
Integriert wird von — oo his ¢ — & und dann von ¢ + ¢ bis oo, Im
Integrationsbereich ist

et S

[z —¢| = e, also A=

Demnach kann der Wert unseres Integrals nicht groBer sein als der
Wert des Integrals
(@ —c)?
e e
Da der Integrand nicht negativ ist und wir in positiver Richtung inte-
grieren, so ist der Wert des Integrals nicht grofer als der des Integrals

1 1
5 | @—0ff@)de =5 B(IX — o),
—e0
das sich aus dem vorhergehenden durch VergrsBerung des Integra-

tionsintervalles ergibt. Der Satz 65.1 ist damit fiir eine stetige Zufalls-
variable bewiesen. Im diskreten Fall verliuft der Beweis entsprechend.
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66 Wahrscheinlichkeitspapier

Im Falle der Normalverteilung kann man Néiherungswerte fiir den
Mittelwert x4 und die Varianz o® auch auf graphischem Wege mit Hilfe
des sogenannten Wahrscheinlichkeitspapiers oder Wahrscheinlich-
keitsnetzes erhalten (Hersteller Schleicher und Schiill, Einbeck, Hanno-
ver). Dies ist ein funktionales Papier, bei dem die Ordinatenskala der-
art verzerrt ist, daB sich die s-férmig geschwungene Kurve der Ver-

1 100%,

¥ -

50°,

0%,

7

90°/s
0% S

50
30%, /

i
N

10%, //

=3 -1 0 1 2
X =
Abbildung 66.1. Zur Ex hung des Wahrscheinlichkei Kurve der Ver-
teilungsfunktion y = F(x) der Normalverteilung mit ¢ =0, ¢ = 1 und zuge-
hérige Gerade im Wahrscheinlichkeitsnetz

teilungsfunktion einer Normalverteilung auf diesem Papier zu einer
Geraden streckt. Der Grundgedanke ist also derselbe wie z. B. bei dem
wohlbekannten einfachlogarithmischen Papier oder anderen funk-
tionalen Papieren.

Abb. 66.1 veranschaulicht, wie das Wahrscheinlichkeitsnetz aus dem
Millimeternetz entsteht. Wie man sieht, nehmen die Ordinatenab-
stiinde von der 50%-Linie aus nach oben und unten hin immer mehr
zu, und allzu groBe oder allzu kleine Prozentwerte haben auf dem
Papier keinen Platz mehr.
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Als Ordinatenskala wird die zur Verteilungsfunktion

¥ = P(w)
[vgl. (48.3)] inverse Funktion
(66.1) w = ¥(y)

benutzt. Da die Normalverteilung mit dem Mittelwers # und der
Varianz o2 gemiB (48.4) die Verteilungsfunktion

Yy = F(x) =¢(—-:—‘u)

Tabelle 66.1. Gewichte von 100 Luftpostumschligen
(Hersteller A. Reiss, Wien)

1
| ; |
1 Gewicht 1. Absolute | ;ieluuve
Hiufigkeit pnens

| le] | o hiufigkeit
| 4
‘ 1,80 1 | 0,01

1,81 0 0,01

1,82 1 0,02

1,83 ‘ 1 0,03

1,84 1 0,04
] 1,85 1 0,05 :
| 1,56 1 0,06

1,87 2 0,08

1,88 3 0,11

1,80 5 0,16

1,90 7 0,23

1,91 6 | 0,20 |

1,92 8 | 0,37 |

1,93 8 [ 0,45

1,94 ] 9 0,54 [

1,95 [ 4 0,58 |
] 1,96 ‘ 11 0,69 i
‘ 1,97 3 0,72

1,98 4 0,76
‘ 1,99 [ 3 0,79

2,00 7 0,86
’ 2,01 2 oss |

2,02 4 0,92 |
J 2,03 5 0,97

2,04 1 0,08
i 2,05 l 2 1,00
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besitzt, so ergibt sich hieraus mit (66.1)

(66.2) w = W(y) =f—:—“.

Dies ist die Darstellung einer Geraden, wie behauptet wurde.

In (66.2) ist w = 0 fiir z = p. Wegen D(0) = 1/2 gilt also:

Der Mittelwert p ist die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden (66.2)
mit der 50%-Linie.

Weiterhin ist @ (1) ~ 0,84, wie wir aus Tafel 8a in Anhang 5 sehen,
Also ist

4:(5-:—“)@0,84 fiir ”%*“:1 oder  z =g+ u.

Demnach gilt:
Die Gerade (66.2) schneidet die 84%,-Linie efwa im Punkte mit der
Abszisse

r=p+a.

Ist eine Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
gegeben, so zeichnet man die Verteilungsfunktion der Stichprobe als

f 99.9
B
—— f
=l
—_— = Py
- ’AA"—‘
‘y fo— s = 0,054 —ud
1 ==
0,1
1,8 1,9 g 2,0
£
- 1,044 Gewicht [g] —=

Abbildung 66.2. Verteilungsfunktion der Stichprobe in Tab. 66.1 im Wahrschein-
lichkeitsnetz
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Treppenkurve ins Wahrscheinlichkeitsnetz und zieht dann nach Augen-
maf eine Gerade, die sich der Treppenkurve moglichst gut anpafit.
Wie aus der vorstehenden Uberlegung folgt, schneidet diese Gerade
die 509,-Linic im Punkt x ~ %, und dies ist eine Néherung fiir .
Entsprechend ist s etwa gleich der Differenz der 2-Werte der Schnitt-

o
=c
e

2
=

£}
=

|

|
|
|
|
|

1 e
=

\

Summenhiufigkeiten in *fs —=

\

o
=
I

-
=

\

s
=

\

et s = 0,053 —=

0.1
1.8 1,9 2,0

= 174).12 Gewicht [g] —=

Abbildung 66.8. Relative Summenhinfigkeiten in Tab. 66.2 als Punkte im Wahr-
scheinlichkeitsnetz

Tabelle 66.2. Stichprobe in Tab. 66.1 in gruppierter Form

Klassenintervall | Klassen- Absolute Relative
[Gewicht in Gramm] | mittelpunkt | Haufigkeit Summenhiufigkeit
1,795—1,825 1,81 2 0,02
1,825—1,855 1,84 3 0,05
1,855—1,885 1,87 6 0,11
1,885—1,915 1,90 18 0,29
1,915—1,945 1,93 25 0,54
1,845—1,975 1,96 18 0,72
1,975—2,005 1,09 14 0,86
2,005—2,035 2,02 1 0,97
2,035—2,085 2,05 3 1,00
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punkte der Geraden mit der 849-Linie und der 509,-Linie, und dies
ist eine Niherung fiir 0. Ein Beispiel zeigt die Abb. 66.2,

Ist die Stichprobe in Klassen eingeteilt, so ist es praktisch etwas
einfacher, statt der Treppenkurve der Verteilungsfunktion nur die
relativen Summenhiufigkeiten als Punkte vertikal iiber dem rechten
Endpunkt des betreffenden Klassenintervalles (nicht iiber der Inter-
vallmitte) ins Wahrscheinlichkeitsnetz einzutragen, nach Augenmal
eine Ausgleichsgerade durch diese Punkte zu legen und weiterzuverfah-
ren wie zuvor. Ein Beispiel zeigt Abb. 66.3.

Aufgaben zu Abschnitt 66

66.1—66.8 Man bestimme den Mittelwert und die Varianz der folgenden
Stichproben auf graphischem Wege aus dem Wahrscheinlichkeitsnetz,

66.1 Linge miinnlicher £ Neugeborener (Univ.-Fi klinik
Graz, Direktor Prof. Dr. E NAVR-\TIL. 1961)
Linge [em] | 4 i48|49|50|:51|52|o| |5|6
Anzahl }'1 2|11|3!15isio| [a] o 1
66.2 Die Stichprobe in Aufgabe 6.1,
66,3 Die Stichprobe in Tab. 4.3.
67 Maximum-Likelihood-Methode

Das wichtigste Verfahren zur Gewinnung brauchbarer Schatzfunk-
tionen fiir Parameter einer Verteilung ist die sogenannte Maximum-
Likelihood-Methode oder Methode der mazximalen Mutmaplichkeit. In
Sonderfiillen wurde dieses Verfahren schon von Gauss angewendet
(Werke Bd. 4, Gottingen 1880). In allgemeiner Form wurde es von
R. A. FisueEr (Messenger of Mathematies 41, 1912, 1556—160) fiir sta-
tistische Zwecke entwickelt.

Wir betrachten die Methode zuerst fiir den einfachsten Fall, nim-
lich fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen X mit der Wahrschein-
lichkeitsfunktion bzw. Dichte f(x), die von einem einzelnen Parameter
u abhiingt. Das betreffende Experiment werde n-mal ausgefiihrt. Die
so erhaltene Stichprobe von n Werten sei

AT, O O
Wie bisher setzen wir voraus, dall die » Ausfithrungen des Experimentes
voneinander unabhiingig sind. Im Falle einer diskreten Variablen ist
dann die Wahrscheinlichkeit, eine Stichprobe zu erhalten, die gerade
aus den obigen Werten besteht, durch das Produkt

(67.1) (1 =f@)f@) - S@)

18 Kreyszig, Methoden
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gegeben, denn f(x,) ist die Wahrscheinlichkeit, mit der X den Wert x
annimmt, usw. Ist X stetig verteilt, so ist ganz entsprechend die
Wahrscheinlichkeit, eine Stichprobe zu erhalten, die gerade aus n
Werten besteht, die in den kleinen Intervallen

y=r=x+de, s, Sa =z, Az, ..., bzw. T, =r =2, + Az
liegen, durch den Ausdruck

(67.2) Jla) Az f(as) Az - - - () Az =1(dz)"
gegeben,

Die Werte f(z,), . . ., f(x,) hiingen von « ab. ! hingt demnach von
%y, ..., @, und auch von w ab. Denken wir uns &y, . .., &, fest vorge-

geben, so ist [ also eine Funktion des Parameters u und wird, so auf-
gefalt, als Likelihood-Funktion oder Mutmaflichkeitsfunktion bezeich-
net.

Die Maximum-Likelihood-Methode besteht nun darin, daB man als
Niiherung fiir den unbekannten Parameter u einen Wert nimm, fiir
den [ einen miglichst groBen Wert hesitzt. Eine notwendige Bedin-
gung dafiir, daB I, als differenzierbare Funktion von #, ein Maximum
besitzt (Maxima am Rande ausgenommen), ist das Verschwinden der
Ableitung nach 1,

al
(67.3) =0
Wir scureiven hier die partielle Ableitung, weil I auch von den Gréfien
Ty, . . ., &, abhiingt, die wir bei der vorliegenden Betrachtung konstant
halten. Eine von den a, ..., x, abhiingige Losung dieser Gleichung
heiBt eine Maximum-Likelihood-Schitzfunktion fur den betreffenden
Parameter u.

Ganz entsprechend erhiilt man im Falle einer Verteilung, die meh-
Tere, sagen wir r Parameter u,, . . ., u, enthilt, die r Gleichungen

(67.4) L2y s e

By  Bu,
zur Bestimmung von Schitzfunktionen fiir diese Parameter,

Da f(x) nicht negativ ist, so ist I an der Stelle eines Maximums im
allgemeinen positiv. Da der natiirliche Logarithmus In [ eine monoton
wachsende Funktion von [ ist, so hat er genau dort ein Maximum,
wo [ ein Maximum hat. Dies legt es nahe, statt I die Funktion In I zu
verwenden, also (67.3) durch

ami _

(67.5) o

0
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zu ersetzen und (67.4) entsprechend durch
dlnl 0 dlni
e
Dann hat man statt der ldstigen Differentiation von Produkten nur
Summen zu differenzieren. Trotzdem kann die Lésung der erhaltenen
Gleichung (bzw. Gleichungen) noch schwierig sein, so dal man sich
in manchen Fillen lieber mit weniger guten aber oft einfacher zu er-
haltenden Schitzfunktionen begniigen wird, wie sie etwa die Momen-
tenmethode (s. Abschn. 63) liefert.

Gibt es fiir einen Parameter eine wirksame Schitzfunktion (vgl.
Abschn. 64), so erhiilt man diese aus (67.5).

Fiir den Beweis dieser und anderer wichtiger Tatsachen iiber Maxi-
mum-Likelihood-Schitzfunktionen vgl. [12] oder [2]. ;

(67.6) 0.

68 Beispiele zur Maximum-Likelihood-Methode
Beispiel 68.1 (Poi Yerteilung). Unter B g einer hprobe
g o. o, gewinne man eine Maximum-Likelihood-Sehitziunktion fiir den

Parameter u der durch (42.2) bestimmten Porssox-Verteilung.
Aus (42.2) und (67.1) erhalten wir die Likelihood-Funktion
i I T
L w LB e
1 2,1 !
Indem wir die Exponentialfaktoren und ebenso die Potenzen zusammenfassen,
folgt wegen (8.1) sofort
1
= B ik i P |
:\:ﬂ-u:a:wl'ul 24

NI o=
ey e i
2yl 'x,,!'u

Der natiirliche Logarithmus dieser Funktion ist
; Ini= —In(z!---z,!)+ nZEln g — np.
Alzo hat (67.5) im vorliegenden Falle die Form
élnl  nz
o
Durch Auflésung nach g ergibt sich die gesuchte Schiitzfunktion ft in der Form

= 0.

= W g ]
[t et i O )

Beispiel 65.2 (Bi ialverteilung). Ein Ereignis 4 habe bei einem Zufalls-
experiment die unbekannte Wahrscheinlichkeit p. Bei 100 Ausfithrungen des
Experimentes sei 4 genau 63mal eingetroffen. Das Experiment sei derart, dall
sich dic Ergebnisse der einzelnen Ausfithrungen gegenseitig nicht beeinflussen.
Man schiitze p ab,

12%
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Die Zufallsvariable
X = Anzahl des Eintreffens von A beim Einzelversuch
kann die Werte
X =0 (A trifft nicht ein) und X =i (A trifft ein)
annel Die hérige Wahrscheinlichkei ktion f(z) hat also die Werte
fO)=PX=0=1—1p und f)=P(X =1)=p.
Da 4 in unserer Stichprobe von n = 100 Werten genau k = 63mal vorkommt
und n — k = 37mal nicht, so ist die Likelihood-Funktion
L= pF(1 — pynFk,
Bilden wir den Logarithmus, so erhalten wir
Inl=Fklnp+ (n —k)In(1 —p).
Die Gleichung (67.5) lautet also
ol _k _n—k
go s Heniiia=mn
Die Auflésung nach p ergibt die gesuchte Schiitzfunktion

= 0.

ek

i it
Dies ist gerade die relative Hiufigkeit von A in unserer Versuchsreihe. Fiir
unser Zahlenbeispiel wird also p ~ § = 0,63.

Beispiel 68.8 (Normalverteilung). Man wende die Maximum-Likelihood-
Methode auf den Fall einer normalverteilten Variablen X an, deren Mittelwort I
und Varianz ¢* beide unbekannt sind.

X hat die Dichte (47.1). GemiB (67.1) hat also die Likelihood-Funktion die
Form

(m— _ Aza—npt
E=Tll_-s S ._1_ CR
V2ne }/2 o
Dureh Zusammenfassen ergibt sich
I = —1_— # (i)” e=h,
Vem ) \a
Hierbei haben wir zur Abkiirzung
-1 1
68. S L T
(68.1) b= 3 @ — W
gesetzt. Nehmen wir den Logarithmus, so folgt
(68.2) Inl=—nn)2x —nlng—h.

Im vorliegenden Fall sind zwei Parameter abzuschiitzen. Die beiden zugehérigen
Gleichungen (87.6) gewinnen wir durch Differentiation aus (68.2). Indem wir
(68.1) beriicksichtigen, ergibt sich

ol @ 1 i
(68.3) o —H—agkgi(xt—#)m 0
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und
dInli n ah i Gl
R L L e o i ) e LR — R
(88:4) do o do o Fo”k‘“.l(xt &Y Y

Aus (68.3) folgt die Gleichung

i n
Flag —u)= Fzp—nu=0.
k=1 k=1
Die Lésung lautet

it RE
(68.5) =" Yo =3
k=1
Dies ist die gesuchte Schiitzfunktion fiir den P ter p. Setzen wir diese in

(68.4) ein, so ergibt sich sofort
e + 03 — (-‘”—'k —EPE =
Durch Auflisen nach o® erhalten wir als Schiitzfunktion fiir ¢* den Ausdruck
~ ah ook
(68.6) ot =— ¥ (x — F)°.
N fel

Diese Funktion ist nicht erwartungstren. Man erkennt das am einfachsten
daraus, dal} sie sich um einen konstanten Faktor von der erwartungstreuen
Schitzung (63.2) heidet (vgl. Beispiel 64.3).

Unser Beispiel lehrt, daB eine Maximum-Likelihood-Sehitzfunktion nicht
erwartungstreu zu sein braucht. Dal unser Ergebnis trotzdem praktisch wert-
voll ist, insbesondere bei groflem n, versteht sich beinahe von selbst.

Aufgaben zu Abschnitt 68

68.1 Man iibcrzcugc sich, dafl man im Falle der Parameter & und b der
leichférmigen Verteil (26.4) das Maximum der Likelihood-Funktion nicht
durch Nullsetzen der Ableitung erhalten kann. Welcher Weg fiihrt zum Ziel ?
68,2 Man bestimme die Maximum-Likelihood-Schiitzung fiir den Para-
meter p einer Normalverteilung mit bekannter Varianz o® = o,

68.8 Man beweise: Ist # die Maximum-Likelihood-Schiitzung fiir einen
Parameter » und ist ¢(u) eine einwertige monoton wachsende Funktion von 1,
50 ist p(ii) die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir g(u).

68,4 Das 4. zentrale Moment der Normalverteilung ist gleich 3o%. Welche
zugehorige Maximum-Likelihood-Schitzung crgibt sich damit wegen Auf-
gabe 68.3 fir das genannte Moment ?




Kapitel 13
Konfidenzintervalle

Im vorigen Kapitel haben wir Niherungsformeln fiir Parameter in
Wahrscheinlichkeitsverteilungen kennengelernt. Zum Beispiel hat die
Stichprobe in Tab. 66.1 den Mittelwert 7 — 1,944, wie man durch
Nachrechnung bestitigt, und dies ist eine Niherung fiir den Mittel-
wert u der zugehorigen Grundgesamtheit.

Nun erhebt sich die Frage, wie genau eine derartige Niherung ist.
Denn wo immer man in der Mathematik Niherungswerte benutat,
sollte man festzustellen versuchen, wie weit ein solcher Wert un-
glinstigstenfalls von dem unbekannten wahren Wert abweichen kann.
Zum Beispiel gibt es bei der numerischen Integration , Fehlerformeln*
zur Berechnung der maximal méglichen Abweichung. Nehmen wir an,
in einem konkreten Fall habe sich 2,46 als Niherung fiir ein Integral
und -+ 0,02 als zugehdrige maximal mogliche Abweichung crgeben,
Dann wissen wir, dafl die Griflen

246 —0,02=244 und 2,46+ 0,02 = 2,48

mit Sicherheit den unbekannten genauen Wert u unseres Integrals
neinschliefen, d. h. mit Sicherheit ist 2,44 kleiner als » oder gleich u
und 2,48 grofer als % oder gleich .

Das entsprechende Problem bei unserem obigen statistischen Bei-
spiel wiire die Bestimmung zweier von den Stichprobenwerten abhiin-
giger Grofen, etwa 1,940 und 1,955 oder dergleichen, die den unbekann-
ten Mittelwert mit Sicherheit einschlieBen. Sichere Schliisse von einer
Stichprobe auf die Grundgesamtheit gibt es aber nicht. Deshalb miissen
wir bescheiden sein und unser Problem, das wir nun gleich fiir irgend-
einen Parameter % formulieren, modifizieren:

Man bestimme zwei Grifen L?l und U,, die mit einer nach Belicben
gewdhlten groflen Wahrscheinlichkeit (z. B. 95%, oder 99%,) Werte an-
nehmen, die den genauen unbekannten Parameterwert u einschliefen.
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Diese Werte seien dabei jeweils aus gegebenen Stichprobenwerten
Ty, . . ., @, zu errechnen. Letztere konnen wir wie in Abschn. 64 als
einzelne beobachtete Werte von n Zufallsvariablen X, ..., X, an-
sehen. U, und U, sind dann Funktionen dieser Variablen, also selbst
Zufallsvariable. Bezeichnen wir die genannte Wahrscheinlichkeit mit y,

so sollen also U, und ﬁz derart beschaffen sein, dal
P(U,=u=U)=y

ist. Kennen wir die Formeln solcher !’}1 und {}; als Funktionen von
X, ..., X,, so konnen wir nach Vorgabe einer Stichprobe den zu-
gehorigen Wert von I:'l und l:’z ausrechnen. Das Intervall mit diesen
beiden Werten als Endpunkten heifit ein Konfidenzintervall (auch
Verfrauensintervall oder Verfrauensbhereich) fiir den unbekannten
Parameterwert u. Die Endpunkte heillen Konfidenzgrenzen. Die Zahl y
heiBlt die zugehorige Konfidenzzahl. Praktisch wihlt man y gleich
959%, oder 99%,, manchmal auch 99,9%,.

y ist also die Wahrscheinlichkeit, ein Konfidenzintervall zu erhalten,
das den wahren unbekannten Parameterwert enthilt, wenn man vor-
hat, eine Stichprobe zu entnehmen und dann ein Konfidenzintervall
zu bestimmen.

Wird z. B. y = 959, gewiihlt, so kann man erwarten, dal etwe bei
959}, aller Stichproben, die man (wirklich oder nur in Gedanken) ent-
nehmen will, die zugehorigen Konfidenzintervalle den Wert « enthal-
ten und etwa 59, nicht. Hat man solche Intervalle bestimmt, so ist
also die Aussage, daB ein derartiges Intervall den Wert w enthiilt, in
etwa 19 von 20 Fillen richtig und in etwa einem von 20 Fillen falsch.
Bei y = 0,99 ist diese Aussage sogar in etwa 99 von 100 Fillen
richtig, aber die Konfidenzintervalle sind dann jeweils langer, wie
wir noch sehen werden.

Die Frage, welchen Wert y man im konkreten Falle wihlen soll,
ist also keine mathematische Frage, sondern mufl von der Art der
Anwendung her beantwortet werden. Man muf} sich ndmlich iiberlegen,
welches Risiko einer falschen Aussage der obengenannten Art man
ohne Schaden in Kauf nehmen kann.

Den Begriff des Konfidenzintervalles hat J. NEYMaN (Annals of
Math, Statistics 6, 1935, 111 —116) geschaffen.
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69 Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert einer
Normalverteilung mit bekannter Varianz

Vorgelegt sei eine Stichprobe #,, . . ., x, aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit mit bekannter’ Varianz o2 Der Mittelwert s sei
unbekannt, und wir stellen uns die Aufgabe, ein Konfidenzintervall
fiir g zu bestimmen.

Diese Situation und Fragestellung hat praktische Bedeutung. Han-
delt es sich z. B. um eine Abmessung irgendeines Massenartikels
(Liinge eines Bolzens, Stirke einer Beilagscheibe usw.), so kann es
némlich sein, dal man x nicht kennt, weil z von der jeweiligen Ein-
stellung des Automaten abhiingt, auf dem der Artikel hergestellt wird,
dal man aber o aus fritherer Erfahrung kennt, weil o in erster Linio von
der Giite der genannten Maschine und fast nicht von deren spezieller
Einstellung abhiingt. Wir kommen auf diesen Punkt in Abschn. 72
zuriick.

Wie man das Konfidenzintervall bestimmt, ersicht man aus
Tab. 69.1. Warum man so vorgeht, iiberlegen wir uns im nichsten Ab-
schnitt.

Tabelle 69.1. Bestimmung eines Konfidenzi valles fiir den Mittelwert g
einer Normalverteilung mit bel Varianz o?

1. Schritt. Man wiihle eine Konfidenzzahl y (9595, 999, oder
dgl.).
2. Schritt. Man bestimme das zugehérige ¢:
_ ¥ | 080 | 095 | 099 | 0,909
o | 1845 | 1,960 | 257 | 3201
8. Schritt. Man berechne den Mittelwert Z der Stichprobe

Wyy Tay o v 0y Tye
4. Schritf. Man berechne
(69.1) a=colln.

Das Konfidenzintervall fiir den Mittelwert z der Grundgesamtheit
ist

(69.2) KONF{z —a<pu<z+a). J

Beispiel 69.1. Man bestimme ein 95 %-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
einer Normalverteilung mit der Varianz ¢ = 9 unter Benutzung einer Stich-
probe mit dem Mittelwert Z = 5 und dem Umfang n = 100.
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I, Sehritt. 3 = 0,95 ist. gefordert.
2. Sehritt. Dazu gehirt ¢ = 1,960,
3. Schritt. £ = b ist bereits vorgegeben.
4. Schritt. Es ist
a = 1,960 - 3/}/100 = 0,588.
So wird 2 — a = 4,412, ¥ 4 @ = 5,588, und wir erhalten das Konfidenzintervall
KONF {4,412 = u = 5,588}.
Manchmal schreibt man dies auch in der Form

= 5 + 0,588.

1 0,6 \\

Lfo \
0,1 N
\\
"lh..“.“
02 T
—1 =9
T =5
0
] A0 1000
n—

Abbildung 69.1. Linge des Konfidenzintervalles (69.2) (gemessen in Vielfachen
von g} in Abhi Sticl

igkeit vom Stichprobenumfang n

Beispiel 69.2 (Besti des Stiechprob 1 zu gewiinschter Linge
des Konfidenzintervalles). Wie groll mul} im vorigen Beispiel der Stichproben-
umfang n genommen werden, damit man ein 95 %-Konfidenzintervall mit der
Linge L = 0,4 erhalt ?

Das Konfidenzintervall in Tab. 69.1 hat die Linge

(69.3) L = 2a=2cof)n .
Durch Quadrieren und Auilésen nach n erhalten wir
n = (2ea[L)®.
Die Antwort lautet demnach im vorliegenden Fall
no= (21,960 - 3/0,4)* ~ 870,

Allgemein nimmt L mit wachsendem # ab (s. Abb. 69.1). Je kiirzere Inter-
valle man haben will, desto gréfer mufl man die Stichprobe withlen. Um L zu
halbieren, mull man n vervierfachen.
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Abb. 89.2 zeigt, wie L bei konstantem n zunimmt, wenn man die Kanfi-
denzzahl y erhoht. Auch dies ist verstindlich. Fiir y — 1 muB jo L =+ oo gehen,

1.0
o ]

& e el

n=100___l—1 /

—rT 1 -

noe 2001
i L
nos= 1000 | —
T 1
; [
.90 0,95 1.00
I—F
Abbildung 69.2. Linge des Konfidenzintervalles (69.2) (zemessen in Vieliachen
von o) in Abhiingigkeit von der Konfid hl y fiir hied ! te

Werte von n

Aufgaben zu Abschnitt 69

69.1 Welches 95 9%-Konfidenzintervall erhielte man in Beispiel 69.1, wenn
(a) n =10, (b} n = 1000 wire ?

69.2—68.83 Man bestimme ein 999%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
einer Normalverteilung mit der Varianz a® unter Benutzung einer Stichprobe
mit dem Mittelwert £ und dem Umfange n. Hierbei sei:

60.2 £ = 18,4, o® = 1,60, n = 36,

69.3 £ = 7,26, o — 5,76, n — 225,

69.4 Wie gro mul in Beispiel 69.1 der Stichprobenumfang sein, damit man
ein 99%-Konfidenzintervall mit der Lange L = 0,4 erhilt ?

69.56 Frage wie in Aufgabe 69.4, mit L — 0,2 statt 0,4.

70 Theorie zu Abschnitt 69

Satz 70.1. X, ..., X seien bhingige normalverteilte Zufalls-
variable mit demselben Mittehwert y und derselben Varianz o®. Dann ist
die Zufallsvariable

(70.1) Z=Vn

X—p
a
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normalverteilt mit dem Mittelwert (0 und der Varianz 1. Hierbei ist
PN Il
(70.2) X =0 (& + - + X).

Diesen Satz beweisen wir im nichsten Abschnitt.

Wir wiihlen eine Zahl y zwischen 0 und 1. Dazu bestimmen wir fiir
die normalverteilte Variable (70.1) aus Tafel 3b in Anhang b die
Zahl ¢ derart, daB

(70.3) Pl—c=Z=c)=y

ist. (Fiir = 0,90 usw. ergeben sich die in Tab. 69.1 befindlichen
Zahlen ¢.) Die Ungleichung

B S hdcha el i-diﬁ <o,

in (70.3) verwandeln wir in eine Ungleichung fiir g. Multiplikation mit
der positiven Zahl of)/n ergibt

(70.4) —a<X—p=a mit a=cafn.

Multiplizieren wir mit — 1, so kehren sich die Ungleichheitszeichen
um:
a=pu—X=—a.

Addieren wir X, so folgt schlieBlich
(70.5) X dazp=X—a

Also kénnen wir (70.3) in der folgenden Form schreiben:
PX—a=u=X+a=y.

In Worten: Mit der gewilhlten Wahrscheinlichkeit  nehmen die

Zufallsvariablen X — ¢ und X -+ @ [mit « gemil (70.4) und dem aus
(70.8) bestimmten ¢] Werte an, die den Mittelwert u einschlieBen.

Liegt nun eine Stichprobe ..., x, aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit vor, so konnen wir die n Stichprobenwerte als ein-
zelne beobachtete Werte der Variablen X, ..., X, in Satz 70.1 auf-
fassen. Dann ist der Mittelwert £ der Stichprobe ein beobachteter
Wert der Variablen X. Setzen wir 2 in (70.5) ein, so ergibt sich gerade
das Konfidenzintervall (69.2).
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Aufgaben zu Abschnitt 70

70.1 Das Konfidenzintervall (69.2) kann man als Sonderfall eines allgemei-
neren Konfidenzintervalles ansehen, das man erhilt, wenn man (70.3) durch

(70.6) Pl—e=Z sc¢)=1y
ersetzt. Man zeige, daB dieses all i Konfidenzintervall die Form
“ [ a
(70.7) KONF!Z —e— S 4 = &+ ¢, ——
2 Vo G Vi

hat. (Hierbei wird ¢, gewihlt und dazu ¢, vermége Tafel 3b in Anhang 5 be-
stimmt.)

70.2 Warum erhiilt man in (70.6) kein ¢;, wenn man ¢y zu klein wihls ? Wel-
ches ist das kleinstmogliche ¢; im Falle 3 = 0,99 ?

70.3 Unter Benutzung der Stichprobe in Beispiel 69.1 bestimme man ein
Konfidenzintervall (70.7) mit 3 = 0,95 und ¢, = 2,5.

70.4 Unter Benutzung der Stichprobe in Beispiel 69.1 bestimme man ein
99 %-Konfidenzintervall (70.7) mit dem rechten Endpunkt 7,7.

70.5 Man beweise: Unter allen Konfidenzintervallen (70.7) mit demselben
¥, o und n ist (69.2) am kiirzesten.

70.6 Man zeige, daf (70.3) gleichbedeutend mit Dle) = (1 + »)/2 ist.

71 Summe normaler Zufallsvariablen.
Lineare Transformation

‘Wir miissen nun noch den Satz 70.1 beweisen. Hierzu beweisen wir
zuerst den wichtigen

Satz 71.1 (Summe unabhiingiger normalverteilter Variablen).
Xy, Xy, ..., X, seien unabhingige normalverteilte Zufallsvariable mit
den Mittelwerten py, piy, . .. baw. p, und den Varianzen o el .
baw. 0,2 Dann ist auch die Zufallsvariable

X=X, +X,+.---+X,
normalverteilt und hat den Mitielwert

B=ptppt e top,
und die Varianz

=0t a?+ -+

Beweis. Die Formeln fiir 4 und o? folgen unmittelbar aus den Sitzen
58.1 und 59.1. Zu zeigen bleibt noch, daB X normalverteilt ist. Dies
beweisen wir induktiv, wie folgt.

Wir betrachten » = 2, also X = X, + X,. Nach Voraussetzung hat
X; die Dichte

15 =2 = i
Jilz) _Vé‘ﬂ;ﬂxe ( )
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Entsprechend hat X, die Dichte
falz) =—=— e—"lf(' ‘_‘_'_}2‘
Also hat X = X, + X, gemiB (57.5a) die Dichte

1@ = [he-nhod

o0 1 flz—y=m) (=)
1 e (EaE )

T 2aoy0, Ly Y-

Den Ausdruck in der groBen runden Klammer bezeichnen wir mit V.
Wie man durch Nachrechnen bestitigt, 1iBt sich ¥ in der Form
V = V;® + V,? schreiben, wobei

PRl ] i3
(71.1) Viz&.;z(y_"l_f‘z_fc:a(x __&l) and Fﬂuxo,u

ist; hierbel bedeutet natiirlich
p=pmt+p und o =a? + gt

V,? hiingt nicht von y ab, kann also vor das Integral gezogen werden.
So erhalten wir

laii -

Fi*
‘!' .

1

Jlw) = 2‘1:0' 05 7o f &
Nun liegt es nahe, ¥, als neue Integrationsvariable einzufiihren.
Schreiben wir = = ¥, so folgt aus (71.1) unmittelbar dz/dy = o/o;0,,

also dy = (0y05/0) dv. Demnach ergibt sich

: 1 o 1[0
F) = =B e gy
2na

—go
Gemaf (48.3) und (48.8) hat das verbleibende Integral den Wert
l/2n . Indem wir ¥, wieder ausfiihrlich schreiben, lautet unser Ergeb-
nis also:
1 fx—p
=l _?('T)
e = 8 .
flz) = V
Fiir n = 2 ist X demnach normalverteilt.

Wir machen nun die Induktionsvoraussetzung, X sei fiir eine be-
liebige ganze Zahln = & (= 2) normalverteilt,d. h. ¥; = X, ... L X,
sei normalverteilt. Dann folgt aus dem bisher Bewiesenen, daB auch
X=7Y, 4 ¥, mit ¥,= X, , normalverteilt ist. Damit ist der
Satz 71.1 bewiesen.
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Satz 71.2 (Lineare Skalentransformation). Ist X normalverteilt mit
dem Mittelwert p und der Varianz o®, so ist

X* =X +ec (€y: €y Konstant, ¢, =+ 0)
normalverteilt mit dem Mittelwert
(71.2) pE=ep e
und der Varianz
(71.3) o = ¢200,

Beweis. X* hat die Verteilungsfunktion
Fx) = P(X* <2) = P, X + 0, = ) = p(x gﬁ_;_%.)
1

{z—e5)fen 1 ff—p\2
L P,
V2mo -
Wir setzen £ = (r — ¢,)/c;. Wie man nachrechnet, wird dann
#_di _ds t—p ot
o co  o*’ o o*

mit px* und o* gemdf (?1,2) und (71.3). Also ergibt sich

1 ( —;:-)2
Fr) =— fe 2V dr,
1/
und der Satz 71.2 ist bewiesen. [(71.2) und (71.3) folgen natiirlich auch
aus (34.2) und (34.4).]

Satz 71.3. Sind X,,..., X, bhingige normalverteilte Zufalls-
variable, deren jede den Mittehwert p und die Varianz o® besitzt, so ist

=
X=;(X1 S feg +Xn)
normalverteilt mit dem Mittelwert p und der Varianz o2[n.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 71.1 und 71.2.
Weiterhin folgt aus Satz 71.2 und 71.3 unmittelbar der Satz 70.1,
den wir beweisen wollten.

Aufgaben zu Abschnitt 71

71.1 Welche Verteilung haben 2X, —X und 3X — 12, wenn X normalver-
teilt ist mit dem Mittelwert 4 und der Varianz 257

71.2 Welche Verteilung haben X, 4+ X, und X, — X,, wenn X, und X,
normalverteilt sind mit dem Mittelwert 6 bzw. —2 und der Varianz 1 bzw. 16 ?
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718 Eine Maschine packt X Gramm pulverférmiges Desinfektionsmittel in
Y Gramm schwere Schachteln. X und ¥ seien dabei normalverteilt mit dem
Mittelwert 100 g bzw. &g und der Standardabweichung 1 g bzw. 0,5 g. Mit
wieviel Prozent fertiger Packungen zwischen 104 g und 1068 g ist dann zu
rechnen ?

71.4 Welches Gewicht hat ein Karton von 100 der Packungen in Auf-
gabe 71.3, wenn das Leergewicht des Kartons normalverteilt ist mit dem Mittel-
wert 500 g und der Standardabweichung 10 g ?

71.5 Zum Schutz gegen Uberspannungen befinden sich in einem Stromkreis
zwei Relais B, und R, mit der Schaltzeit X, (= Zeit vom Beginn des Auftretens
der Uberspannung bis zur Ausfithrung des Schaltvorganges) bzw. X, Die
Schaltzeiten seien unabhingig und normalverteilt mit dern Mittelwert g, =1 sec
baw. p, (,mittlere Schaltzeiten*) und der Varianz o = 0,2 = 0,1 sec®. Wie
groB mull u, gewihlt werden, damit u, zwar moglichst klein ist, aber B, unter
1000 Fiillen héchstens einmal eher als B, und sonst immer spiter schaltet ?

71.6 Welche Dicke hat ein Transformatorkern aus 50 Blechen und 49
Papierzwischenlagen, wenn die Dicke X bzw. ¥ des einzelnen Bleches bzw.
Papiers normalverteilt ist mit dem Mittelwert 0,5 mm bzw. 0,05 mm und der
Standardabweichung 0,05 mm bzw. 0,02 mm ?

72 Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert einer
Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Die in der Uberschrift genannten Konfidenzintervalle bestimmt
man aus einer gegebenen Stichprobe gemii Tab. 72.1. Der Unter-
schied gegeniiber Abschn. 69 ist der, daBl die Varianz ¢? der Grund-
gesamtheit nicht mehr als bekannt vorausgesetzt wird. Die theoreti-
sche Begriindung des Verfahrens folgt im niichsten Abschnitt.

Beispiel 72.1. Man hestimme ein 999%-Konfidenzintervall fiir den Mittel-
wert g der Grundgesamtheit, der die Stichprobe in Tab. 66.1 entstammt. Dabei
setze man voraus, die Grundgesamtheit sei normalverteilt. (Diese Voraussetzung
rechtfertigen wir spiter [in Aufgabe 87.1] durch einen Test.)

1. Schritt. y = 0,99 ist gefordert.

2. Sehritt. Wegen n = 100 gehort dazu cf)/n = 0,263.

4. Schritt. Die Berechnung ergibt

T =1,944 & = 0,00282 s = 0,053,
(Die Werte in Abb. 66.2 sind also sehr befriedigend.)
4. Schritt. Es ist
@ = 0,053 - 0,263 = 0,014.

Wegen 1,044 — 0,014 = 1,930 und 1,944 + 0,014 = 1,058 erhalten wir dem-
nach das Konfidenzintervall

KONF {1,930 = u = 1,958}.
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Tabelle 72.1. Besti g eines Konfidenzi valles fiir den Mittelwert p einer
Normalverteilung mit unbekannter Varianz

1. Schritt. Man wihle eine Konfidenzzahl y (95%, 999, oder dgl.).
2. Schritt. Man bestimme die Lésung ¢ der Gleichung

(72.1) F(c) =i I+

aus der Tafel 8 in Anhang b fiir die {-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden (n — Stichprobenumfang). Man berechne cﬁ/n . Fiiry = 0,9
und 0,99 und einige giingige n ergibt sich:

of)/n fiic ofJn fir ef)n fiir

7=0,95 | y=0,99 y=095 [y=090 " |y=095 | y—0,09

n

2| 899 45,0 B l 0,836 1,24 30 | 0373 0,503
3| 248 5,73 9, 0,769 1,42 40 | 0,320 0,428
4 ‘ 1,59 2,02 101 0,715 1,03 50 [ 0,284 0,379
5 1,24 2,06 15 | 0,554 0,769 100 | 0,198 0,263
6| 1,05 1,65 20| 0,468 0,640 200 | 0,139 0,184
7| 0,925 1,40 25 | 0,413 0,559 500 0,088 0,116

3. Schritt. Man berechne den Mittelwert # und die Varianz s?
der Stichprobe x;, ..., 2,.
4. Schritt. Man berechne

(72.2) a=asclfn.
Das Konfidenzintervall ist
(72.3) KONF{f —a = p =i +a}.

In Tab. 72.1 gehdren zu n = 100 die Werte ¢f)/n = 0,198 und
0,263, also ¢ = 1,98 und 2,63. Die letzteren unterscheiden sich von
den zu n — co gehdrenden c-Werten 1,96 bzw. 2,58 nur noch sehr
wenig. Die Zahlen 1,96 und 2,58 kommen auch in Tab. 69.1 vor. Das
ist so, weil die Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung fiir n — co gegen
die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit dem Mittelwert 0
und der Varianz 1 strebt. Praktisch bedeutet das:

Bei einer hinreichend groBen Stichprobe unterscheidet sich s so
wenig von o, dafl man fast dasselbe Konfidenzintervall fiir g erhilt,
wenn man so tut, als sei ¢ bekannt und gleich s, und dann nach
Tab. 69.1 vorgeht. Ist die Stichprobe aber klein, so geht das nicht (vgl.
Abb, 72.2).
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Abbildung 72.1, Linge des Kon- Abbildung 72.2. Verhiltnis der
fidenzi valls (72.3), Lange L* des Konfidenzinter-
in Vieliachen von & valls (72.3) zur Liinge L des Kon-

fidenzintervalls (69.2) in Abhin-
gigheit vom Stichprobenumfang
n fiir gleiches o und &

Aufgaben zu Ahschnitt 72

72,1—72.7 Unter der Annahme, daB die folgenden Stichproben einer nor-
malverteilten Grundgesamtheit entstammen, bestimme man jeweils ein 985 9%-
Konfidenzintervall fiir den Mittelwert p.

72,1 Prozentualer Stickstoffgehalt von Stahlproben (D. BLazesak-DITGES,
Radex-Rundschau 1963, 348)

0,74 0,75 0,73 0,75 0,74 0,72,
72.2 Dichte [gfem?®] von Koks (H. Grerr, Chem. Technik 15, 1983, 401)
1,40 1,45 1,39 1,44 1,38
72,8 Gewicht [g] von Abziehpapier
4,3 45 4,2 43 43 47 44 42 43 4.5
72.4 Liinge [mm] von Streichhdlzern Marke Solo Edelweif
44,4 44,2 44,3 44,2 44,6 444 44,7 443 445 43.9.

79.5 Die Stichprobe in Tab. 4.3.

72.6 Die Stichprobe in Aufgabe 8.1,

72.7 Gehirngewicht = [g] von 98 weiblichen Albinoméusen (I. Crass, Z. Ana-
tomie u. Entw.Gesch. 122, 1960/61, 256)

: A = ficj o
. |Hivfig- |, |maog | . Hautig] | . |Haufig-
keit keit | keit keit
0,36 ‘ 1 041 | 6 046 | 9 051 | 2
037 [ 1 042 | 12 047 | 7 052 | 1
038 [ 14 [ | o4zl 12 048 | 6 053 | o0
038 | 3 044 | 14 040 | 5 054 | 2
040 | 4 | | o045 | o 050 | 3 055 | 0

13 Kreyszig, Methoden
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72.8 Wieviel Blatt Papier hiitte man in Aufgabe 72,3 etwa wiegen miissen,
um ein Konfidenzintervall der Linge 0,1 g zu erhalten ¥

72,9 Fiir welches n ist das 95 %-Konfidenzintervall (72.3) mit & = s, um 209,
linger als das Konfidenzintervall (69.2) mit o — 5,?

72.10 Die Varianz (62.5) der ¢-Verteilung ist grofer als 1. Folgt daraus, dal
das Intervall (72.3) mit s = s, fiir jedes endliche n linger als das Intervall
(69.2) mit ¢ = 8, sein mull?

73 Theorie zu Absehnitt 72

Satz 78.1. X,, ..., X, seien wunabhingige normalverteilte Zufalls-
variable mit demselben Mittelwert u und derselben Varianz o2 Dann
gilt: Die Variablen

Y Z=VaZZf mi E-lxioix,
und

i i
(73.2) Y =5 3% - X)
sind unabhdngig. Y besitzt eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1
Fretheitsgraden.

Den Beweis dieses Satzes findet man in Anhang 1.
Mit den Variablen in Satz 73.1 bilden wir die Variable
g A

V¥ — 1)
Diese hat die Form (62.1) mit Z statt X und # — 1 statt n. Aus Satz
70.1 und Satz 73.1 sehen wir, daB Z und ¥ gerade dic im Zusammen-
hang mit (62.1) genannten Voraussetzungen erfiillen. Also gilt der

(73.3)

Satz 78.2. Unter den in Satz 73.1 g ten Voraussetzungen hat die
Zufallsvariable (73.3) eine t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Setzen wir (73.1) und (73.2) in (73.3) ein, so kiirzt sich o heraus, und
wir erhalten unmittelbar

(73.4) TEV;AEE‘.;
hierbei ist
1 n —
A JB 5 L B AR S " = 2
(73.5) $t =g 2(x, - Xp.

Wir wihlen nun eine Zahl y zwischen 0 und 1. Zu dieser Zahl ¥
kinnen wir wegen Satz 73.2 aus Tafel 8 in Anhang 5 (mit n — 1 Frei-
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heitsgraden) eine Zahl ¢ derart bestimmen, daB
(75.6) P(—c=T <c)=F(c) — F(—¢) =y

ist. Die {-Verteilung ist symmetrisch. Deshalb gilt F(—¢) = 1 — F(e),
und (73.6) gewinnt die Form (72.1). Die Ungleichung

X —p
T =0
verwandeln wir in eine Ungleichung fiir #. Ahnlich wie in Abschn. 70
ergibt sich

(7)) X—-Asp=X+A mit A=c8Va,

und gemdl (73.6) ist

PX—A=p=X+4) =y.

—e =T =¢,  ausfithrlich —c= V:r;

Liegt nun eine Stichprobe z,, ..., z, aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit vor, so kénnen wir die n Stichprobenwerte als einzelne
beobachtete Werte der Variablen X, ..., X, in Satz 73.1 auffassen.
Der Mittelwert Z und die Varianz s* sind dann beobachtete Werte der
Zufallsvariablen X [vgl. (78.1)] und (73.5). Setzen wir diese Werte in
(73.7) ein, so ergibt sich gerade das Konfidenzintervall (72.3).

Wir vergleichen diese Herleitung mit der von (69.2). Damals spielte
Z die entscheidende Rolle [vgl. (70.1)]. Z enthiilt aber ¢ und kann uns
deshalb nicht mehr dienen, weil o nicht mehr als bekannt vorausge-
setzt wird. Ersetzen wir ¢ in Z durch §, so erhalten wir iibrigens ge-
rade 7' [vgl. (73.4)]. Damit wir mit 7' etwas anfangen konnten, mufiten
wir die zugehorige Verteilung kennen (siche Satz 73.2). Das ist prin-
zipiell genau dieselbe Lage wie zuvor. Uberhaupt kommen jetzt und
auch in den nichsten Abschnitten gar keine neven Ideen ins Spiel son-
dern lediglich newe ,,Priifgroflen’ (statt Z nun T und so weiter) und
deren Verteilungen. Hat man also begriffen, was in Abschn. 69 und 70
vorging, so sollte man keine Schwierigkeiten haben, die gegenwiirtigen
und auch die folgenden Erdrterungen zu verstehen.

74 Konfidenzintervalle fiir die Varianz der Normal-
verteilung
Die in der Uberschrift genannten Konfidenzintervalle bestimmt
man aus einer gegebenen Stichprobe gemifl Tab. 74.1. Der Mittelwert
p braucht dabei nicht bekannt zu sein.
13*
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Tabelle 74.1. Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir die Varianz ¢* einer
Normalverteilung

1. Schritt. Man wiihle eine Konfidenzzahl » (95%, 999, ode_r—|
dgl.).

2. Schritt. Man bestimme Lésungen ¢; und ¢, der Gleichungen

F(e) =2 (1 +7)

aus Tafel 6 in Anhang 5 fiir die Chi Quadra,t~Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden (n — Stichpmbenumfang). Fiir y = 0,95 und 0,99
| und einige Werte von » lauten die Lésungen folgendermafen -

(1) P =1a-_,

» = 0,05 7 = 0,09 5 = 0,05 7 = 0,00
n ‘ n [
2 ] e e Y o kol ol oty BCC T P
1 I 1
2| 0.00 | 502 | 0,00 | 788 10| 270 | 100 | 173 | 23,6
3)005| 738 | 001|108 15| 563 | 261 | 4,07 | 31,3
4/022 | 935|007 | 1238 20 ( 891 ( 320 | 68t | asg
I 51048 | 111 021 | 149 25 | 12,4 39.41 9,89 | 456 [
| 8083|128 041|167 30 1160 | 457 | 131 | 523 |
| T 1.24 | 14,4 0,68 | 18,5 401237 | 58,1 20,0 65,5
811,60 | 180 | 0,00 | 203 50 (316 | 702 | 273 | 789 [
9] 248 [ 175 | 1,34 | 220 100 | 734 | 128 | 66,5 | 139

3. Schritf. Man berechne (n— 1) s*
Stichprobe a,, Ly, .on, Xy, 8t

4. Schritt. Man berechne
(74.2) 4 = (n — 1) s¥e,, @y = (n — 1) s%fc,.
Das Konfidenzintervall ist |
(74.3) KONF{a, < o* = a}. [

; Wobei &2 die Vavianz der

—

(m— a)/s

= 094,

Abbildung 74.1. Liinge des Kon-
fidenzintervalls (74.3), gemessen
in Vielfachen von s*

0 50
n—e-
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Belspiel 74.1. Man bestimme ein 95 %-Konfidenzintervall fiir die Varianz der
Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe in Tab. 66.1 entnommen wurde.
1. Schritt. y = 0,95 ist gefordert.
2. Schritt. Wegen n = 100 gehort dazu ¢, = 73,4 und ¢y = 128,
3. Schritt. Die Berechnung ergibt (n—1)s® = 0,2794.
4. Schritt. So erhalten wir das Konfidenzintervall
KONF {0,0021 = o* < 0,0038}.

Das Konfidenzintervall (74.3) ergibt sich auf die folgende Weise:
Die Variable (73.2) liBt sich wegen (73.5) in der Form

Y=(?a—l);S;

schreiben und besitzt unter den in Satz 73.1 genannten Voraussetzun-
gen eine Chi-Quadrat-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden. Also
kann man eine Zahl y zwischen 0 und 1 wihlen und dazu aus Tafel 6
in Anhang 5 zwei Zahlen ¢; und ¢, derart bestimmen, daf3

P(Y S 6) =Flo) =+ (1—7),
(74.4) :
P(¥ S 0) = Fle) == (1 +7)

[v.gl. (74.1)] ist. Durch Subtraktion sieht man, daB dann
(74.5) PleesY=¢)=P(Y =c)— P(Y =0c) =y
gilt. Die Ungleichung

a=7Y=c, ausfibrlich ¢ <(n— 1)% = ¢,

kinnen wir in eine Ungleichung fiir ¢2 tiberfithren:
(74.6) Eci_lse = -””—; L,
2

Liegt nun eine Stichprobe a, . . ., ¥, aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit vor, so kinnen wir die n Stichprobenwerte als ein-
zelne beobachtete Werte der Variablen X 1 -+, X, in Satz 73.1 auf-
fassen. Dann ist die Stichprobenvarianz s? ein beobachteter Wert der
Zufallsvariablen 82, und indem wir s2 in (74.6) einsetzen, erhalten wir
gerade (74.3).

Aufgaben zu Abschnitt 74

74.1—74.7 Unter der Annahme, daB die folgenden Stichproben einer normal-
verteilten Grundgesamtheit entstimmen, bestimme man Jeweils ein 999-Kon-
fidenzintervall fiir die Varianz a2
741 Die Stichprobe in Aufgabe 72.1.
74.2 Rockwell-Hérte von DrehmeiBeln (G. Ricmav, Die Technik 18, 1963,
475)
64,0 04,1 63,8 64,0,
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74.8 Eine Stichprobe von 128 Werten (Zugiestigkeit von Blechen in kg/mm?)
mit der Varianz s* = 1,921 (A. SLaTTENSCHEE u. G. ScHNEEWEISS, Maschinen-
bau u. Wiirmewirtsch. 12, 1957, 4).

74.4 Kopfumfang [em, gemessen iiber Kinn und Hinterhaupt) geborener
miinnlicher Kinder (Univ.-Frauenklinik Graz, Direktor Prof. Dr. E. Navearin)
37 39 40 41 38 39 30 40 38 37.

74.5 Gewicht [g] von Theragran-Tabletten

1,49 1,23 448 4,21 1,27 147 1,45 1,04 1,49 1,20,

74.6 Die Stichprobe in Aufgabe 72.7

74.7 Die Stichprobe in Tab. 4.3.

74.8 Man wende die in Tafel 6 (Anhang 5) angegebene Néherungsformel mit
# == 100 an und vergleiche die Werte mit den in Tafel 6 angegebenen.

75 Konfidenzintervalle fiir den Parameter p der
Binomialverteilung

Waurden bei # Ausfithrungen eines BERNOULLI-Experimentes & Er-
folge beobachtet, so kann man unter Benutzung dieser Tatsache fiir
den Parameter p in (39.4) ein Konfidenzintervall der Form

(75.1) KONF{p, = p = py}
bestimmen. p, und p, erhilt man fiir kleine n aus Tafel 1e in Anhang b
und fiir groBe  als Wurzeln der quadratischen Gleichung

(75.2) (e pt — @k +e)p+ 5 —0.

¢ ist dabei nach Wahl einer Konfidenzzahl y der Tab. 69.1 zu entneh-
men.

Sind aufler n auch & und n — k groB, so folgt aus der Formel fiir die
Lésungen von (75.2), daB mit guter Niherung
(75.3) KONF{-‘E"- Lo a} miip g e O k(e =)

n n n n
gilt.

Beisplel 75.1. In Graz waren im Jahre 1962 unter den ersten 3000 Lebend-
geburten (Mehrlingsgeburten nicht mitgezihlt) 1578 Knaben. Man bestimme
ein 999%-Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit # des Ereignisses
wGeburt eines Knaben®.

In (75.3) ist

E_ 1578 _ 2,576 - /1578 - 1493

= 3000 = 0026 wnd a=Z2m )/t o0035.
So erhalten wir das Konfidenzintervall
(75.4) KONF{0,502 < p = 0,550}.

Beisplel 75.2. Bei einer Chlorophylluntersuchung an Maispflanzen fand
E. W. Livpstrom (Cornell Univ, Agr. Exp. Station Memoir 13, 1918) unter
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n = 66 Simlingen k = 42 griine (dominantes Merkmal) und 13 gelbe (rezessives
Merkmal). Man bestimme ein 95 %-Konfidenzintervall fiir P.

Bs ist kfn = 42/55 = 769. Tafel 1e enthillt zwar keine Kurven fiir n = 55.
Aus den Kurven fiir # = 50 und 100 kénnen wir aber schlieBen, dall das Kon-
fidenzintervall etwa die folgende Gestalt haben mufB:

KONF{0,63 = p = 0,86}.

Die Werte p, und p, in (75.1), dic man der Tafel le entnimmt, er-
geben sich ans

i at ol 1
(7.5) A()rra-pre=ta-»
und
L] 1
(75.6) 2()era—pr==3a-n.

Die Summe P _{‘uf(‘c)
mit f(x) gemil (39.4) nimmt fiir jedes feste & < np mit wachsendem
p monoton ab, da die Ableitung von F nach p dann negativ ist. Grob
gesprochen mul} also p grofl sein, wenn F klein sein soll, und p muf
klein sein, wenn F grofi oder 1 — F klein sein soll. So kann man sich
klarmachen, warum (75.5) das linke und (75.6) das rechte Ende des
Intervalles (75.1) liefert und nicht etwa umgelehrt. Die rechten Seiten
von (75.5) und (75.6) sind ja klein, wenn man y nahe bei 1 wihlt.
Bei grolem 7 ist die Zufallsvariable
X = Anzahl der Erfolge bei n Ausfihrungen des Bernoulli-Experimentes
anniihernd normalverteilt mit dem Mittelwert (50.2) und der Varianz
(60.3). Also ist
(70.7) Z =
Vnpg
dann annihernd normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Va-
rianz 1. Die Zahl ¢ in (75.2) ist die Lésung der Gleichung
Pl—e=Z =)=y,
wie man sie aus Tafel 3b oder dem daraus entnommenen Tiifelchen
in Tab. 69.1 erhilt. In die Ungleichung —c¢ = Z = ¢ setzen wir 2
gemifs (75.7) ein und verwandeln sie in eine Ungleichung fiir p von
der Form p; = p = p,. Indem wir den beobachteten Wert X — k
cinsetzen, ergeben sich dabei die Wurzeln der Gleichung (75.2) als
Werte p, und p,.

L e

(7=1—p)

Aufgahen zu Abschnitt 75
756.1 WELDON wiirfelte bei einem seiner klassischen Experimente 49152mal
und hatte dabei 26145mal wErfolg' (= Wiirfeln einer 4, 5 oder 6). Man bestimme
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ein 95 %-Konfidenzintervall fir die Erfolgswahrscheinlichkeit p beim einzelnen
Wurf.
756.2 Man wiirfle 30mal, bezeichne das Wiirfaln einer Fiinf oder Sechs als

»Erfolg* und besti unter Bi ng der erhalt Stichprobe ein Kon-
fidenzintervall fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit 2 beim einzelnen Wurf.

75.8 Unter B g der BurroNschen und Pea hen Ergebnisse in
Tab. 15.1 bestimme man jeweils ein 95 %-Konfidenzintervall fiir P (= Wahr-
scheinlichkeit des Freigni Eopi*).

75.4 Aus (75.5) und (75.6) erhilt man fir 7 — 50 und p = 959 die folgen-
den Werte:
k 10 20 | 30 40
P | 0,10 | 0,27 | 0,45 | 0,66

P | 034 055 | 073 | 000

Mit diesen vergleiche man das Konfidenzintervall (75.3).

75.5 Fiir 3 = 0,99 und n — 30 stelle man die Linge des Konfidenzinterval-
les in Tafel 1e als Funktion von & graphisch dar, Warum ergibt sich eine Sym-
metrie beziiglich k — 25 ¢

75,8 Bei einem Kreuzungsversuch glatthaariger und kraushaariger Miuse
waren in 32 Wiirfen zu 8 Miusen dic in der Tabelle angegebenen Anzahlen
von Wiirfen mit z glatthaarigen Tieren (R. A. Fisner u, K, MATHER, Annals
Eugen. 7, 1936, 265—280), Man bestimme sin Konfidenzintervall fiir P (= Wahr-

heinlichkeit des Ereigni wGeburt einer glatthaarigen Maus*),
@ |01|2 3I’4|5'G|?'8
Anzahl der Wiirfe mit genau | R P I | 12| o | 5 ! 2 |0
z glatthaarigen Tieren | ! | | | | |
76 Konfidenzintervalle bei beliehigen Verteilungen

Bisher haben wir bei der Gewinnung der Konfidenzintervalle stets
angenommen, die Art der Verteilung sei bekannt. Wir fragen uns nun,
was sich tun liBt, wenn die Art der Verteilung nicht bekannt ist. Wir
wollen zeigen, daBl man sich dann auf eine Niherungsmethode stiitzen
kann, die hei grofem Stichprobenumfang brauchbare Ergebnisse liefert,

Diese Methode wollen wir erliutern, indem wir Konfidenzinter-
valle fiir den Mittelwert # einer unhekannten Verteilung unter Be-
nutzung einer gegebenen Stichprobe hestimmen.

Zuniichst erinnern wir uns daran, daB fiir die Summe

T,y
unabhiingiger Zufallsvariablen, die alle den Mittelwert x und die Va-
rianz ¢* besitzen, folgendes gilt:

(A) X hat den Mittelwert np und die Varianz 702 (vgl. Satz 58.1
und 59.1).
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(B) Sind die Variablen X, ..., X, normalverteilt, so ist auch X
normalverteilt (vgl. Satz 71.1).

Sind die genannten Variablen nicht normalverteilt, so gilt die Aus-
sage (B) zwar nicht mehr, aber fir grofes n ist X wenigstens annihernd
normalverteilt. Es gilt nimlich der folgende grundlegende

Satz 76.1 (Zentraler Grenzwertsatz). X 1 Xy oo X, . seien un-
abhingige Zufallsvariable, die alle genau dieselbe Verteilungsfunltion,
also auch denselben Mittelwert p und dieselbe Varians o besttzen. Weiter-
hin sei ¥, =X, + ... L X.. Dann ist die Zufallsvariable
Y, —nu
S
»»asymptotisch normalverteilt' mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1,
d. h. dann gilt far die zu Z, gehorige Verteilungsfunktion F.(z) die

Bezichung 1 -
; 1 o i —u2
j!rg F,(x) = D(x) Vi _afoe du.

Einen Beweis und eine etwas erweiterte Form dieses wichtigen
Satzes findet man in [12] (s. Anhang 3).

Hat Z, die angegebene Eigenschaft, so ist Y, asymptotisch normal-
verteilt mit dem Mittelwert nu und der Varianz nal

Praktisch gesehen bedeutet dieser Satz fiir unser gegenwiirtiges
Problem, daB die Zufallsvariable

=il e
X =l (GG Lo

(76.1) Vi

fiir die der Stichprobenmittelwert

Bttt
einen beobachteten Wert darstellt, bei groflem Stichprobenumfang n
anndhernd normalverteilt ist (und natiirlich den Mittelwert x und die
Varianz ¢%/n besitzt).

Aus dieser Tatsache folgt:

Die frither behandelten Methoden zur Bestimmung von Konfidenz-
intervallen filr den Mittelwert der Normalverteilung sind gleichzeitig
brauchbare Niherungsmethoden bei beliebigen Verteilungen und umfang-
reichen Stichproben. Die Gile der Néherung wichst mit dem Stichproben-
umfang n.

Also ist (69.2) bei groBem niherungsweise ein Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert 4 einer beliebigen Verteilung mit bekannter Varianz,
und (72.3) ist bei groBem n niiherungsweise ein Konfidenzintervall fiir
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Eine Verkehrsgesellschaft glaubt, daB eine gewisse Fahrplaninde-
rung fiir etwa 609, der Interessenten vorteilhaft sei. Das ist die Hypo-
these, die unter Benutzung ciner Stichprobe (= Befragungsergebnisse
zufillig ausgewiihlter Fahrgiiste) getestet wird. Man entscheidet dann,
ob man die Anderung durchfiihrt oder nicht.

Oftmals handelt es sich um einen Vergleich, zum Beispiel der Wirk-
samkeit zweier Medikamente, des Ertrages bei verschiedener Diingung,
der m hlichen Arbeitsleistung bei verschiedenen Arbeitshedingun-
gen, der Genauigkeit zweier MeBverfahren, der Qualitit zweier Maschi-
nen usw. Dann testet man die Hypothese, daBl kein Unterschied be-
steht. Fiihrt der Test zur Annahme der Hypothese, so entscheidet
man sich bei den Medikamenten fiir das billigere (oder bequemer zu
verabreichende) usw. Fiihrt er zur Ablehnung, entscheidet man sich
fiir das bessere Medikament usw, Oder man fragt sich weiter, ob der
Unterschied den zusitzlichen Zeit- und Kostenaufwand rechtfertigt.

Woher stammen Hypothesen ? Typische Fille sind:

1. Die Hypothese entspringt einer Giiteforderung, die man erfiillen
soll (Sollwert). Diese Forderung kann dabei am »griinen Tisch® ent-
standen sein oder aus Voruntersuchungen stammen, bei denen man
cine grofle Menge des betreffenden Produktes unter sorgfiltig kon-
trollierten Bedingungen hergestellt hat. Die daraus errechneten stati-
stischen Daten sieht man dann als Daten der Grundgesamtheit an,
mit denen man die Produktionsdaten laufend vergleicht.

2. Man kennt die jeweils interessierenden Werte der Grundgesamt-
heit aus langer Erfahrung.

3. Die Hypothese ergibt sich aus einer Theorie, die man verifizieren
michte.

4. Die Hypothese ist eine reine Vermutung, angeregt durch Wiinsche
oder gelegentliche Wahrnehmungen.

Beim Testen von Hypothesen schlieft man von Stichproben auf
Grundgesamtheiten. Wir wissen, daB es dabei keine vollkommen
sicheren Schliisse gibt. Also muB es auch beim Testen von Hypothesen
Fehlerrisiken geben. Auf diese Frage gehen wir spiiter ein.

77 Ein Beispiel zur Einfiihrung

Knaben- und Midchengeburten sind ungefiihr gleich hiufig. Wir
wollen untersuchen, ob die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt
genau 50%, betrigt oder ob sie, wie in der Literatur behauptet wird,
groler als 50%, ist. (Mehrlingsgeburten betrachten wir dabei nicht mif. )
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Die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt bezeichnen wir mit p.
Wir wollen dann also die Hypothese

p = 50% = 0,5

testen. Hierzu benutzen wir eine Stichprobe von 3000 Grazer Geburten
aus dem Jahre 1962, unter denen sich 1578 Knabengeburten befan-
den.

Trifft die Hypothese zu, sind ungefihr die Hilfte, also etwa 1500,
Knabengeburten zu erwarten. Weicht die beobachtete Zahl ,,zu sehr*
von 1500 ab, indem sie gréfler als ein kritischer Wert ¢ ist, so fassen
wir das als Anzeichen dafiir auf, dall die Hypothese wohl nicht stim-
men kann, und verwerfen diese.

Was heilt ,,zu sehr* ? Welches ¢ nchmen wir, d. h. wo ziehen wir
die Grenze zwischen kleinen zufallsbedingten und gréBeren signifikan-
ten Abweichungen ? GefiithlsmiBig kann man verschiedener Meinung
sein und sich auch dariiber streiten. Gewonnen wird damit nichts.
Vielmehr miissen wir, um hier die Grenzen der beschreibenden Sta-
tistik zu iiberschreiten, mathematische Hilfsmittel anwenden, iibri-
gens recht einfache:

Wir bestimmen ¢ derart, daB, falls die Hypothese richtig ist, die
‘Wahrscheinlichkeit, mehr als ¢ Knabengeburten in einer Stichprobe
von 3000 Geburten zu becbachten, eine sehr kleine Zahl ist, die wir
mit « bezeichnen. Ublicherweise wihlt man & = 5%, oder 1%,. Dabei
riskiert man in etwa einem von 20 bzw. von 100 Fillen, daB man die
Hypothese verwirft, obwohl sie richtig ist. Hierauf gehen wirim niich-
sten Abschnitt niher ein.

Wir kénnen nun so vorgehen: Wir wiithlen & = 19, und bestimmen
dazu fiir die Variable

X = Anzahl der Knabengeburten unter 3000 Geburten
einen kritischen Wert ¢ aus der Gleichung
(77.1) P(X > o), =x=001

unter der Annahme, die Hypothese sei richtig (das deuten wir durch
den Index p = 0,5 an). Ist der beobachtete Wert x = 1678 grofer als
¢, 8o verwerfen wir die Hypothese. Ist hingegen 1678 = ¢, so nehmen
wir die Hypothese an.

Trifft die Hypothese zu, so hat X eine Binomialverteilung mit
p = 0,5 und n = 3000, und diese kénnen wir durch die Normalvertei-
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den Mittelwert u einer beliebigen Verteilung mit unbekannter Varianz.
Da die Verteilungsfunktion der t-Verteilung fiic # — oo gegen die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung strebt (vgl. Abschn. 62),
so unterscheiden sich die beiden genannten Konfidenzintervalle bei
groflem n nur wenig voneinander.

Der zentrale Grenzwertsatz ist natiirlich einer der Hauptgriinde fiir
die grofle Bedeutung der Normalverteilung in der Statistik.

Wie groB eine Stichprobe mindestens sein muf}, damit man von der
vorstehenden Niherung brauchbare Resultate erwarten kann, das
hiingt hauptsichlich von der Art der Parameter ab, fiir die man Konfi-
denzintervalle bestimmen will. LiBt die Stichprobe vermuten, daB die
zugehérige Verteilung nicht allzu unsymmetrisch ist, so erhilt man
fiir den Mittelwert im allgemeinen befriedigende Ergebnisse, sobald 2
wenigstens etwa gleich 30 ist, und fiir die Varianz, wenn  wenigstens
etwa gleich 100 ist.

Aufgaben zu Abschnitt 76

76.1—76.5 Unter Verwendung der gegebenen Stichprobe bestimme man
jeweils ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert und die Varianz.

76.1 Die Stichprobe in Aufgabe 10.5.

76.2 Die Stichprobe in Aufgabe 6.1.

76.8 Gewicht [engl. Pfund] ménnlicher Erwachsener (British Assn., Anthro-
pometric Comm., Final Report, 1883).

76.4 Die Stichprobe in Aufgabe 5.3.(Als Umfang nehme man 100 an.)

76.5 Gewieht [g] von sterreichischen Schillingstiicken, geprigt 1950—1064.

76.6 Wie umfangreich miifite die Stichprobe

in Auigabe 76.3 etwa sein, damit man fir g Zu sufgabe 76.3

ein Konfidenzintervall der Linge 1 [Pfund] Gewicht
erhielte ? (Klassen- | Hiufigheit
Zu Auigabe 76.5 pRibke)i
Gewicht | Anzahl I | Gewicht | Anzahl 105 5
=l T = 115 1
4,07 1 | 421 10 125 7
4,10 1 4,22 11 135 42
4,12 b1 4,23 7
413 3 4,24 3 148 o
4,14 4 4,25 3 d2a ot
415 5 ‘ 4,26 3 40 30
4,16 i 4,28 1 Sl )
4,17 [i] | 4,29 1 185 13
4,18 G | 4,30 1 195 8
4,10 9 4,32 2 205 1
4,20 10 | 4,38 1 215 1




Kapitel 14

Testen von Hypothesen, Entscheidungen

Unter einer Hypothese versteht man in der Statistik eine Annahme
iiber die Verteilung einer Zufallsvariablen, z. B. die Annahme, daB
die betreffende Verteilung den Mittelwert 20,3 hat, usw. Und ein
Test einer Hypothese ist ein Priifverfahren, das man anwendet, wenn
man wissen will, ob man die Hypothese ,.annehmen‘‘ kann oder ,,ver-
werfen® soll, d. h. ob man der Hypothese Vertrauen schenken und sie
fiir richtig halten kann oder nicht.

Warum will man das wissen ? Nun, weil man oftmals zwischen zwei
Handlungen entscheiden mufl und diese Entscheidung davon ab-
hiangt, ob die Hypothese annehmbar ist oder nicht. Es handelt sich
also im Grunde genommen um eine ,,Theorie der Entscheidungen®.
Wir erliutern dies durch einige typische Beispiele.

Eine Firma kontrolliert die Qualitit ihrer Produktion, indem sie
stiindlich eineStichprobe entnimmt. Dabei wird dasMerkmal gemessen,
auf das es jeweils ankommt, z. B. die Festigkeit des gesponnenen
Garns oder der Durchmesser der hergestellten Bolzen usw. Eine solche
GroBe ist eine Zufallsvariable. Sie unterliegt nimlich kleinen zufilligen
Schwankungen, hervorgerufen durch UngleichmaifBigkeiten des Roh-
materials, des Verhaltens der Maschinen, auf denen man produziert,
usw. Nehmen wir z. B. an, der genannte Durchmesser soll x = 5 [mm]
betragen. Dann ist die Hypothese ¢ = 5 zu testen. Weicht der Mittel-
wert Z nicht ,,zu sehr” von der Hypothese ab, so nimmt man diese
an und liBt die Produktion weiterlaufen. Ist die Abweichung ,zu
groB*, so verwirft man die Hypothese, stoppt die Produktion und be-
ginnt mit der Fehlersuche. Aber was heiBt ,,zu sehr* und ,zu groB*?
Wo sollen wir die Grenze zwischen kleinen rein zufallsbedingten unver-
meidlichen Abweichungen und gréfleren Abweichungen ziehen, die
nicht mehr durch den Zufall allein erklirbar sind ? Letatere heilen
signifikante Abweichungen, im Gegensatz zu den rein zufallsbedingten.
Die Antwort auf unsere Frage folgt aus der Theorie, die wir entwickeln
wollen.
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lung mit dem Mittelwert = np = 1500 und der Varianz o —
npg = 750 brauchbar annihern. (Den Summanden 0,5 in (50.5)
lassen wir der Einfachheit halber unberiicksichtigt.) Also folgt aus (77.1)

¢ — 1500
P(X>o)=1-P(X§o]Fu1-—§D( Vﬁa_):'}m'

Aus Tafel 3b in Anhang 5 ergibt sich
¢ — 1500
—=— = 2,326, ¢ = 1564.
/750 Bt
Da 1578 > ¢ ist, verwerfen wir die Hypothese und nehmen an, daB

P> 05

ist. Eine solche Gegenannahme heiBt eine Alternativhypothese oder
kurz eine Alternative. Damit ist der Test beendet.

Bei einer Stichprobe von nur 300 Werten hiitte sich fiir die Variable
X = Anzahl der Knabengeburlen unter 300 Geburten

aus (77.1) der kritische Wert ¢ = 170 ergeben. Hitte die kleinere
Stichprobe denselben prozentualen Anteil (158) Knabengeburten auf-
gewiesen, so wiire die Hypothese p = 0,5 wegen 158 < ¢ angenommen
worden. Dies zeigt, daBl die Brauchbarkeit des Tests mit dem Stich-
probenumfang 7 wichst. Man wird 2 so groB wie nitig wihlen, damit.
der Test iiber die I'rage, die einen interessiert, Aufschluf gibt, anderer-
seits aus Kosten- und Zeitgriinden aber so klein wie moglich, denn es
hat keinen Sinn, Einzelheiten, die praktisch belanglos sind, noch als
| statistisch signifikant nachweisen zu wollen. Anhaltspunkte fiir die
| Wahl von » kann man meist durch kurze Vorversuche gewinnen.

1%,

L
1600
c= 1564 x——

Abbildung 77.1. Lage des kritischen Wertes ¢ = 15684 beziiglich der (angeniher-
ten) Verteilung der Variablen X im Falle der Richtigkeit der Hypothese
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Aufgaben zu Abschnitt 77

77.1 Unter Benutzung des Ergebnisses von Burrox in Tab. 15.1 teste man
die Hypothese, die Miinze sei regelmiiflig, gegen die Alternative, dafl ,,.Kopf*
bevorzugt auftritt.

77.2 Welche Alternative beziiglich g {= Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
wWappen*) ist in Aufgabe 77.1 sinnvoll # Man fithre den Test durch.

77.8 Man fishre den Test in Aufgabe 77.1 unter Benutzung der PEARSON-
schen Ergebnisse (s, Tab. 15.1) durch.

77.4 Man bezeichne das Wiirfeln einer 5 oder 6 als ,,Erfolg'. Man wiirfle
100mal, notiere die Anzahl der Erfolge und teste die Hypothese, der Wiirfel
sei regelmiilig.

78 Typen von Alternativen. Fehler heim Testen

Im vorigen Abschnitt handelte es sich um eine Zufallsvariable X,
deren Verteilung einen unbekannten Parameter enthilt, den wir nun
allgemein mit « (statt p) bezeichnen. Die Hypothese war u = w, = 0,5.
Die Alternative

(78.1) W= Uy

wurde durch die Art des Problems nahegelegt. In anderen Féllen sind
auch andersartige Alternativen sinnvoll, nimlich

(78.2) < uy
oder auch
(78.3) U == Uy,

Der Typ (78.2) tritt z. B. bei Festigkeitsuntersuchungen auf. u, ist
dann der Sollwert (Mindestfestigkeit). Die Alternative bedeutet den
unerwimschten all, daf} die Festigkeit zu klein ist. GréBer als u, kann
sie sein, das macht nichts, darum braucht man sich nicht extra zu
kiimmern. Die ,zweiseitige Alternative (78.3) tritt z. B, bei Ab-
messungen auf, die weder zu klein noch zu grof sein diirfen, wie etwa
der Durchmesser einer Welle. Abweichungen vom Sollwert w, nach
oben oder nach unten sind gleich wichtig und beide unerwiinscht. Man
spricht dann von einem ,zweiseitigen Test', im Gegensatz zu dem
»einseitigen Test™ im Fall der Alternative (78.1) oder (78.2). Beim
zweiseitigen Test hat man zwei kritische Werte ¢, und c,, und der
., Verwerfungshereich® hesteht aus zwei Teilen, wie Abb, 78.1 schema-
tisch zeigt. Rechenbeispiele dazu folgen im niichsten Abschnitt.
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Annalimebereich Verwerlungbereich
Hypathese anaehmen Hypothese verwerfen

Verwerfungshereich Annahmebereich
Hypothese verwerfen Hypothese annchmen
R 1
I g
¢
Verwerfungsbereich iich Verwerfungshereich
Hypothese verwerfen | Hypothese annchmen Hypothese verwerfen
L
l Hy 1
S £

Abbildung 78.1. Test bei Alternative (78.1) (oberes Bild), (78.2) (mittleres Bild)
und (78.3). Schematische Darstellung

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie es mit Fehlentscheidungen beim
Testen steht. u = u, sei die Hypothese. Als Alternative wiihlen wir der
Einfachheit halber zuerst einen festen Wert

=,
aty sei grofer als ;. Dann liegt der kritische Wert ¢ und auch der Ver-
werfungsbereich rechts von u, (vgl. Abb. 78.1, oberes Bild). Aus einer
Stichprobe z, . . ., 2, wird ein Schitzwert
(78.4) =gy 2
fiir den unbekannten Parameterwert u bestimmt, Ist @ > ¢, so ver-
wirft man die Hypothese (wie z. B. im vorigen Abschnitt). Ist u = ¢,
so nimmt man die Hypothese an. % ist als beobachteter Wert der Zu-
fallsvariablen
U=g(X,.... X))
aufzufassen.
Bei diesem Test gibt es 2 Fehlerméglichkeiten (vgl. auch Tab. 78.1):
Fehler 1. Art. Die Hypothese wird verworfen, obwohl sie richtig ist.
Die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Fehler zu begehen, wird mit «
bezeichnet und heilt die Signifikanzzahl desTests. Einen solchen Fehler
begeht man, wenn die Hypothese richtig ist und 7 einen Wert i > ¢
annimmt. Also gilt
(78.5) P(U > e)yoy, =




Ansonsrrr 78, Tyrey vox ALTERNATIVEN. FERLER nEM TESTEN 209

Fehler 2. Art. Die Hypothese wird angenommen, obwohl sie falsch
ist. Die zugehorige Wahrscheinlichkeit wird mit 1 — f bezeichnet.
Tiinen solchen Fehler begeht man, wenn die Hypothese falsch ist und
U/ einen Wert = ¢ annimmt. Also ist
(78.6) P(U £ o)y, =1 — f-

f ist die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 2. Art zu vermeiden, und
heifit die Macht des Tests.

Zum Beispiel entnimmt man bei der Annakmekontrolle einer Sen-
dung eine Stichprobe und testet die Hypothese, dafl die Sendung den
Lieferbedingungen entspricht. Weist man dabei eine Sendung zuriick,
obwohl sie den Lieferbedingungen entspricht, so begeht man einen
Fehler 1. Art. Nimmt man eine Sendung an, obwohl sie den Liefer- |
bedingungen nicht entspricht, so begeht man einen Fehler 2. Art. !
Die zugehiérigen Wahrscheinlichkeiten « und 1 — § bezeichnet man
auch als Risiko 1. bzw. 2. Art oder auch als Produzenten- bzw. Kon-
swmentenrisiko.

Tabelle 78.1. Fehler 1. und 2. Art beim Testen einer Hypothese u = u, gegen
eine Aln‘-rnnl.lvo o=y

i

Unbckannte Wirklichkeit .
| u = Uy | %=1 iz
Richtige d Shepta Vi
g : Fehler 2. Art )
g u=u Entscheidung ik 5 il
g P=1—=«n P=1-§8 -
& Fohler 1. Art Frichting
g w=1y Entscheidung I 3
P=g P:ﬁ ENPER PR
Dichte von T Dichte von £
biei Richtigheit / Dei Richtigheit
der Hypothese der Alternative

L%

SEETE

mehiereich

Abbildung 78.2. Zum Bcgnff des Fehlers 1. und 2. Art (schematisch)
14 Kroyselg, Methoden
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Aus (78.5) und (78.6) sicht man, daB « und § von ¢ abhiingen. Also
sollte man ¢ o wihlen, daB die Fehlerwahrscheinlichkeiten & und
1 — f beide moglichst klein werden, daB also o« moglichst klein und die
Macht g moglichst groB wird. Aber diese beiden Forderungen wider-
streiten einander. Dies illustriert die schematische Abb. 78.2: Um «
zu verkleinern, muBl man ¢ nach rechts verschieben. Dabei vergrofiert
man leider gleichzeitig 1 — f. In der Praxis wihlt man zuerst x
(6%, 1% oder dgl.), bestimmt dazu ¢ und berechnet schlieBlich f.

Aus der Annahme einer Hypothese auf Grund eines Tests folgt
natiirlich nicht, daB diese Hypothese die einzig mogliche ist. Aufier-
dem muB man bedenken: Das Risiko 1. Art wihlt man klein, aber
das Risiko 2. Art (1 —p) kann groﬁ ausfa]lcn Scla,nge man {iber
sogar sprachlich betonen mdem man ,,mcfu} verwerfm stath ,,an-
nehmen sagt.

Stc]lt es sich hcraus, daB 1 — g grol} ist weiI ﬁ klcin ist, 50 kann
wiederholt. Dles 1éBt sich schon aus den Betrachtungen am Schluf
des vorigen Abschnittes vermuten und wird im nédchsten Abschnitt
noch niher erliutert.

Ist die Alternative nicht auf einen speziellen Zahlenwert beschrinkt,
sondern hat sie die Form (78.1) —(78.8), so wird natiirlich die Macht g
eine Funktion von . Diese bezeichnet man bisweilen als die Giite-
funktion des Tests. Auch hierauf gehen wir im folgenden Absehnitt
ndher ein.

79 Anwendung auf die Normalverteilung

Die Uberlegungen im vorigen Absehnitt sollten wir uns durch einige
Zahlenbeispiele noch etwas verdeutlichen. Hierzu betrachten wir das
Testen von Hypothesen bei der Normalverteilung.

Beispiel 79.1 (Mittelwert der Normalverieilung bei bekannter Varianz). Die
Zufallsvariable X sei normalverteilt mit der Varianz of = 9. Unter Benutzung
einer Stichprobe won n = 10 Werten mit dem Mittelwert % teste man die
Hypothese u = p, = 24 gegen die verschiedenen Typen von Alternativen,
namlich

(a) 1= py (b) # < () & = pto-

Wir withlen die Signifikanzzahl & = 0,05. Als Schitzfunktion g(X,, ..., X,)

fiir den Mittelwert benutzen wir wie frither

o b agh du )
n
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Trifft die Hypothese zu, so ist X gemil Satz 71.8 normalverteilt mit dem Mit-
telwert g = 24 und der Varianz o*/n = 0,9. Bei der Bestimmung des kritischen
Wertes ¢ kénnen wir also jeweils die\Tafel 3b in Anhang § benutzen.

Fall (a)., Wir bestimmen ¢ aus it

P(X > clymos = a,
{ also

—2
BT = o)pss =0 22 RN i e = 0,95,
0,9
Der g ten Tafel entnehmen wir
S=24_ 1645 oder o= 25,56,
0,9

¢ liegt rechts von gy, wie in Abb. 78.1 oben. Ist # = 25,56, so nehmen wir die
Hypothese an. Ist & > 25,56, so verwerfen wir sie. Dieser Test hat die Macht
(s. Abb. 79.1)

Blw) = P(X > 25,66), = 1 — P(X = 25,56)u
(79.1) il
e (%*P — 1 — D(26,94 — 1,051).
0,0
Fall (b). Den kritischen Wert ¢ besti wir nun aus
P(X = ohumsy = ¢>(° = i") 005

Vermige Tafel 3b erhalten wir ¢ = 24 — 1,56 = 22,44, Ist # = 22,44, so nch-
men wir die Hypothese an. Ist & < 22,44, so lehnen wir sie ab. Dieser Test
hat die Macht

(79.2)  flu) = P(X = 22,44), = qs( V"ﬁ-—) = B(23,65 — 1,06).

Fall (¢). Da die Normalverteilung symmetrisch ist, withlen wir die kritischen
Werte ¢; und ¢, symmetrizch zu g = 24 gelegen, also ¢y = 24 — &, ¢, = 24 4 &,
und bestimmen sie aus

- k k
— -24 = | —t | — = =1 —a =085
P(24—Fk=X = 244 k)p=24 di(;/o'g) 4!#( VD-‘]) a=10,95
Vermoge Tafel 3b in Anhang 5 ergibt sich

k/)/0,9 = 1,960, k=1,86.
So wird ¢, =24 — 1,86 = 22,14 und ¢, = 24 + 1,86 = 25,86. Ist # nicht
gréBer als ¢, und nicht kleiner als ¢, so nehmen wir die Hypothese an. Ist £
groBer als ¢, oder kleiner als ¢, so lehnen wir sie ab. Dieser Test hat die Macht
(s. Abb. 79.1)

Blp) = P(X < 22,14), + P(X > 25,88),.
Der letzte Summand auf der rechten Seite ist gleich

1 — P(X = 25,86),.
14*
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So erhalten wir zuniichst

22,14 —p 25,86 — u
P L..._.q',.. L=l
il ( /0,9 ) G

Durch Ausfiithrung der Division folgt
(79.3) Blp) =1 4+ D(23,34 — 1,06p) — P(27,26 — 1,054).

Die Funktion 1 — f(x) heiBlt die Operations-Charakteristik des
betreffenden Tests. Wie wir wissen, ist dies die Wahrscheinlichkeit,
einen Fehler 2. Art zu begehen (vgl. Tab. 78.1). Im Fall (c) unseres
Beispiels ist (ausgezogene Kurve in Abb. 79.2)

1 — fB(u) = (27,26 — 1,06) — P(23,34 — 1,054).
Haitten wir den Test mit einer grofleren Stichprobe, etwa mit n = 100
Werten (statt » = 10) durchgefiihrt, so wire o%fn = 0,09 (statt 0,9).
Dann wiirde ¢, = 23,41 und ¢, = 24,59, wie man durch Nachrechnen
bestatigt. Dieser Test hétte also die Operations-Charakteristik

24,50 — 23,41 —
- o= ) - et
Vereinfachung ergibt
1 — B(e) = (81,97 — 3,33p) — D(78,03 — 3,334).
Abb. ?9 2 zeigt daB die zugehorige Kurve steilere FlanLen hat als die

des Stlchptobenumfa.ng_e_s ;;:Trennschalf_e gcwo;_men, im Einklang
mit der SchluBbemerkung im vorigen Abschnitt. » wihlt man gerade
so grol3, daBl der Test alle praktisch interessierenden Abweichungen

1 1 1

B(s)

=

Abbildung 79.1. Macht f{p) in Bei- Abbildung 79.2. Kurven der Opera-
spiel 79.1, Fall (a) (gestrichelt) und (¢) tions-Charakteristik in Beispiel 79.1,
Fall (¢), bei zwei verschiedenen Stich-

probenumiingen n
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zwischen p und p, aufdeckt, aber aus Kosten- und Zeitgriinden nicht
grofer. Interessiert z. B. eine Abweichung von - 2 Einheiten, so
sieht man aus Abb. 79.2 auf den ersten Blick, daf3 eine Stichprobe von
10 Werten viel zu klein ist, denn fiir g = 24 — 2 = 22 hzw. g = 26
ist 1 — f# noch fast 509, das Risiko eines Fehlers 2. Art also viel zu
groB. n = 100 reicht fiir den verlangten Zweck offenbar aus, wie man
aus der gestrichelten Kurve ersieht, und man konnte sich fragen, ob
vielleicht auch ein kleineres n geniigt. i

Beispiel 79.2 (Mittelwert der Normalverteilung bel unbekannter Varianz). Bei
einer Stichprobe von n = 16 Messungen der ReiBlast von 3 Zoll (= 76 mm)
starken Manilahanftauen ergab sich der Mittelwert % = 4482 kg und die
Standardabweichung & = 115 kg (N. C. Wizev, 41. Jahrestagung der Amer.
Soe. for Test. Materials). Man teste die Hypothese pu, = 4500 kg gegen die
Alternative gy, = 4400 kg. Hierbei setze man voraus, daf die ReiBlast eine nor-
malverteilte Zufallsvariable ist. y, kinnte z. B, ein vom Hersteller angegebener
Sollwert sein und g, ein aus fritheren Erfahrungen gewonnener Wert.

Als Signifikanzzahl withlen wir « = 59. Ist die Hypothese richtig, so folgt
aus Satz 73.2, dafl die Zufallsvariable
X — 4500
e
eine ¢-Verteilung mit n — 1 = 15 Freiheitsgraden hat. Der kritische Wert
ergibt sich aus

TEV,T-’_‘%#‘:E 4

P(T 5 )y, = & = 0,05.

Vermége Tafel 8 in Anhang 5 erhalten wir ¢ = —1,75. Die Stichprobe liefert
als beobachteten Wert von T' die Zahl
sy B 4500 44482 —‘450{1 — — 0,626.
& 115

Es ist ¢ > ¢. Die Hypothese wird also angenommen.

Beispiel 79,8 (Varianz der Normalverteilung). Unter Benutzung einer Stich-
probe mit dem Umifang » = 15 und der Varianz #* = 13 teste man die Hypo-
these, daBl die Grundgesamtheit, die als normalverteilt vorausgesetzt wird, die
Varianz o* = g,® = 10 hat, gegen die Alternative ¢* = ,® = 20.

Wir wiihlen die Signifikanzzahl & = 59%. Trifft die Hypothese zu, so hat
die Variable

¥ = 1y = 145 = 145
= (n— )= = 1475 = 1,4
(vgl. Abschn. 74) eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1 = 14 Freiheitsgra-
den. Aus der Gleichung

P(¥ =>¢) =a = 0,05 oder P(Y =c) =095
und Tafel 6 mit 14 Freiheitsgraden ergibt sich ¢ = 23,68 als kritischer Wert

fiir ¥. Fiir §* = ¥/1,4 erhalten wir also den kritischen Wert ¢* = 23,68/1,4
= 16,91. Da s* < c¢* ist, nehmen wir die Hypothese an.
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Triife die Alternative zu, so hiitte die Variable
¥, = 14-“"— = 0,75¢

eine Chi-Quadrat-Verteilung mit 14 Fre1heltsgrn.den. Also hat unser Test die
Macht
f= P8 > c*)ys00=P(¥; > 0,Tc*) 200 = 1 — P(¥; = 11,84) 509 ~ 62%.
Obwohl sich die Alternative sehr von der Hypothese unterscheidet, ist also das
Risiko 2. Art sehr grofl, nimlich 1 — § = 389;. Abhilfe schaift man, indem
man zu umfangreicheren Stichproben iibergeht.

Aufgaben zu Abschnitt 79

Bei den folgenden Aufgaben nehme man an, die Grundgesamtheit, aus denen
die Stichproben stammen, seien normalverteilt.

79.1 Man teste die Hypothese, daB die Stichprobe in Beispiel 10.1 einer
Grundgesamtheit mit dem Mittelwert 20 mm (das war der angegebene Sollwert)
entstammt.

79.2 Man teste die Hypothesen, daB die Grundgesamtheit, aus der die Stich-
probe von Mellwerten an Permalloy-Legierungen in Beispiel 8.1 entstamm,
den Mittelwert 80 [9;] und die Standardabweichung 2 [%,,] hat.

79.8 Unter Benutzung der Stichprobe in Aufgabe 74.5 teste man die Hypo-
these p = 1,2 [g] gegen die Alternative u < 1,2 [g].

784 In Auigabe 70.3 wihle man als Hypothese

(a) p = 1,25 [g], (b) p =115 [g],
iiberlege sich jeweils eine sinnvolle Alternative und filhre den Test durch.

79.5 Bei der 143. Erdumbkreisung des Satelliten Telstar am 25./26. 7. 1962
zeigte das Azimut die folgenden Abweichungen [in Neumi ] von den vor-
herbereechneten  Werten (A, J. Cravs, R. B. Brackwmaw, E. G. Haiimse,
W. C. Ripaway, Bell Labor. Record 41, 2063, 1380):

1 =10l 3l—8 6.0
Unter Benutzung dieser Stichprobe teste man die Hypothese u = 0.
Tabelle 79.1. Relative Abweichung [9%] der Kapazitiit
vom Nennwert fiir 48 Tantal-Elektrolytkondensatoren
(H. Srravon, Telefunken-Zeitung. 86, 1963, 8)

Abweichung Klassenmitte S]]
Kondensatoren

—13,5 - -+ —10,5 —12 il
—10,5 --+ — 7,5 =59 1
— TS — 4.5 — 6 4
| — 4,5 - — 1,5 — 3 15
[ 1,5 0 16
455 Fatee 4,5 3 i)
4.5 =i 7.5 6 4
Tl =e 0 10,5 9 2




Ansonsrrr 80, KONTROLLEARTEN 216

70.6 Unter Benutzung der MeBwerte in Tab. 79.1 teste man die Hypothese
= 0, Was bedeutet diese Hypothese praktisch ?

79.7 Um zwei Methoden zur Stiirkegehaltsbestimmung miteinander zu ver-
gleichen, wurden 18 Kartoffeln halbiert und jeweils beide Methoden angewendet
(C. v. ScuerLr, G. Svexssox u. J. Rasyusson, Nordisk Jordbrugsforskning
1935, 22). Es ergaben sich die folgenden U hiede des Stirkegehalts [%fy]
zwischen den beiden Hilften:

2°0 0.4 2 2083 —3 1.2 3.0 =114 =24

Man teste die Hypothese, daB kein signifikanter Unterschied besteht.
79.8 Man zeichne die Operations-Charakteristik fiir die Fille (a) und (b) in
Beispiel 79.1.

80 Kontrollkarten

Kein Produktionsprozel ist so vollkommen, dal alle hergestellten
Stiicke absolut gleich ausfallen. Material, Maschine und Mensch bedin-
gen eine gewisse Variabilitit. Deshalb muBl man darauf bedacht sein,
daB die vorgeschriebenen Sollwerte der Produkte (z. B. Abmessungen,
Festigkeitseigenschaften oder was sonst jeweils wichtig ist) moglichst
gut eingehalten werden. Unter Verwendung einer geeigneten Stich-
probe testet man hierzu die Hypothese, dall ein bestimmter wichtiger
Sollwert eingehalten ist, gegen eine sinnvolle Alternative. Tut man das
hinterher, nachdem ein Auftrag (z. B. 10000 Kolbenringe) produktions-
miBig erledigt wurde, so kann man bei dieser , Endkontroile’ fest-
stellen, ob der Praduktionsvorgang zufriedenstellend abgelaufen ist
oder nicht. Andern kann man aber am Resultat hinterher natiirlich
nichts mehr. Deshalb ist es viel besser, dem Ablauf des Produktions-
vorganges auf den Fersen zu bleiben, indem man in gewissen Zeitab-
stiinden (stiindlich, halbstiindlich) kleine Stichproben (3 bis 10 Pro-
dukte) entnimmt und sofort testet, ob der vorgeschriebene Sollwert pg
eingehalten wird. Nimmt man bei einem solchen Test die Hypothese
1 = ptg an, so liBt man den Produktionsvorgang weiterlaufen. Fithrt
ein Test zur Ablehnung, stoppt man den ProzeB, sucht und behebt die
Ursache der Abweichung vom Sollwert. Dieses in regelmaliigen Zeit-
abstinden wiederholte Testen einer Hypothese und das Eingreifen im
Falle der Verwerfung der Hypothese bezeichnet man als statistische
Qualitiitskontrolle oder besser als Qualitiitsregelung.

Ein Fehler 1. Art bedeutet hierbei, dafl man den Produktionsproze
stoppt, obwohl er ordentlich liuft, und nach einer Storungsursache
fahndet, die gar nicht existiert. Einen Fehler 2. Art begeht man, wenn
man den ProzeB laufen 1iBt, obwohl er gestort ist.
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Daf die Qualititsregelung so beliebt und wirkungsvoll ist, hingt
auch damit zusammen, dal man die Ergebnisse des Tests und damit
das Verhalten des Produktionsprozesses jeweils sofort graphisch ver-
anschaulicht. Man trigt namlich die Mittelwerte der Stichproben lau-
fend in eine ,,Jontrollkarte* ein. Iin Beispiel zeigt Abb. 80.1. Die
Hontrollgrenzen ¢; und ¢, entsprechen den kritischen Werten ¢; und
¢, in Abb, 78.1 und in Beispiel 79.1, Fall (¢). Solange die Mittelwerte
zwischen den Kontrollgrenzen (oder auf diesen Grenzen) liegen, nimm#
man die Hypothese an und lifit den Fabrikationsprozell weiterlaufen,
Fiillt ein Mittelwert auBerhalb, verwirft man die Hypothese, stoppt
die Fabrikation und beginnt mit der Fehlersuche.

Zieht man die Kontrollgrenzen zu eng, so riskiert man, daf der Fer-
tigungsprozell unberechtigt oft unterbrochen wird. Zieht man dic

Grenz.on AT welt w \Hl‘(l das Risiko 2. Art zu groB. Ublicherweise
dal} eine Normalvel i‘e]]uné .{Srllegb, crhalt man gemiifs Sa.ta 1. 5 und
Tafel 3b die Werte

G SR
= g, — 2,58 — Co = pg + 2,08 —.
€ = iy Vn und 2 = My Vn

¢ wird dabei als bekannt vorausgesetzt. Liegt keine Erfahrung iiber
vor, so berechne man die Standardabweichungen der ersten 20 oder
30 Stichproben und benutze das arithmetische Mittel dieser 20 oder
30 Zahlen als Nitherung von o.

Bisweilen zeichnet man auf Kontrollkarten zusiitzlich noch die
,» Warngrenzen**

a a
=y — 1,96 —= und Wy = 1,96 —
L1 Ho I/n 1 2 Ho + l/;

mit ein, die der Signifikanzzahl « = 5%, entsprechen. Fillt ein Mittel-
wert auflerhalb der Warngrenzen (aber noch in den Bereich zwischen
den Kontrollgrenzen), so entnimmt man gleich noch eine Stichprobe
und wiederholt den Test.

Ubrigens dienen die Verbindungsstrecken in Abb. 80.1 nur dazu,
dem Auge das Durchlaufen der Werte in zeitlicher Reihenfolge zu er-
leichtern, und zu sonst nichts.

In der Praxis erlebt man sehr oft folgendes: Jedesmal, nachdem auf
Grund der Kontrolle ein Fehler gefunden und beseitigt wurde, ver-
kleinert sich die Variabilitit der Mittelwerte. Man kann dann die Kon-
trollgrenzen enger ziehen und erreicht gar bald einen Zustand, bei
dem die Kontrollgrenzen so eng sind, wie man dies nur wiinschen
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4,20

' 0,3%
15 .
14 LUty
1,10 /\ A = ] 95, 99%,

N
1,06 ",
405 €
0,5%%

4,00
Stichprobc Nr. 3 10
Abbildung 80.1, Kontrollkarte fiir den Mittelwert (Innendurchmesser eines
Werkstiicks). Sollwert 4,10 mm, Kontrollgrenzen ¢, = 4,05 mm, ¢, = 4,15 mm.
Warngrenzen w, = 4,06 mm, w, = 4,14 mm

Tabelle 80.1. Meliwerte zu Abb. 80.1
(G. H. Fiscuur, Telefunken-Zeitung 86, 1063, 43)

Stichprobo Stichprobenwerte : Hpanlienly 3
Nr. | |
1 4,06 4,08 4,08 4,08 4,10 4,080 0,014 0,04
2 4,10 4,10 4,12 4,12 4,12 4,112 0,011 0,02
3 4,06 4,06 4,08 4,10 4,12 4,084 0,026 | 0,06
4 4,06 4,08 4,08 4,10 4,42 4,088 0,023 0,06
5 4,08 4,10 4,12 412 412 4,108 0,018 0,04
] 4,08 4,10 4,40 410 4,12 4,100 | 0,014 0,04
7 4,06 4,08 4,08 410 442 4,085 J 0,023 0,06
8 4,08 4,08 4,10 410 4,12 4,006 ,I 0,017 0,04
9 4,06 4,08 4,10 4,12 4,14 4,100 0,032 0,08
10 4,06 4,08 410 412 4,16 4,104 0,038 0,10
11 412 444 4144 4,14 4,16 4,140 | 0,014 0,04
12 4,14 4,14 4,16 4,16 4,10 4,152 0,011 0,02

kann, ohne dafl man den Fabrikationsprozel von Grund aus um-
wandelt. So fiihrt die Qualititsregelung meist zur Qualititssteigerung.
Dies ist verstiindlich, denn durch die Konfrolle gewinnt man einen
vertieften Einblick in den Fabrikationsablauf und seine Schwiichen.
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Die anschauliche Form der Ergebnisse auf der Kontrollkarte liefert

auch Unterlagen fiir eine bessere Zusammenarbeit zwischen Planern,

Produzierenden und Priifenden. So handelt es sich bei der Qualitiits-
- _ regelung um weit mehr als um eine reine Kontrolltiitigkeit.

" Manchmal kontrolliert man zusitzlich zum Mittelwert auch noch
die Varianz durch eine ganz entsprechende Kontrollkarte. Dabei ent-
spricht die Kontrollgrenze sinngemafl der Zahl ¢* in Beispiel 79.3, mit
o« = 19 statt 59,. Beide Kontrollkarten, die fiir den Mittelwert und
die fiir die Varianz, druckt man dann iiblicherweise untereinander auf
denselben Bogen.

Bei der Kontrolle der Varianz mul} s® berechnet werden. Dies macht
fiir wenig geschultes Personal Schwierigkeiten. Deshalb wihlt man oft-
mals statt s die Spannweite 3 (= groBiter minus kleinster Stichproben-
wert), die auch mit R (von range im Englischen) bezeichnet wird. Bei
der Normalverteilung ist die Erwartung der Variablen §, fiir die @
ein beobachteter Wert ist, proportional zur Standardabweichung o,
wie man zeigen kann. Es ist also E(é) = A,0. Dabei hat 2, die folgen-
den Werte:

i

A

2
1.1

e e e P P
1,7 | 24 | 23 | 25 [ 27 | 29 | 30 | 34

Es leuchtet ein, daB man die Ersparnis an Rechenarbeit mit Verlust
an Information bezahlen mul, denn an s sind alle Stichprobenwerte
beteiligt, wihrend & nur vom kleinsten und vom gréfiten Wert ab-
hingt. s ist eine bessere Schiitzung fiir ¢ als ¥ und sollte verwendet
werden, wenn die einzelnen Messungen relativ teuer sind.

81 Vergleich der Mittelwerte zweier Normalvertei-
langen

Getestet werden soll, ob die Mittelwerte u; und Its ZWeier normal-
verteilter Grundgesamtheiten gleich oder verschieden sind. Die Va-
rianz braucht nicht bekannt zu sein, wird aber als gleich vorausgesetzt,
(Wie wir diese Voraussetzung notfalls testen konnen, lernen wir im
iiberndchsten Abschnitt. Was man machen kann, wenn die Voraus-
setzung nicht erfilllt ist, iiberlegen wir uns am SchluB des vorliegenden
Abschnittes.)

Fiir den Test brauchen wir zwei Stichproben. Die folgenden beiden
Fille sind praktisch besonders wichtig:
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1. Die beiden Stichproben sind gleich grofi. Je ein Wert der einen
und je ein Wert der anderen gehéren zusammen, weil sie von dem-
selben Individuum stammen. (Beispiel: An jedem Werkstiick werden
je zwei MeBwerte mit zwei verschiedenen Mefigeriten gewonnen. Je
ein MeBwert stammt von jedem der beiden Augen eines Patienten
oder Versuchstiers.)

2. Die beiden Stichproben sind unabhiingig und nicht notwendiger-
weise gleich grofi.

Im ersten Falle bildet man die Differenzen entsprechender Werte
und testet die Hypothese, dafi die Grundgesamtheit, aus der die Diffe-
renzen stammen, den Mittelwert 0 hat. Hierzu benutzt man die
Methode in Abschn. 79. (Beispiel sieche Aufgabe 79.7; dort sind gleich
die Differenzen angegeben.)

Im zweiten Falle testet man gemiB Tab. 81.1. Die zugehorige theo-
retische Begriindung folgt im nichsten Abschnitt,

Tabelle 81.1. Test der Hypothese p, = p, gegen die Alternative p; > p, fiir
Normalverteilungen mit gleicher Varianz unter Benutzung unabhingiger Stich-
proben

! 1. Schritt. Man wiihle eine Signifikanzzahl & (5%, 1% oder dgl.).
| 2. 8chritt. Man bestimme die Zahl ¢ aus
[ (81.1) P(T<c)=1—u

[ und Tafel 8 in Anhang b mit 2, + n, — 2 Freiheitsgraden.
3. Schritt. Man berechne die Mittelwerte Z und 7 und die Varian-
zen 5% und s, der Stichproben

Ty und Ui s Unee
4. Schritt. Man berechne
| 1y (1, 1!,1 o, —2) E— 7
81.2 2 2 ——
G V i Vg — D) s + (m, — 1) 52 |

Ist f, < ¢, so wird die Hypothese angenommen. Ist & > ¢, so wird
sie verworfen.

Hat man bei der Planung eines Experimentes die Wahl, sollte man
den ersten Weg einschlagen, weil dabei die Variabilitdt zwischen den
Versuchsobjekten eliminiert wird, man also sinnvollere Ergebnisse er-
halt.
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Bei der 1. Art des Lesens wird die Bohne mit dem Daumen und Zeigefinger
erfaBt und unter Drehung des Handgelenks in die hohle Hand beférdert, die
entleert wird, wenn sie voll ist. Bei der 2. Art wird die Bohne erfallt wie zuvor
und durch eine Bewegung des Handgelenks zur Seite geschleudert. Ist die eine
Art besser als die andere ? Es werde dabei vorausgesetzt, dafl die Stichproben
aus normalverteilten Grundg heiten In der ErdnuBiindustrie
wird iibrigens ausschlieBlich die 1. Art benutzt.

Teilnehmer Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1. Art 214 253 276 215 238 2214 210 229 269
2. Art 281 279 260 230 267 253 205 265 290

81,6 Erntet man grifere Kartoffeln, wenn man die Saatkartoffeln halbiert ¢
Dic Tabellen zeigen die Anzahl geernteter grofier Kartoffeln (iiber 7 em) in
Prozent (G. Jinxz, Verdff. Bundesanst. f. alpine Landwirtsch. Admont 1952, 87)

Sorte ,,BiEMs Allerfritheste®

Geschnitten 6,3 10,0 6,0 7.5
Ungeschnitten 15 35 15 3,5

Borte ,,Frithbote'*

Geschnitten 10,0 35 80 3,0
Ungeschnitten 18,0 12,0 12,0 158

81.7 Das Umbrechen, Ansien und Diingen fithrt bei einer Borstgrasfliche
im Gebirge zu einer wesentlichen Steigerung des Heuertrages. Die Frage war,
ob sich der Ertrag [Doppelzentner/ha] auch ohne Diingung allein durch Um-
brechen und Aussiien steigern liBt oder dann vielleicht sogar zuriickgeht
(F. Zitnw, Verdff. Bundesanst. f. alpine Landwirtsch. Admont 1953, 36.)
A = Nicht umgebrochen, ungediingt. B = Umgebrochen, ungediingt

A ! 20,3 13,7 138 124 16,0 12,5 194 304 356 24,6
B I 19,9 13,2 88 11,7 146 144 21,8 255 351 255

81,8 Man konstruiere zwei moglichst einfache Stichproben, bei deren Ver-
wendung die Hypothese, dal die zugehérigen Grund heiten denselben
Mittelwert haben, angen wird, trotzdem sich die Mittelwerte der Stich-
proben erheblich unterscheiden.

81,9 Ist der U hied der Gewicl h [kg in 4 Monaten] zweier

Gruppen von je T Schweinen signifikant * Gruppe I erhielt Fischvollmehlzufiit-
terung, Gruppe II Fischmehlzufiitterung. Man wollte wissen, wie man Abfille
bei der Fischverarbeitung am besten verwerten kann. (E. Kraack, Erniihrungs-
forschung 7, 1962, 145.)

Gruppe I | 33 66 26 43 46 55 54
Gruppe II | 53 53 37 73 58 61 38
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82 Theorie zu Absehnitt 81
Aus der Definition der #2-Verteilung ergibt sich unmittelbar der

Satz 82.1. Haben zwei wnabhingige Zufallsvariable Z, und Z, eine
12 Verleilung mit m bzw. n Fretheitsgraden, so hat thre Summe Z, + Z,
eine y2-Verteilung mit m -+ n Fretheilsgraden.

Die Grundlage des Tests bildet der

Satz 82.2. X,...,X,, Y,,..., Y, seien unabhingige normal-
verteilte Zufallsvariable mit der gleichen Varianz o®. Die X; mogen den
Mittelwert u, besitzen und die ¥, den Mittelwert g, Es sei

T = el

D) (I g B GG L il
(82.1) X = (X 4 X)), Y ﬂ=l( Y, + il £)
und weiterhin

1 b - 1 iy

9 e 5 TN g i 5 el th
#22)  Sp=_ g B -Xp, Sp=g B(F =T
Dann hat die Zufallsvariable

_ gl 1y —2) K — ¥ — (i — )
(82.3) T = I : T AR
Ny A+ 7y Ving — 1) 82 + (n, — 1) 8,2

eine t-Verteilung mit ny + ny, — 2 Freiheitsgraden.
Beweis. Gemil Satz 73.1 hat die Zufallsvariable

¥, =$(”1 — 1) 82 bzw. 175 ;;);15 (g — 1) S5*

eine y2-Verteilung mit n; — 1 bzw. n, — 1 Freiheitsgraden. Diese
Variablen sind unabhéngig, weil die X; und Y, unabhéngig sind. Also
hat ihre Summe V = ¥, + ¥V, wegen Satz 82.1 eine y*-Verteilung mit
1, - ny — 2 Freiheitsgraden. Wegen Satz 71.2 und 71.3 sind X — 4
und — (¥ — u,) normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz
o*n; bzw. o%ln,. Diese Variablen sind unabhiingig. Also ist ihre
Summe
=X —py — (Y — ) =X — ¥ — (g — py)
wegen Satz 71.1 normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz
e ML SO LR e
T e Iy
und die Variable Z = Z*[o* ist normalverteilt mit dem Mittelwert 0
und der Varianz 1. Ahnlich wie im Beweis des Satzes 73.1 ergibt sich,
dafl Z und ¥ unabhéingig sind, also vollig den Variablen X bzw. Y in
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Ersetzt man die Alternative in Tab. 81.1 durch die Alternative
< g bEw. my == py, s0 ist (81.1) durch
PT=c)=«n
bzw.
X X
P{Tgcl)=~§ und P(Tgcg)=l—i
zu ersetzen.

Beispiel 81.1. An der Gebiirklinik in Bologna wurde bei #; = 288 neugebo-
renen ausgetragenen Knaben das Durchschnittsgewicht # = 2300 Gramm und
die Standardabweichung s, = 470 Gramm festgestellt. Entsprechend erhielt
man bei einer Stichprobe von n, = 269 Midchen das Durchschnittsgewicht
§ = 3050 Gramm und die Standardabweichung s, = 460 Gramm (C. Gnt,
Sulla variabilith dei due sessi, Cagliari 1910). Man teste die Hypothese, daB
Knaben und Méidehen bei der Geburt gleich schwer sind, gegen die Alternative,
dal} Knaben schwerer als Midchen sind.

1. Sehritt. Wir withlen die Signifikanzzahl & — 19).
2. Schritt. Tafel 8 in Anhang 5 enthiilt keine Spalte fiir

Ny - ny — 2 = 555 Freiheitsgrade.
Aus den Zahlenwerten der Tafel ist aber klar, daf die Gleichung
P(I'se)=1—u =099

die Lésung ¢ = 2,33 hat.
4. und 4. Schritt. Aus den beiden Stichproben folgt

A ]ﬂ_‘*_vf‘_”. 2555 3300 —3050 6,34
2 557 V287 - 470° + 268 - 4608

Wegen £, > ¢ verwerfen wir dic Hypothese und nehmen an, daB minnliche
ausgetragene Neugeborene schwerer als weibliche sind.

Fiir gleichen Stichprobenumfang n, = n, = n gewinnt (81.2) die
einfache Ilorm

(81.3)

Ist die Voraussetzung, daB die betrachteten Grundgesamtheiten
dieselbe Varianz haben, nicht erfiillt, so wiihle man fiir den Test gleich-
grofie Stichproben (n, = n, = ») und dabei » hinreichend grol} (prak-
tisch # > 30). Dann ist (81.3) ein beobachteter Wert einer bei Richtig-
keit der Hypothese niiherungsweise normalverteilten Zufallsvariablen
mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1. Damit kann man den Test
durchfiihren.
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Im Gegensatz zu dem im iibernichsten Abschnitt folgenden Test
ist der vorliegende Test relativ unempfindlich gegen Abweichungen
von der Normalitit der Verteilungen, wie man zeigen kann,

Aufgahen zu Abschnitt 81

Vor ing : Die Grund mtheiten, aus denen die Stichproben stammen,
gind normalverteilt und haben jeweils dieselbe Varianz.

§1.1 Drei Tage alter Mértel bzw. Beton mit demselben Wasserzementwert

{0,4) hatte die Druckfestigkeit [kg/em?]
357 359 413 bzw. 346 302 358

(A. MEYER, Beton-Zeitung 29, 1963, 392). Man teste die Hypothese, dal die
zugehtrigen Grundgesamtheiten denselben Mittelwert besitzen.

§1.2 Lohnt es sich vom wirtschaftlichen Standpunkt aus, Fabrikriume zu
klimatisieren ¥ Wiirde dic Arbeitsleistung steigen ? Die Tabelle gibt Beobach-

aus einem nichtklimatisierten englischen Zinnwalzwerk (J. J. B. Worth,

Journ. Industr. Eng. 9, 1958, 252). Man teste die Hypothese, daB die Arbeits-
leistung nicht von der Jahreszeit abhingt.

Jahreszeit | Relative Arbeitsleistung
bommer 92,8 B4.8 97,2 102,8

Winter | 107,7 85,7 102,5 1025

81.8 Zur Uberprifung der Reproduzierbarkeit einer bei Abkiihlversuchen
benutzten MeBmethode wurden wwei Versuchsreihen ¥ 1 und ¥ 2 angestellt.
Ist der Untersehied der Mittelwerte dieser thermoelektrizch gemessenen Tem-
peraturen [°C] signifikant ? (M. RéuLE, Untersuchung und V\’eltcu.ntwu.klullg
einer Probe zur Ermittlung des Durcl einflusses auf die Festighkeit
schaften wiirmebehandelter Stithle. Dissertation T. U. Berlin 1062, 5. 32)

-

V1.| 106,9 106,3 107,0 106,0 104,89
V2| 108,5 106,7 106,8 106,10 105,6

§1.4 Verbrauchen Forellen in schnell flieBendem Wasser mehr Sauerstoff
[mm? pro Stunde und pro Gramm Lebendgewicht] als in langsam flieBendem ?
{(WasnBoury, Journ. Exp. Biol. 18, 1936, 145—147.)

Fluld Sauerstoffverbrauch
Schnell 108 122 144 120 107 115 114 97 906 126
Langsam | 85 452 83 69 905 8 71 94 8 94

81.5 Die Aschenbrédel-Methode des Auslesens fehlerhafter Stiicke mit der
Hand spielt insbesondere in der Nahrungsmittelind ie (Boh Niisse,
Kaffee usw.) eine erhebliche Rolle. J.J. Moner und J. H. Oswart (Journ.
Industr. Eng. 10, 1959, 217) verglichen den Zeitbedarf bei ~erschiedenen Arten
des Auslesens. Es ergaben sich bei 8 Teilnehmern an dem Test die angegebenen
Anzahlen ausgelesener fehlerhafter Stiicke (gesprenkelter Bohnen aus weiBen).
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Abschn. 62 entsprechen. Deshalb hat
iRl s s

VP + 0y — 2)
eine {-Verteilung mit #n, - n, — 2 Freiheitsgraden. Setzen wir die
Ausdriicke fiir ¥ und Z ein, so sehen wir, daB (82.4) mit (82.3) identisch
ist. Der Satz 82.2 ist damit bewiesen.

Trifft die Hypothese u; = p, zu, so vereinfacht sich (82.3) etwas.
Setzen wir dann fiir X, ¥, S; und S, die beobachteten Werte Z, 7, s,
bzw. s, ein, so erhalten wir (81.2). Dies bedeutet, daB i, ein beobachteter
Wert von T' ist. Die Wahrscheinlichkeit in (81.1) ist groB, weil « klein
ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daB T' irgendeinen Wert f, = ¢
annimmt, grof und die Wahrscheinlichkeit fiir irgendeinen Wert
ty > ¢ klein. Wird trotzdem ein Wert £, > ¢ beobachtet, sind wir be-
rechtigt, die Hypothese zu verwerfen. So ergibt sich die Vorschrift in
Tab. 81.1.

Verwirft man die Hypothese, so sagt man auch, der Unterschied
zwischen den Mittelwerten sei statistisch gesichert.

(82.4)

83 Vergleich der Varianzen zweier Normalvertei-
lungen

Ob zwei Normalverteilungen, deren Mittelwerte nicht bekannt zu
sein brauchen, gleiche Varianzen haben, kann man testen, wie Tab. 83.1
zeigt. Auch dies ist ein Problem von erheblicher praktischer Bedeu-
tung. Denn die Varianz ist ja oftmals ein MaB fiir die GleichmiiBigkeit
einer Produktion. Kleine Varianz kann z. B. bedeuten, dall sich die

Tabelle 88,1, Test der Hypothese o,® = o,® gegen die Alternative 0,% > ¢,* fiir
Normalverteilungen unter Benutzung unabhiingiger Stichproben

1. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl « (5%, oder 1%,).

2. Schritt. Man bestimme die Zahl ¢ aus
(83.1) PF=c)=1—«a
und Tafel 9a oder 9b (s. Anhang 5) der F-Verteilung mit (n, — 1,
7y — 1) Freiheitsgraden.

3. Schritt. Man berechne die Varianzen s, und s,® der Stichproben

el AF und T n ol

4. Schritt. Man berechne v, = 8,2[s,2. Ist v, = ¢, so wird die

Hypothese angenommen. Ist v, > ¢, so wird sie verworfen. [
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betreffenden Erzeugnisse beziiglich einer Gréfe, die von Belang ist
(Abmessungen, Gewicht, Lebensdauer oder was es immer sein mag),
nur wenig voneinander unterscheiden. Selbst bei Naturprodukten
(Tomaten, Apfelsinen usw.) ist die GleichméBigkeit der GroBe aus
Griinden der Verpackung oftmals wesentlicher als ein grofies Gewicht.

Beispiel 83.1. Bei je 16 Schrauben mit gewalstem bzw. gefristem Gewinde
wurde der Flankendurchmesser bestimmt. Es ergab sich der Mittelwert
# = 23,189 mm bzw. § = 23,277 mm und die Varianz 5;* = 0,001382 mm? bzw.
8, = 0,000433 mm? (J. WiLneLy, Versuche zur Bestimmung des Beriihrungs-
fehlers von Gewinden. Dissertation, Dresden 1932). Unter der Annahme, dall
Normalverteilungen vorliegen, teste man die Hypothese a,® = o;* gegen die
Alternative o;® = g%

1. Schritt. Wir withlen die Signifikanzzahl « = 5%,

2. Schritt, Fs ist ny — 1 = 15 und 7, — 1 = 15. Fiir (15, 15) Freiheitsgrade
entnehmen wir der Tafel 9a als Lésung der Gleichung P(V =¢) = 0,95 die
Zahl ¢ = 2,40.

3. und 4. Schritt. Es ist v, = 0,001382/0,000433 = 3,19, also v, > ¢. Wir ver-
werfen deshalb die Hypothese zugunsten der Alternative. Der Unterschied
zwischen den Varianzen ist also signifikant. Demgemi0 zeigt der Test, dal die
gefriisten Schrauben als qualitativ héherwertig anzusehen sind.

Wir wollen nun den Test theoretisch begriinden. Wie sich zeigen
1iBt, gilt der folgende

Satz 83.1. V, und V, seien unabhingige Zufallsvariable, die Chi-
Quadrat-Verteilungen mit m bzw. n Freiheitsgraden besitzen. Dann hat
die Zufallsvariable

__Wifm
e Valn
die Verteilungsfunktion F(x) = 0 far negative x und
m-+n
I\=s ) mon £ am-2)2
(83.2) Fl@)=P(V =a)=—+———mZn>

m\ o7 (mi+ n)mEmE
(3G
fiir positive x. Hierbei ist I'(x) die Gammafunktion (vgl. Abschn. 60).

Die durch (83.2) gegebene Verteilung heiBlt die F-Verteilung mit
(m, n) Freiheitsgraden. Sie wurde von R. A. Fisarr (Proc, Int. Math.
Congress, Toronte 1924) eingefithrt.

Aus Satz 73.1 und 83.1 folgt der

Satz 83.2. X, ..., X,, ¥y, ..., ¥, seienunabhingige normalverteilte
Zufallsvariable. Die X, mbgen die Varianz o® und die ¥, die Varianz

16 Kreyszig, Methoden
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a2 besitzen. Dann hat die Zufallsvariable

) (5 (82
o v =)l (o)
mit 8,2 und 8,2 gemiif} (82.2) eine F-Verteilung mit (n, — 1, ny — 1) Frei-
heitsgraden.

Beweis. Die Zufallsvariable

S T = — DSz 2
iﬂl—;"le““‘)l — = 2 (X — X2 baw. FMT}P:E%(}', — 7y
hat gemiB Satz 73.1 eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n, — 1 baw.
7, — 1 Freiheitsgraden. Damit folgt Satz 83.2 aus Satz 83.1.

Ist die Hypothese g, = g,® richtig, so reduziert sich (83.3) auf

(83.4) Vo= S2(8.2.
w, in Tab. 83.1 ist ein beobachteter Wert dieser Variablen. Die Wahr-
scheinlichkeit (83.1) ist groB, weil « klein ist. Ist die Hypothese richtig,
s0 ist es also sehr wahrscheinlich, da ¥ irgendeinen Wert annimmt,
der Ileiner als ¢ oder hichstens gleich ¢ ist. Trifft dies zu, d. h. ist
% = ¢, 50 nehmen wir die Hypothese an. Hingegen ist die Wahrschein-
lichkeit «, mit der ¥, bei Richtigkeit der Hypothese irgendeinen Wert
v, gréBer als ¢ annimmt, recht gering. Trifft dieses Ereignis trotzdem
ein, so diirfen wir annehmen, daff unsere Hypothese nicht richtig ist,
und verwerfen sie.

Man kann zeigen, daBl der befrachtete Test, im Gegensatz zu
dem in Abschn, 81, empfindlich gegen Abweichungen von der Nor-
malitit ist. Will man bei Verteilungen, die stark von der Normalver-
teilung abweichen, testen, ob die Varianzen gleich sind, so bilde man
aus der ersten Stichprobe die Werte x,* = |, — Z|, aus der zweiten
¥;* = |y; — §|. Die Mittelwerte der zugehérigen Zufallsvariablen sind
proportional zu o; bzw. oy, wie sich zeigen lifit. Also kann man die
Hypothese o, = g, testen, indem man testet, ob die genannten Va-
riablen denselben Mittelwert besitzen. Letzteres 1Bt sich nach dem in
Abschn. 81 besprochenen Verfahren tun, weil dieses gegen Abweichun-
gen von der Normalitit relativ unempfindlich ist.

Aufgaben zu Absehnitt 83

Bei den folgenden Aufgaben setze man voraus, dall es sich um Stichproben
aus Normalverteilungen handelt.

83.1 Im Rahmen einer umfangreichen Staubuntersuchung in Abgasen durch
die British Coal Utilisation Rescarch Association kam die Vermutung auf, daf
das Staubgewicht [mg] in einem gewissen Teil A des untersuchten Rohrsystems
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stiirker variiere als in einem anderen Teil B. Entsprechende M; ergaben
(8. BroapseNT, Appl. Statistics 8, 1954, 42):

A 76 20 70 70 85 90 100 40 35 65 90 35
B 20 35 55 50 65 40
Ist der Unterschied mwischen den Varianzen signifikant ?

88.2 Die folgenden Messungen wurden in der Schweiz gemacht, um Unter-
lagen bei der richtigen Gestaltung von Arbeitsplitzen zu erhalten (E. GRAND-
JeA¥ u. U, Burawpr, Industr. Organisation 81, 1962, 240). Sind die Unter-
schiede zwischen den Mittelwerten und zwischen den Standardabweichungen
signifikant ?

Mittelwerte fiir Standardabweichungen

500 Minner | 508 Frauen Minner | Frauen
Korperlinge | 169,0 158,8 9,5 ‘ 10,5
Armlinge | 70,4 63,6 4,7 4,5
Schulterbreite | 43,5 41,2 2,5 2.7

88.8 Damit man den Test in Aufgabe 81.4 durehfithren konnte, mufite man
die Annahme machen, der Unterschied der beiden Varianzen sei nicht signifi-
kant. Man teste diese Annahme.

§8.4 Hingt die Varianz der Biegezugfestigkeit [kp/em?] von GieBharzbeton
in signifikanter Weise von der Kornigkeit des Zuschlages ab ? (Werte aus einer
Untersuchung der mechanischen Eigenschaiten des GieBharzbetons von
G. Franz und R. BossLer, Beton-Zeitschr, 29, 1963, 411. Der grobe Zuschlag
ist Rheinkiessand der Koérnung 0/30. Der feine Zuschlag ist Rheinsand der
Koérnung 0/7.)

Grober Zuschlag | 203 220 215 220 223 233 208 228 209

FeinerZuseh!ag| 181 207 181 173 4165 190 185 184 182

88.5 Besteht in Aufgabe 83.4 ein signifikanter Unterschied zwischen den
Mittelwerten ¥

88.6 Die nachstehende Tabelle zeigt Differenzen [°C] zwischen Abstich- und
GieBtemperaturen bei Graugul (K. SiusEruicH, J. GUNTHER u. G. BRUCKNER,
GicBereitechnik 8, 1962, 111). Besteht zwischen den beiden Pfannen, die mit
verschiedenem Eisen gefiillt sind, ein signifikanter Untersehied hinsichtlich der
Varianz ¥

Pfanne Nr. | Temperaturdifierenz [°C]
1 a0 90 100 90 110 80
2 110 110 110 440 120 130 120

83,7 Die nachstehende Tabelle zeigt Anmhlen von Fadenbriichen [pro
100 engl. Pfund Material] bei zwei I Drehungen/Zoll. (R. E.
PesgE, Appl. Statistics 2, 1953, 190.) Ist der Unterschied der Varianzen signi-
fikant ¥

Drehungen/Zoll | 1 Fadenbriiche/100 engl. Pfund

1,69 80 87 74 445 179 41,9 102 78
1,78 64 83 79 88 104 415 87 97

16*



Kapitel 19
Tests fiir Verteilungsfunktionen

Bisher haben wir uns um Niherungswerte fiir Parameter und um
die Giite solcher Néherungen gekiimmert. Die Art der Verteilung wurde
dabei als bekannt vorausgesetzt oder sie spielte in gewissen Fiillen
iiberhaupt keine Rolle.

Im vorliegenden Kapitel werden wir sehen, wie man von der Stich-
probenverteilung auf die Verteilung der Grundgesamtheit schlieBen
kann. In den meisten praktischen Féllen handelt es sich darum, eine
Vermutung iiber die Art der Verteilung der Grundgesamtheit unter
Zuhilfenahme einer Stichprobe entweder zu bestitigen oder zu wider-
legen. Eine solche Vermutung entspringt z. B. aus der Natur des
betreffenden Experimentes, aus fritheren Erfahrungen oder aus der
graphischen Darstellung einer geniigend grofen Stichprobe.

Wir wollen also die Hypothese testen, daB eine Zufallsvariable X,
die uns gerade interessiert, eine hestimmte Verteilungsfunktion F(x)
besitzt.

Das empirische Analogon dieser Funktion F(x) ist offenbar die
Verteilungsfunktion F (z) einer Stichprobe aus der betreffenden Grund-
gesamtheit. F(z) ist also eine Niherungsfunktion fiir F(x), wobei die
,,Giite’* der Néherung natiirlich vom Stichprobenumfang abhingt.
Grob gesprochen wird man die Hypothese, F(x) sei die richtige Ver-
teilungsfunktion, annehmen, falls ¥ (z) die Funktion F(x) ,befrie-
digend genau‘‘ annihert. Hingegen wird man die Hypothese wver-
werfen, falls die Ubereinstimmung zwischen F () und F(x) ,,schlecht®
ist.

Es ist klar, daBl man, um eine solche Entscheidung fillen zu kon-
nen, etwas dartiber wissen muB, wie sehr sich F (z) von F () unter-
scheiden kann, falls die Hypothese richtig ist, und bei welcher Grifie
der Abweichung Zweifel an der Richtigkeit der genannten Hypo-
these berechtigt sind.

Was wir also zuerst einmal brauchen, ist ein Mal fiir die Abwei-
chung zwischen P (x) und F'(x). Weiterhin miissen wir die Wahrschein-
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lichkeitsverteilung des Abweichungsmafies unter der Annahme, die
Hypothese sei richtig, kennen. Beobachten wir dann in einem kon-
kreten Fall einen Wert des genannten Mafes, der grofer als eine Zahl
¢ ist, und ist die Wahrscheinlichkeit, bei Richtigkeit der Hypothese
irgendeinen Wert groBer als ¢ zu erhalten, gering, so entsteht ein be-
rechtigter Zweifel an der Richtigkeit der Hypothese, und wir verwer-
fen sie. Entsprechend haben wir bei einer beobachteten Abweichung,
die kleiner als ¢ ist, keinen ausreichenden Grund, die Hypothese zu
verwerfen.

Letzteres schlieft natiirlich nicht aus, daB man andere Hypothesen
finden kénnte, die nach demselben Verfahren ebenfalls anzunehmen
wiren. Die ganze Sachlage ihnelt also in vieler Hinsicht derjenigen
im vorhergehenden Kapitel. Lediglich die Fragestellung ist anders, in-
dem wir nun eineVerteilung in ihrem Gesamtverlauf beurteilen wollen.

Wir besprechen nacheinander zwei wichtige Testverfahren, den
sogenannten Chi-Quadrat-Test von K. Pearsox, der sich fiir diskrete
und auch fiir stetige Verteilungen eignet, und anschlieflend daran den
KormocororE-SMirNow-Test fiir stetige Verteilungen.

84 Chi-Quadrat-Test

Der Grundgedanke des Chi-Quadrat-Tests ist sehr einfach: Man
unterteilt die z-Achse in Teilintervalle, berechnet sich aus der hypo-
thetischen Verteilungsfunktion F (z) die zu diesen Intervallen geho-
renden Wahrscheinlichkeiten der betreffenden Zufallsvariablen X und
vergleicht diese mit den relativen Klassenhinfigkeiten (vgl. Abschn. 6)
einer gegebenen Stichprobe. Ist die Diskrepanz zu groB, so wird die
Hypothese, F (z) sei die Verteilungsfunktion von X, verworfen. Liegt
der Untersehied unterhalb eines gewissen (natiirlich vom Stichproben-
umfang abhiingigen) Wertes, so wird die Hypothese angenommen.
Einzelheiten zeigt Tab. 84.1. Dazu ist zu bemerken:

Zum 1. Schritt. I, und Iy sind natiirlich unendliche Intervalle. Tm
Falle einer diskreten Verteilung diirfen die Intervallenden nicht mit
einer Sprungstelle von F(z) zusammenfallen.

Zum 2. Schritt. Ist jedes e; = b, so fahre man mit dem Test fort.
Andernfalls gehe man erst zu grofieren Intervallen fiber, praktisch
am einfachsten dadurch, daB man jedes Intervall mit e, < 5 mié
einem Nachbarintervall vereinigt. Tst » so klein, daf das nicht geht,
so ist das Ergebnis des Tests mit Vorsicht zu verwenden. Dafl jedes ¢,
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hinreichend grofl sein soll und daf} beim 5. Schritt die Chi-Quadrat-
Verteilung ins Spiel kommt, ist begriindet durch den

Satz 84.1. Unter der Voraussetzung, daf die vorstehend genannie
Hypothese zutrifft, hat die dem Wert y,® in Tab. 8§4.1 entsprechende Zu-
Jallsvariable eine Verteilungsfunktion, die fir n — co gegen die Ver-
teilungsfunktion der Chi-Quadrat-Verleilung mit K — 1 Freiheitsgraden
strebt.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [2].

Tabelle 84.1. Chi-Quadrat-Test fir die Hypothese, daB F(z) die Verteilungs-
funktion der Grundgesamtheit ist, der die Stichprobe =, ..., 2, entstammt

1. Schritt. Man unterteile die z-Achse in K Intervalle I}, I,,... I,
und zwar derart, dal jedes Intervall mindestens 5 Werte der gege-
benen Stichprobe ay, ..., #, enthilt. Fiir jedes Intervall I, be-
stimme man die Anzahl b; der Stichprobenwerte, die in I; liegen.
Ein Wert, der auf eine Intervallgrenze fillt, wird je zur Hilfte
in den beiden angrenzenden Intervallen geziihlt.

2. Schritf. Aus F(x) berechne man fiir jedes Intervall I; die
Wahrscheinlichkeit p;, mit der die betreffende Zufallsvariable X
irgendeinen Wert aus I, annimmt. Daraus berechne man die Anzahl

& = np;

der theoretisch in /; zu erwartenden Stichprobenwerte.
3. Schritt. Man berechne die Abweichung

& (by —e))®
(84.1) e =é’ o
4. Sehritt. Man wihle eine Signifikanzzahl « (59, 19}, oder dgl.).
5. Schritt. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung
Plr*=c)=1—«
aus der Tafel 6 der Chi-Quadrat-Verteilung mit K — 1 Freiheits-

graden. Ist x°® =c¢, so wird die Hypothese angenommen. Ist
%o® = ¢, so wird sie verworfen.

Zuwm 5. Schritt. Enthilt die zu testende Verteilungsfunktion r Para-
meler, deren genaue Werte nicht bekannt sind, so bestimme man zuerst
Naherungen fir diese Parameter mit Hilfe der Maximwm-Likelihood-
Methode (siehe Abschn. 67) und benutze dann die Chi-Quadrat-Vertei-
lung mit K — r — 1 (statt K — 1) Freiheitsgraden.
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Diese Regel folgt aus einem Satz von R. A. FisugR, dessen ziemlich
komplizierten Beweis man in [2], S. 427—434, findet.

50 511}
- 95% ] F99% | i
= 1 = Hypotlise !l'vu- firn e
x.-: L Hypothese ‘wa/’ xo: yprot tyr
/,. Hypethese hinen — / Hypathese annelimen ——
b7 7
0 ] | 1 0 1 1 |

] 10 20 30 0 10 20 30
Freiheitsgrade —w Fretlicitsgrade —e

Abbildung 84.1. Graphische Darstellung der Tafel 6 der Chi-Quadrat-Verteilung

-

85 Zwei Beispiele zum Chi-Quadrat-Test

Beispiel 85.1 (Mendelsche Gesetze). G. MexpEeL (Verh. Naturf. Verein. Briinn
4, 1865) erhielt bei cinem seiner berithmten Kreuzungsversuche an 10 Erbsen-
pilanzen insgesamt 355 gelbe und 123 griine Erbsen. Spricht dies fiir oder gegen
die MexDELsche Theorie, nach der sich im vorlicgenden Falle gelb : griin wie
3:1 verhalten miifite ?

1. Schritt. Die beiden moglichen Ereignisse bezeichnen wir mit

X = 0 (gelbe Erbse) und X = 1 (grilne Erbse)

(oder sonst irgendwie). Wir wihlen K = 2 Intervalle derart, daB jedes Inter-
vall eines der beiden Ereignisse enthilt. Dann ist b, = 355 und by = 123.
2. Schritt. Wegen n = 355 +— 123 = 478 erhalten wir

(= 478-% — 308,56 und ey = 478 i 118,5.
3. Schritt. So wird
(355 — 358,5)° | (123 — 119,5)* =
= -+ = (), 5
% 38,5 ¢ 1105 2187

4. Sehritt. Wir wiihlen die Signifikanzzahl o = 59,
4. Sehritt. Fiir K — 1 = 1 Freiheitsgrad hat die Gleichung

Piy<c)=1—a =093

die Lésung e = 3,84, Es ist also y,® < ¢. Die Hypothese wird angenommen.
Die Stichprobe spricht fiir die Richtigkeit der Theorie.

Beispiel 85.2 (Normalverteilung). Man teste die Hypothese, dall die Stich-
probe in Tab. 85.1 einer normalverteilten Grundgesamtheit entstammt.

1. Schritt. Wir unterteilen die x-Achse in K = 8 Intervalle, die in Tab. 85.2
angegeben sind, und bestimmen die zugehiirigen b,. Dabei benutzen wir eine
Strichliste.
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Tabelle 86.1. Zugiestighkeit [in kg/mm?®] von 0,3 mm dicken Stahlblechen par-
allel zur Walzrichtung (A. SparTeENscHER und G. ScaNERwass, Maschi
u. Wiirmewirtseh. 12, 1957, 4)

44,0 42,8 40,8 41,4 444 43,0 428 440 42,2 44,8
43,3 42,5 435 447 458 42,0 452 411 43,8 43,8
42,9 43,7 458 41,4 42,6 450 445 41,6 44,3 435
43,8 444 43,2 42,3 42,0 41,2 444 455 43,0 39,8
43,2 44,9 426 40,1 43,2 430 42,7 43,5 44,0 448
44,5 44,0 42,7 44,0 42,3 44,2 448 44,7 437 424
43,5 44,3 43,7 454 44,6 424 455 40,8 44,3 437
444 464 45,3 436 43,0 468 448 42,0 453 4441
43,8 42,5 46,0 44,4 420 454 44,0 453 42,0 429
44,2 439 435 421 442 442 438 41,7 465 435
44,5 44,8 452 43,6 423 435 435 46,0 436 43,0
42,0 414 434 450 44,2 428 42,0 464 434 42,6
46,7 44,5 44,0 44,8 433 42,7 434 438

bau

Tabelle 85.2. Berechnung zu Beispiel 85.2

. x 43,62 % — 43,62) IREE
1,368 1,368 £ il ok ’

—co+-+42 | —oo -+-—1,18|0,0000---04190 |0,1190 15,2315 |0,003
42 ---425| 148+ 0,82 | 0,1190 - - - 0,2061 | 0,0871 11,45 |11 |0,002
495+-+43 | —0,82: - —0,45 | 0,2061 - - - 0,3264 | 0,203 15,40 |15 |0,010
43 -+ 43,5| —0,45- - —0,00 | 0,3264 - - 0,4641 ' 0,1377 17,63 |14 | 0,747
43544 | —0,00--- 0,28 | 0,641 ---0,6103 | 0,462 |18,71 | 22,5 | 0,768
44+ -445| 028-c- 0,64 |0,6103 - -0,7389 | 0,1286 | 16,46 | 19,5 | 0,561
44,545 | 0,64--- 1,01 |0,7389---0,8438 | 0,040 (13,43 |12 |0,152
/G es s 1,00 -+ oo |0,8438---1,0000 | 0,4562 (19,99 |19 |0,049
Summe  1,0000 2,202

2. Sehritt. Die genauen Werte der Parameter p und ¢* kennen wir nicht,
Aus der Stichprobe entnehmen wir die Maximum-Likelihood-Schiitzungen [vgl.
(68.5) und (68.6)]

poa = 43,62 und a%§=ifi,870 = 1,368.
Wir haben demnach zu testen, ob die genannte Grundgesamtheit die Vertei-
lungsfunktion [vgl. (48.3)]

(85.1) Flz) =@ (”;Tﬁ;ﬁ)

besitzt. Tab. 85.2 enthilt die Werte dieser Funktion an den Intervallenden.
Diese Werte ergeben sich aus Tafel 3a in Anhang 5. Die Differenz der beiden
jeweils in einer Zeile stehenden Werte ist gleich p;, und daraus erhalten wir

e; = 128p,.
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3. Schritt. In Tab. 85.2 ist 4; = (b; — &,}*/e;, und die SBumme dieser Zahlen

liefert
rot = 2,292,

4. Schritt. Wir wiihlen die Signifikanzzahl & = 5%.

5. Sehritt. Da wir r = 2 Parameter abgeschiitzt haben, missen wir in
Tafel 6 in Anhang 5 die Spalte fiir KX — r — 1 = 5 Freiheitsgrade benutzen und
erhalten als Lisung der Gleichung

Pli*=c)=1—a =005
den Wert ¢ = 11,07. Es ist y,2 < ¢. Also nehmen wir die Hypothese an.

Aufgaben zu Abschnitt 85
85.1 Die Grazer telephonische Zeitansage gibt neben den Stunden und
Minuten auch die Sekunden in der Form
0, 10, 20, 30, 40, 50 Sekunden

an. Ruft man die Zeitansage regellos in lingeren Zeitabsténden an, so sollte
man erwarten, daB diese 6 Zahlen etwa gleich hiufig vorkommen. Wird dies
durch die folgenden Beobachtungen bestitigt ?

Sckunder_mmhw 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | s0 ;

Haufigkeit | 16 | 19 | 18 | a7 | 17 | 13
85.2 Man teste die Hypothese, dafl bei einem Minzenwurf ,,Kopf* und
»Wappen* die gleiche Wahrscheinlichleit besi unter B g einer

Stichprobe von 50 Wiirfen, darunter 27 ,, Kopfen''.

85.8 Wie oft mufl ,,Kopf'* bei 50 Miinzenwiirfen mindestens auftreten, damit
die Hypothese in Aufgabe 85.2 bei Wahl von & = 5% verworfen wird ?

85.4 Kann man den von R. WorLr (Vierteljahressehr. Naturforsech. Ges.
Ziirich 27, 1882, 242) benutzten Wiirfel als regelmifig ansehen ?

Gewiirfelte Zahl = | 4 | 2 | 8 | 4 | 5 | @
Absolute Haufigheit | 3407 | 3031 | 3176 | 2016 | 3448 | 3432
85.5 Schwanken die nachstehenden Geburl hlen [in Einheiten von 1000]

in den 12 Monaten des Jahres 1959 nur zufallsbedingt oder signifikant ? (Stat.
Jahrb. f. d. Bundesrep. Deutschland 1961, S. 59)

Monat_|.l:F1M|A|M|q§_.}_|z\|s]o )
Anzahl | 80 | 78 | 86 | 82 | 83 | 78 | 79 [ 76 | 78 [ 76 | 72 | 78
85.6 77 Grazer Horer ciner Statistikvorlesung wurden aufgefordert, 3 der

20 Zahlen 11, 12, 13, ..., 30 ganz beliebig anszawithlen und auf einen Zettel
zu schreiben. Es ergab sich:

Zahl | 11 | 12 | 18 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Haufigheit| 11 | 10 | 20 | 8 | 13 | o | 21 | o [ 18 | 8
Zahl | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 27 | 28 | 29 | 30
Haufigkeit| 12 | 8 | 156 | 10 | 10 | o | 12 | 8| 18 [ o
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1 1
- 0
! 95%| ! 99%
k 1 1
0,5 -\ Hypothese verwerfen 0,5 -\ Hypothese verwerfen
N
Hypothese annchmen | | Hypothese annchmen |
0 TS I L i (1] T B R e I
0 50 100 0 30 100
R—a T
Abbildung 86.2. Graphische Darstell g der Tafel zum KoLMocoROFF-SMIRNOW-

Test (Tafel 7 in Anhang 5)

87 Beispiel zum Kolmogoroff-Smirnow-Test

Beispiel 87.1 (Normalverteilung). Entstammt die Stichprobe in Tab. 4.3
einer Normalverteilung mit dem Mittelwert g = 165,05 em und der Varianz
of = 34,3106 em?? [Es ist ¥ = 165,05 und s — 34,3106 = 5,858 (vgl. Beispiel
10.2).]

1. Schritt. Die Werte der Verteilungsfunktion F (z) der Stichprobe in Tab. 87.1
erhalten wir dureh Summenbildung aus der letaten Spalte der Tab. 4.3.

2. Schritt. Zu testen ist, ob die Grundg theit die Verteil funktion
oy g (% — 165,05
il ‘p( 5,858'_)

hat. Deren Werte entnehmen wir der Tafel 3a in Anhang 5. Dann berechnen
wir @, und @, in Tab. 87.1. In der ersten Zeile ist
o = F{153) — 0 = 0,02 — 0 = 0,02
a; = F(1563) — F(153) = 0,02 — 0,01 — 0,01.
In der zweiten Zeile ist
a, = F(154) — F(153) = 0,03 — 0,01 = 0,02
a, = F(154) — F (154) = 0,03 — 0,02 = 0,01
usw. Die groBte aller dieser Zahlen ist a = 0,07,
3. Schritt. Wir wiihlen die Signifil hl & = 59,
4. Schritt. Die Stichprobe hat den Umfang n = 100. Aus Tafel 7 in An-
hang 5 entnehmen wir als Lasung der Gleichung

PlAdSc)=1—a=095
die Zahl ¢ = 0,134. Es ist @ < c. Wir nehmen also die Hypothese an.

Aufgaben zu Abschnitt 87

87.1—87.6 Unter Verwendung des Kor F-SmipNow-Testes priife
man die Hypothese, daB die jeweilige Stichprobe aus siner normalverteilten
Grundgesamtheit stammt,
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Tabelle 87.1. Zu Beispiel 87.1

- :
~ oo | @ — 165,05 % — 165,05
x P(z) |x— 165,05 5.858 @( 5,858 ) ay ay
158 | 0,01 | —12,05 | —32,08 0,02 0,02 | 0,01
154 | 002 | —11,06 | —1,80 0,03 0,02 | 0,01
155 | 0,04 | —1005 | —1,72 0,04 0,02 | 0,00
156 0,07 | — 8,05 —1,55 0,08 0,02 | 0,01
157 | 0,10 | — 8,05 —1,37 0,00 0,02 | 0,01
158 | 045 | — 7,05 —1,20 0,12 0,02 | 0,03
159 | 0,21 — 8,05 —1,03 0,15 0,00 | 0,08
160 | 0,25 | — 505 —0,86 0,19 0,02 | 0,08
161 030 | — 4,05 —0,69 0,25 0,00 | 0,05
162 | 0,37 | — 3,05 —0,52 0,30 0,00 | 0,07
163 | 042 | — 2,05 —0,35 0,36 0,01 | 0,08
164 047 | — 1,05 —0,18 0,43 0,01 | 0,04
165 0,53 — 0,05 —0,01 0,50 0,03 0,03
166 0,80 0,95 0,18 0,56 0,03 | 0,04
167 0,65 1,05 0,33 0,63 0,03 | 0,02
168 0,69 2,05 0,50 0,60 0,04 | 0,00
169 0,74 3,95 0,67 0,75 0,06 | 0,01
170 | 0,79 4,95 | 0,85 0,80 0,08 | 0,01
171 | 085 5,05 i 1,02 0,85 0,06 | 0,00
172 0,89 6,95 | 1,18 0,88 0,03 0,01
173 | 0,92 7,95 | 1,36 | 0,91 0,02 | 0,01
| 1 0,04 8,05 | 1,53 0,04 0,02 | 0,00
175 | 0,97 9,05 | 1,70 0,06 0,02 | 0,01
178 0,98 10,95 | 1,87 0,97 0,00 | 0,01
177 | 0,09 11,95 | 2,04 0,08 0,00 | 0,01
| 178 1,00 12,95 | 2,21 0,99 0,00 | 0,01

87.1 Die Stichprobe in Tab. 66.1.

87.2 Die Stichprobe in Tab. 66.2.

87.8 Die Stichprobe in Aufgabe 76.3.

87.4 Die Stichprobe in Beispiel 85.2.

87.5 Masse [g/m?] eines Gewirkes (105 Reihen/5 cm) fiir Unterbekleidung,
hergestellt auf einer kurvenscheibengesteuerten Flachkettenwirkmaschine
(H. DieTricm, H. Scum.mr. Deutsche Textiltechnik 13, 1083, 418)

98 [ 100 | 102 | 104 ] 106 | 108 | 110 [ 112

Klassenmitte 2% |
Haufigkeit _,| 1 | o |1 [ 2 s [ 10] 28| s0][u

Klassenmitte | 114 | 116 | 118 | 420 | 122 | 124 | 126 | 128 | 130
Haufigkeit | 06 | 50 [ 27 | 8 [ 5 [ 3:[ 0 [ 1 | 1
87.6 Die Stichprobe in Aufgabe 72.7.
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Wiire die Auswahl wirklich ganz zufiillig, so miiliten folgende Hypothesen zu-
treffen:
1. Jede der 20 Zahlen hat dieselbe Wahrscheinlichkeit

2. Die 10 geraden Zahlen haben dieselbe Wahrscheinlichkeit wie
die 10 ungeraden.
3. Die 6 Pri hlen haben die Wahrscheinlichkeit 0,3, und die

iibrigen Zahlen haben die Wahrscheinlichkeit 0,7.
Man teste diese Hypothesen.
856.7 GreEcor MeNDEL erhielt bei einem anderen Versuch

315 runde gelbe Erbsen
108 runde griine Erbsen
101 kantige gelbe Erbsen
32 kantige grine Erbsen.

Spricht dies fiir oder gegen die Theorie, nach

der sich die vier Zahlen wie 9:3:3:1 verhalten Zu Aufgnba 85.14

miilten ¥ Anzahl S T
856.8 Ist die Grundgesamtheit, der die Stich- Jungen Hiiufigkeit
probe in Tab. 43.2 entstammt, nach Porssox
verteilt ? 0 215
85.9 Hat die Grundgesamtheit, aus der die 1 1485
Stichprobe in Tab. 43.1 entnommen wurde, 2 5331
eine Porsson-Verteilung ? 3 10649
85.10 Entstammt die Stichprobe in Tab. 43.3 4 14959
einer nach Po1ssox verteilten Grundgesamtheit ? 5 11929
85.11 Ist die Anzahl der Jungen pro Familie 6 6673
binomialverteilt ? (Beobachtungen an Familien 7 2092
mit 8§ Kindern von A. Gerssier, Zeitschr. Kgl. 8 342

Stchs. Stat. Bureau 1889.)
85,12 Entstammt die Stichprobe in Tab. 66.1 einer normalverteilten Grund-
gesamtheit 7

86 Kolmogoroff-Smirnow-Test

Der KormocoroFF-SMIRNOW-Test eignet sich nur fiir stetige Ver-
teilungen. Wie zuvor handelt es sich darum, die Hypothese zu testen,
daB eine Funktion F(x) die Verteilungsfunktion einer Grundgesamt-
heit ist, aus der eine Stichprobe zy, ..., 2, entnommen wurde. Wie
man vorgeht, zeigh Tab. 86.1.

Die GréBe a ist dabei iibrigens ziemlich einfach zu bestimmen,
denn f‘(::) ist eine Treppenfunktion (= stiickweise konstante Funk-
tion), und ¢ mub deshalb an einer der Sprungstellen liegen. An jeder
Sprungstelle berechne man die beiden Zahlen @; und ay, die in der
schematischen Abb. 86.1 eingetragen sind. Die griBte aller so er-
haltenen Zahlen ist @. Um triviale Irrtiimer zu vermeiden, sollte man,
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solange man noch wenig Ubung hat, F(z) und F (x) skizzenhaft gra-
phisch darstellen.

Tabelle 86.1. Kormocororr-Sarrxow-Test fiir die Hypothese, da F () die Ver-
teilungsfunktion der Grundgesamtheit ist, der die Stichprobe =z, ..., z, ent-
stammt

1. Schritt. Man berechne die Werte der Verteilungsfunktion
F(x) der Stichprobe =y, ..., z,.
2. Schriti. Man bestimme die Maximalabweichung?)
@ = max |f'(:r:} — F(z)|

zwischen F(z) und P (x).
3. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl & (5%, 1% oder dgl.).
4. Schriti. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung

(86.1) PAd=c =1«
aus der dem Stichprobenumfang » entsprechenden Zeile der

Tafel 7in Anhang 5. Ist @ = ¢, so wird die Hypothese angenommen.
Ist @ > ¢, so wird sie verworfen.

Die Tafel 7 enthilt, wie man sich wohl schon denken kann, die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen 4, fiir die @ in Tab. 86.1 ein
beobachteter Wert ist. KoLymocoroFr und SmirNow haben gezeigt,
dal} die Verteilung von A gar nicht von der speziellen Form von F(z)
abhiingt, sondern fiir alle stetigen Funktionen F(z) dieselbe ist.

o

L

!
i

F(x)

Abbildung 86,1, Zum Kormocororr-Syievow-Test,

! Genauer sollten wir schreiben

a =5up]f(x} — F(a)]|-
x



Kapitel 10
Varianzanalyse

Die monatliche Gewichtszunahme einer Anzahl von Tieren, z. B.
Schweinen, variiert von Tier zu Tier, auch wenn die Futterart und
-menge und die Lebensbedingungen fiir alle diese Tiere vollkommen
gleich sind. Diesen wohlbekannten Sachverhalt miissen wir als Zufalls-
variabilitiit anschen, hervorgerufen durch Umstiinde, die sich unserer
genauen Kenntnis und Kontrolle entzichen.

Fiittern wir die Tiere unterschiedlich, so iiberlagert sich der Zu-
fallsvariabilitiit moglicherweise eine Variabilitéit, die durch das ver-
schiedene Futter hervorgerufen wird. Wollen wir wissen, ob die Futter-
art einen EinfluB auf die Gewichtszunahme besitzt, so miissen wir
diesen EinfluB vom ZufallseinfluB zu trennen versuchen. Dies ist eine
typische Aufgabe der Varianzanalyse oder Varianzzerlegung (auch
Strenungszerlegung), genauer: der einfachen Varianzanalyse.

Wollen wir zwei Einfliisse gleichzeitig untersuchen (z. B. Futterart
und Futtermenge), so miissen wir versuchen, die beiden Einfliisse
voneinander und auBerdem vom Zufallseinflufl zu trennen. Dies ist die
Aufgabe der sogenannten doppelien Varianzanalyse.

Die Varianzanalyse beruht auf einer rein arithmetischen Zerlegung
der ,,Quadratsumme* (= Summe der Quadrate der Abweichungen der
Stichprobenwerte vom Mittelwert). Und zwar zerlegi man in eine
Summe von Bestandteilen, deren jeder einer bestimmten Variations-
ursache entspricht. Bei der einfachen Varianzanalyse sind dies zwei
Bestandteile. Der eine entspricht dem ZufallseinfluB, der andere dem
EinfluB, den man untersuchen will (der Futterart im obigen Beispiel).
Bei der doppelten Varianzanalyse zerlegt man in drei Bestandteile
usw.

Die Varianzanalyse wurde von R. A. Fisuer fiir biologische Zwecke
entwickelt. Sie 1iBt sich aber auch auf anderen Gebieten anwenden,
wie die Textbeispiele und die Aufgaben zeigen.
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88 Vergleich der Mittelwerte mehrerer Normal-
verteilungen

n Versuchstiere werden gewogen und dann zufallsmiBig in » Gruppen
eingeteilt. Diesen 7 Gruppen werden r verschiedene Futtermittel ver-
abreicht. Nach einer gewissen Zeit werden die Tiere wieder gewogen,
und die Gewichtszunahme wird festgestellt. Auf diese Weise erhilt
man eine Stichprobe von insgesamt » Werten (die Gewichtszunahme
der einzelnen Tiere), die sich in r Gruppen gliedert, etwa

Zyyy Tyay « o 05 B, (1. Tiergruppe)
Tay, Xag « - o5 Toy, (2. Tiergruppe)

usw. Der erste Index bezeichnet die Gruppe, der zweite die Nummer
des Tieres in der Gruppe. Die 1. Gruppe besteht aus n, Tieren, die
2. Gruppe aus n, Ticren usw. Natiirlich ist hierbei
LT T S o e

Gepriift werden soll, ob hinsichtlich der mittleren Gewichtszunahme
bei den r Gruppen signifikante (d. h. durch die unterschiedliche Fiitte-
rung hervorgerufene) oder blof zufallsbedingte Unterschiede bestehen.
Im letzteren Falle wiire es, vom Standpunkt der Gewichtszunahme
aus betrachtet, gleichgiiltig, mit welchem der genannten Futtermittel
man miistet,

Wir behandeln dieses Problem unter der Annahme, daf} die r Grup-
pen von Zahlen aus r normalverteilten Grundgesamtheiten entstam-
men, die alle dieselbe Varianz ¢® besitzen. o2 braucht nicht bekannt zu
sein. Gepriift werden soll, ob die Mittelwerte y, . . ., u, der genannten
Grundgesamtheiten ebenfalls iibereinstimmen.

Wir testen demgemill die Hypothese, daBl alle diese » Mittelwerte
gleich sind. (Fiir r = 2 wurde diese Aufgabe in Abschn. 81 behandelt.)

Statt der gewiihlten Einkleidung hitten wir ebensogut eine andere
withlen konnen, bei der eine Stichprobe in natiirlicher Weise in
Gruppen gegliedert werden kann. Beispicle sind die Ernteertrige bei
verschiedener Diingung, Eigenschaften von Eohstoffen bei verschie-
dener Vorbehandlung, Zeithedarf verschiedener Arbeiter fiir eine be-
stimmte Arbeit und so weiter.

Das gestellte Problem lésen wir mit Hilfe der Varianzanalyse. Der
Grundgedanke ist einfach: Wir zerlegen die ,,Quadratsumme
(= Summe von Quadraten)

= 3 3z, —ap
(88.1) =2 3 (v —7)
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in zwei Bestandteile q; und g,

von denen der erste von der Streuung zwischen den Gruppen und der
zweite von der Streuung innerhalb jeder Gruppe herriithrt. Diese beiden
Bestandteile werden dann miteinander verglichen. Wie man vorgeht,
zeigt Tab. 88.1. Dabei hat es sich eingebiirgert, die fiir den Test wich-

Tabelle 88.1. Test der Hypothese, daB die normalverteilten Grundgesamtheiten

gleicher Varianz, aus denen die im Text genannten r Gruppen stammen, alle

denselben Mittelwert besitzen. (Vereinfachte Rechnung siehe im niichsten
Abschnitt)

1. Schritt. Man berechne die r Mittelwerte Z, . . ., Z, der Grup-
pen. Hierbei ist natiirlich

1
(88.2) z; Z?—H(xsl T @ )

Weiterhin berechne man den Mittelwert der gesamten Stichprobe,
also

i AT | LA
(88.3) x—;{é‘lkzﬁ‘lx‘g—;:“lmm‘.

2. Schritt. Man berechne die ,,Quadratsumme zwischen den Mittel-
werten der Gruppen®, gegeben durch

(88.4) 5 E(Eﬂ:(f; —z),

und die ,.Quadratsumme innerhalb der Gruppen, gegeben durch
rom

(88.5) o= 3 (@ — %)

Hieraus bilde man den Quotienten

88.6 Al

( ) i Gaf(n — 1)

3. Schritf. Man wilhle eine Signifikanzzahl & (5%, oder 1%,).
4. Schritt. Man bestimme die Lésung ¢ der Gleichung
e

(88.7) PV=¢=1—«a
aus der Tafel 9a bzw. 9b der F-Verteilung mit (r — 1, n — r) Frei-
heitsgraden (siehe Anhang 5). Ist v, = ¢, so wird die Hypothese
M = py = - - = u, angenommen. Ist v, > ¢, so wird sie verworfen.
Man nimmt dann an, daB die Mittelwerte nicht alle gleich sind.
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tigsten Zahlenwerte gemiB Tab. 88.2 anzuordnen. Wesentliche rech-
nerische Vereinfachungen besprechen wir im niichsten Abschnitt. Die
theoretische Begriindung des Tests folgt im iibernichsten Abschnitt.

Tabelle 88.2. Zur einfachen Varianzanalysc

| ] o, | o
] atiation |  Freiheits- Quadrat- Durchschnitts-
| grade sumine quadrat
‘ Zwischen den Gruppen r—1 G @ (r — 1)
Innerhalb der Gruppen n—r ' qalln—1)
L Insgesamt n— ‘1 q |

Beispiel 88.1 (Zuglestigkeit von Folien). Es soll festgestellt werden, ob die
Zugfestigkeit von Folien aus einer Titanlegierung an allen Stellen dieselbe ist.
4 Folien werden untersucht, und es ergeben sich die in Tab. 88.3 gezeigten
Werte (Younew, Industrial and Engin. Chem. 49, 1957, 71).

Tulm]]a 88.8. Stichprobe in Beispiel 88. i

L_ Mebstelle - MeBwerte
|

| 1. Gruppe (Ecke) 137 142 128 137
| 2. Gruppe (Mitte) 140 139 417 137
|_3. Gruppe (Kante) 142 140 133 141

1. Schritt. Die Gruppenmittelwerte sind
% =136, %, = 133,25, #, = 139.
Der Mittelwert der gesamten Stichprobe ist
z = % (4%, + 4%, + 45) = %{El + %, + &) = 136,083,
2. Schritt. Die Quadratsumme zwischen den Gruppen ist
o= 4[FE — 22 4+ (5 — 2P + (5 — )]
= 4[0,083% 4 2,833° 4 2,917*] = 66,167.
Die Quadratsurme innerhalb der Gruppen ist
8 4
= 3 ¥ (. F)2
= (137 — 136)* + (142 — 136)% -+ - - - + (141 — 139)% = 508,75.

Hieraus folgt
_ @/2 33,083
T g9 " 56,528
4. Schritt. Wir withlen die Signifikanzzahl « = 0,05,
4. Schritt. Es jst r = 3, n = 12, also r — 1 =2, n — r = 0. Aus Tafel 0a in
Anhang & ersehen wir, dall die Gleichung

P(V =¢) = 0,95

= 0,585,

16 Kreyszig, Methoden
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die Lisung ¢ = 4,26 hat. Es ist v, < ¢. Deshalb wird die Hypothese

H=ils =l
angenommen, d. h. auf Grund der vorgelegten Stichprobe nimmt man an, daB
die Zugfestigkeit der Folien zwischen den hiedenen MeBstellen nur zufalls-

bedingt schwankt, der Unterschied der MeBwerte also nicht signifikant ist.

Tabelle 88.4. Zu Beispiel 88.1

Vatintion Freiheits- Quadrat- Durchschnitts-
i grade summe quadrat
Zwisehen den Gruppen 2 66,167 33,083
Innerhalb der Gruppen (1] 508,750 56,528
Insgesamt 11 | sra017
89 Vereinfachte Rechnung

Einer der Griinde fiir die Belicbtheit der Varianzanalyse ist die
Tatsache, daffi man die Rechnungen wesentlich einfacher gestalten
kann, als wir dies im vorigen Abschnitt getan haben. Um g, und g,
zu erhalten, berechne man der Reihe nach die in Tab, 89.1 angege-
benen GroBen. Die Formeln in dieser Tabelle ergeben sich aus den
urspriinglichen Formeln fiir ¢ und ¢, so dhnlich wie die Formel (9.1)
fiir die Varianz.

Tabelle 89.1. Rechengang bei der einfachen Varianzanalyse

@, =j£n‘1 &y =Summe der Werte der i-ten Gruppe

G =0 + G, + -+ G = Gesamtsumme
K =@%n (HilfsgroBe)

r
A=3 i" 2,2 = Summe der Quadrate aller Werte

=1/=1
g=4 — K i
(@2 G ‘ G2
(g )
=0 —10

Die Rechnung in Beispiel 88.1 hat dann die in Tab, 89.2 gezeigte
Form.
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Tabelle 89,2, Beispiel 88.1, gerechnet nach dem in

Tab. 89.1 gezeigten Schema

243

% Stichprobe : &, G2
1 137 142 128 137 | 544 295 936
2 140 139 147 137 533 284 089
3 142 140 133 141 556 309136
Summe G = 1633 889 161
K = 1—?;3—- = 222224,083 A = 222799

g = 222799,000 — 222224 083 — 574,917

1

gy = 574,917 — 66,167 = 508,750

_ 889161,000
= R0

— 222224,083 = 66,167

Ty =25 +a

Natiirlich kénnen wir diese Rechnung noch weiter vereinfachen,
indem wir

setzen und a dabei so wiihlen, daf die 2,,* dem Betrage nach méglichst
Kklein ausfallen. Man berechnet dann der Reihe nach die in Tab. 89.3
angegebenen Grofen. Der Leser iiberzeuge sich, daB die Formeln in
dieser Tabelle durch Einsetzen von (89.1) aus den vorigen hervorgehen.

16

Tabelle 89.8. Einfache Varianzanalyse,

Rechengang unter Benutzung von (89.1)

| GF— S

i f:l 0w
G =G+ ...+ Q¢

K* = G*2n

r n{
A* = 3 S, 4
6715%1 i

g =A% — K*
g1=2-1—0’,-*’-—K*

=17

=0 —q

Fiir @ = 130 hat die Rechnung in Beispiel 88.1 die in Tab, 89,4
gezeigte Form.
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Tabelle 89.4. Beispiel 88.1, gerechnet nach dem in
Tab. 80.3 angegebenen Schema mit @ = 130 in (89.1)

i Stichprobenwerte —130 G* (7]
1 {rd 12 — 2 7 24 576
2 10 9. —13 7 13 169
3 12 10 3 11 36 1296
Summe G* =73 2041

K* = 1?'— = 444,083 A* = 1019

g = 1019,000 — 444,083 = 574,917

I .3'?’*‘.4!@ — 444,083 — 68,167

gy = 674,917 — 66,167 = 508,750

Aufgaben zu Abschnitt 89

Bei den folgenden Auigaben nehme man jeweils an, daf es sich um Stich-
proben aus normalverteilten Grundgesamtheiten mit gleicher Varianz handelt.

89.1 Ist der Unterschied des Kupfergehaltes [9] der hied, Bronze-
giisse signifikant oder nur mfallsbedmgn" {G. WernmonT, Industr. Quality
Control 8, 1947, 5)

1 85,54 85,25
2 85,72 84,04
3 85,48 84,98

89.2 Man leite die Tab. 89.3 aus der Tab. 8.1 her.

88.8 In Aufgabe B1.5 haben wir geschen, dal die 2. Art des Lesens (die in
der ErdnuBiindustrie gerade nicht verwendet wird) besser als die 1. Art ist. Dis
V h tanden dabei jeweils rechts vom laufenden Band. Ist es viel-
leicht gunstlgar, die Personen links vom Bande oder am Ende aufzustellen ?

Teilnehmer Nr. | 1 2 3 4 5 6 7l 8 9

Rechts ‘ 281 279 260 230 267 253 205 265 209
Links 254 275 278 232 241 245 220 255 302
Am Ende ‘ 238 280 217 237 246 239 223 252 280

89.4 Die Tabelle (0 H. LaTTER, Biometrika 1, 1901, 1'?3} enthilt die Linge
[mm] von Kuckuel in Nestern dreier hied Vogelarten. Ist der
Unterschied signifikant ?

i 22,0 239 20,8 238 250 240 21,7 ©23.8
Braune Grasmiicke | 905 93y 934 235 230 230

21,8 230 23,3 224 20,4 230 930 230
| 289 223 220 226 220 224 2104 230

; 19,8 221 21,5 20,0 220 21,0 223 210
Zanokoni 20,3 20,0 9220 200 208 212 210

Rotkehlehen
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8056 Beeinflult das Pilanzdatum den Baumwollsamenertrag ¥ Die 12 Werte
aus einem Ort in Uganda wurden erhalten, indem man 4 Felder in je 3 Teile
teilte und die 3 Teile den 3 Pflanzdaten zufillig zuordnete (R. L. ANDERSON
u. H. L. Mawwing, Biometrics 4, 1948, 171—196).

Gepflanzt am | Baumwollsamenertrag [kg]

1. Mai | 335 149 244 244
15.Mai | 3,86 271 248 1,95
29. Mai | 1,09 2,89 1,68 213

89.6 Unterscheiden sich die Heuertriige [Doppelzentner/ha] der drei Rot-

g ten in signif Weise ? (F. Zimx, Verdff. Bundesanst. f. alpine
Landw. Admont 1953, 120)

1. Sorte 92,4 B1,7 86,6 92,2 98,2 872
2. Sorte 724 84,3 80,0 85,5 95,3 84,5
3. Sorte 98,4 91,5 91,0 1008 952 1074

8%.7 Besteht hinsichtlich der Faserdicke [10-? mm] einer gewissen Baum-
wollsorte an drei Stellen I, II, IIT des Fruchtstandes ein signifikanter Unter-
schied? (J. H. Moore, Journ. Agr. Rescarch 62, 1941, 265)

1 17,8 18,0 16,0 4173 183 17,5 157 162 183 170

IL | 168 144 14,9 165 170 157 16,5 160 147 175
I | 175 144 147 17,3 173 155 152 134 157 157

8%.8 Hiingt der Ertrag [cwt/acre] einer gewissen Winterweizensorte
(Hybrid 48) signifikant vom Furchenabstand [Zoll] ab und sollte man dem-
gemill eng siien ? (J. H. BArpwixn, Agriculture 70, 1963, 415)

Abstand
[Zoll] ’ Ertrag [ewt/acre]
4 44,0 43,8 477 39,8 438
8 41,6 424 44,9 40,1 42,2
12 | 89,5 40,7 42,3 389 404
89.9 Hiingt der p uale F halt des Hihnehenileisches in signifikan-

ter Weise vom Alter ab? (Aus ciner Untersuchung der Kreuzung von New
Hampshire-, Rhodeliinder- und Sussexhiihnern mit Leghornhihnen. D. Bac-
Josov, Archiv i. Gefl.-Zucht u. Kleintierkunde 12, 1963, 74)

Alter [Tage] I Fett [%]
75 63 73 59 1.8
a0 41 55 90 4.4
120 9.8 T4 1.7 4.8
89,10 Die British Coal Utilisation Research A iation hat umfangreict

Staubuntersuchungen in Abgasen durchgefiihrt. Die nachstehenden Werte
1 dazu festzustellen, ob die Gasgeschwindigkeit [Fullfsec] zeitlich einiger-
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maBen konstant ist oder ob signifikante Unterschiede bestehen. Zwischen den
MeBwerten einer Gruppe liegt jeweils 5 Sekunden Zeitdifferenz und zwischen
den Gruppen jeweils etwa 1 Minute, (3. BRoapBENT, Appl. Statistics 8, 1954,
43). Was lilt sich aus den Werten schlicBen ¥

Gruppe | Geschwindigkeit [Fulfsec]
A 20 21 20 20 23 21 28
B. 24 125,074 9300 90 0q oy lag 95
Cc 25 28 22 24 26 26
90 Theorie zu Abschnitt 88

In (88.1) schreiben wir umstindlicher
Ty — & = [2y — 3] + [5 — Z].
Hierbei ist &, durch (88.2) in Tab. 88.1 gegeben. Durch Quadrieren und
Ausmultiplizieren folgt
@u — 2 = [2g — & + 2[zp — 3] [7, — 2] + [2; — 2.
Dies summieren wir zuniichst nur iiber % von 1 bis n,. Dabei liefert
das 2, Glied rechts keinen Beitrag, weil z, der Mittelwert der i-ten
Gruppe und demgemil
ny =
2w — 7] =0
ist. Das letzte Glied rechts enthiilt k nicht und liefert den Beitrag
n;[%; — Z]*. So ergibt sich
S o= it W

o e — 2 =7 — 2P 4 3 [ —F]

Summieren wir dies nun iiber ¢ von 1 bis r, so erhalten wir

(90.1) 9=0+a

mit ¢, ¢ und ¢, gemiB (88.1), (88.4) und (88.5). Dies ist die im Zu-
sammenhang mit (88.1) erwiihnte Zerlegung.

Jeden Stichprobenwert z,, kinnen wir als Einzelbeobachtung einer
normalverteilten Zufallsvariablen X, auffassen. Diese n Variablen
sind unabhingig. ¢ ist dann eine Einzelbeobachtung der Zufallsva-
riablen

Q=2 3 (xa— Xp.

Hierbei ist X natiirlich die Summe aller X, geteilt durch n [vgl.
(88.3)].
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Wir nehmen nun einmal an, die Hypothese

gl e
sei richtig. Dann haben alle n Variablen genau dieselbe Normalver-
teilung. gf(n — 1) ist dann die Varianz der gesamten Stichprobe.
Also hat Q/o® gemiB Satz 73.1 eine y*-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden. Die durch (88.4) und (88.5) gegebenen Zahlen ¢, und ¢, sind
beobachtete Werte der Zufallsvariablen

@ :‘élﬂ'{ (X; — X)p
und Ao o
Qy = ‘é‘l t-_gl (X — X302

Hierbei ist natiirlich [vgl. (88.2)]

Wie in Abschn, 73 ergibt sich, daB @,/o® und @,/c® eine y*-Verteilung
mit r — 1 bzw. n — r Freiheitsgraden besitzen. Weiterhin sind @, und
€, unabhiingig. Aus (61.1) sehen wir, daB der Mittelwert einer y*-
Verteilung gleich der Anzahl der Freiheitsgrade ist. Also hat Q,/o*
den Mittelwert r— 1, und @.fo* hat den Mittelwert n—r. Wegen
(34.2) ist also der Mittelwert der Variablen

1 1

8 i —% und 84? 3;&'_"?"32
jeweils gleich o2. AusSatz 83.1 folgt weiterhin, dal der Quotient
V = 828"

eine F-Verteilung mit (r — 1, n — r) Freiheitsgraden besitzt. Die
Zahl v, [vgl. (88.6)] ist ein beobachteter Wert dieser Zufallsvariablen.
Ist die Hypothese richtig, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB ¥ irgend-
einen Wert v, > ¢ [vgl. (88.7)] annimmt, gleich o, also sehr gering. Lie-
fert die Stichprobe trotzdem einen solchen groBen Wert #,, so haben
wir demnach Grund zu der Annahme, daB unsere Hypothese nicht
richtig ist, und verwerfen sie. Ist hingegen , = ¢, so nehmen wir die
Hypothese an.

Hierbei muB man sich noch iiberlegen, daf bei Nichtzutreffen der
Hypothese jede Ungleichheit der Mittelwerte die Tendenz hat, v, zu
vergroBern und nicht etwa zu verkleinern. Dies ergibt sich daraus,
daf dann die Verteilung von @, dieselbe bleibt wie zuvor, withrend die
Verteilung von @, und damit auch von ¥ in dem genannten Sinne ge-
dndert wird.
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91 Doppelte Varianzanalyse

Bisher haben wir den Fall einer Stichprobe betrachtet, die sich in
Gruppen unterteilen lieB, wie dies einer einzelnen Variationsursache
entspricht. Dann wendet man die einfache Varianzanalyse an. Lassen
sich die Gruppen nun noch zusitzlich nach einem weiteren Gesichts-
punkt untergliedern, so wendet man die doppelte Varianzanalyse an,
der wir uns nun zuwenden. Mit dieser kann man also gleichzeitig den
EinfluBb zweier Variationsursachen untersuchen. Beispiele sind der
Einflull der Diingung und der Bewisserung auf den Ernteertrag, den
EinfluB der Konservierungsart und der Lebensmittelart auf die Halt-
barkeit, der Einfluli der Wohnungsverhiiltnisse und der Ernihrung
auf die Verbreitung von Kinderkrankheiten usw.

Die Teile, die wir bei der genannten Unterteilung der Gruppen
einer Stichprobe erhalten, bezeichnen wir als Klassen.

Vorgegeben sei eine Stichprobe von insgesamt n Werten. Diese sei
in v Gruppen geteilt. Jede Gruppe sei in p Klassen unterteilt. Wir
behandeln den einfachsten Fall, daB jede Klasse nur einen einzigen
Wert enthilt. Dann ist natiirlich » = rp. Die Stichprobenwerte be-
zeichnen wir wieder mit a,,. Der erste Index ist wieder die Gruppen-
nummer, und der zweite ist nun die Nummer der Klasse. Unsere
Stichprobe lift sich dann so anordnen:

7 Spalten

L R TR
rZeilen | %oy Xon o Xy,
(Gruppen)

Tl T nrn T

Wir machen die folgende Voraussetzung: Die # Beobachtungen ent-
stammen aus n unabhingigen normalverteilten Grundgesamtheiten
mit derselben Varianz o* und den moglicherweise verschiedenen
Mittelwerten py, . . ., p,,. Dabei braucht ¢ nicht bekannt zu sein. Zu
testen sei die Hypothese, daB alle Mittelwerte gleich sind, also alle
die n genannten Grundgesamtheiten vollkommen gleich verteilt sind.

Die waagerechten Reihen von Werten in unserem obigen Schema
nennen wir Zeilen und die senkrechten Reihen Spalten.

Der Mittelwert der i-ten Zeile wird iiblicherweise mit %, bezeich-
net. Es ist also

1 Zeilensumme

et S A
(L) # = ¢ % = Anzahl der Werte pro Zeile
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Der Mittelwert der k-ten Spalte wird mit &, bezeichnet., Es ist also

e Spaltensumme
7 ¢=1 "™ = Anzahl der Werte pro Spalte’

Die Punkte stehen zur Unterscheidung der beiden Arten von Mittel-
werten, und zwar an der Stelle desjenigen Index, iiber den man sum-
miert.

Wie bisher ist natiirlich der Mittelwert der gesamten Stichprobe
durch

(91.2) el

91.3 S
() x_;i‘:ll:gixw
gegeben,
Bei der einfachen Varianzanalyse hatten wir die Quadratsumme
I P
=3 % — )
(91.4) 7= 2 2 (va — %)

in zwei Bestandteile zerlegt. Nun zerlegen wir ¢ in eine Summe von
drei Bestandteilen g, ¢;, ¢;. Diese rein algebraische Operation ist
ganz dhnlich wie frither. Wir schreiben durch Zufiigen und Abziehen
von Gliedern umstidndlicher

g —E= (% —T) +(Z; — %) + (2g — % — T + 7).
Dann quadrieren wir auf beiden Seiten. Rechts multiplizieren wir so
aus, dal wir 3 Quadrate (7, — )* usw. und 3 doppelte Produkte er-

halten. Nun wird iiber ¢ und % summiert. 'Ahnlich wie frither liefern
dabei die doppelten Produkte keinen Beitrag. Ubrig bleibt also

(=3 F @~ + I FE— 2+ 35 @ — 5 —Zp + 2N
Die ersten beiden Doppelsummen lassen sich auf einfache Summen

reduzieren, weil jeweils nur ein Index auftritt. So erhalten wir die ge-
wiinschte Zerlegung in der Form

(91.5) 7=a + @+ .
Hierbei haben wir zur Abkiirzung

(91.6) G =p “:‘1 (& — 2,

(OL.7) g =r 2 (E— 2,

riip i3 i
Sl — 7, — 2, L)

—h
(91.8) =25

gesetzt.
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¢, heiBt die Quadratsumme zwischen den Mittelwerten der Zeilen.
¢, heiBt die Quadratsumme zwischen den Mittelwerten der Spalten.
g, heiBt die quadratische Restsumme.

Wie bei der einfachen Varianzanalyse fassen wir die n Stichproben-
werte . als einzelne Beobachtungen von n Zufallsvariablen X, auf.
VoraussetzungsgemiB sind die letzteren unabhéngig und normalver-
teilt mit der gleichen Varianz o® und den Mittelwerten u,,. Denken
wir uns die 2, in (91.1) —(91.8) durch die X, ersetzt, so erhalten wir
Zufallsvariable, die wir mit dem jeweils entsprechenden Grolibuch-
staben X,, X, X, @, @, @, Q5 bezeichnen,

Ist die Hypothese richtig, so haben Qfo?, @;/c® Qula®, Qyfc® jeweils
eine y*-Verteilung mit v — 1, r — 1, p — 1 baw. (r — 1) (p — 1) Frei-
heitsgraden, und die letzten drei dieser Zufallsvariablen sind unab-
hiingig. Weiterhin ist der Mittelwert der Variablen

1

1 1
g gt B ‘g DN
Bi= 0 SE——le S =%

r—1
gleich a2, Dies ergibt sich dhnlich wie im vorigen Abschnitt. Aus Satz
83.1 folgt, dall die Quotienten

V, = 8382  und V, = 828"
eine F-Verteilung mit
r=1,0—1@E—1] baw. [p—1LF—1{E—1]

Freiheitsgraden besitzen.

92 Verlauf des Tests bei der doppelten Varianzanalyse

Wie man bei der doppelten Varianzanalyse vorzugehen hat, ersieht
man aus Tab. 02.1. Dabei stellt man die Werte, die man beim 1. Schritt
erhiilt, zusammen, wie Tab. 92.2 zeigt. Dal sich die Rechnung noch
wesentlich vereinfachen liBt, iiberlegen wir uns im niichsten Abschnitt.

Tst v, > ¢, so wird die Hypothese verworfen. Die Aussage iitber
die Spalten, die man beim 5. Schritt erhiilt, ist aber auch dann noch
verniinftig, falls man annehmen kann, daB sich die beiden Variations-
ursachen, die man untersucht, additiv iiberlagern, so daB also jedes
x; in der Form

g =a; + b+ 2z,
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darstellbar ist. Hierbei entsprechen die Konstanten a; und b, den
beiden genannten Einfliissen. z; entspricht dem ZufallseinfluBl, ist
also ein beobachteter Wert einer normalverteilten Zufallsvariablen.

Tabelle 82.1. Doppelte Vari lyse unter B g der zu Beginn des vori-
gen Abschnittes angegebenen Stichprobe, die in Zeilen und ;p Spalten geglie-
dert ist. (Vereiniachte Rechnung siehe im nachst

1 . Schritt. Man berechne g, q;, g, und daraus g, = ¢ — q; — Gs-
Die Ergebnisse stelle man gemill Tab. 92.2 zusammen.
2. Schritf. Man berechne die Quotienten

vy =852 und v, = 85750,

3. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl « (5%, oder 19%).
4. Sehritt. Man bestimme die Losung ¢; der Gleichung
PV <¢)=1—x«
aus der Tafel 9a bzw. 9b der F-Verteilung mit [r — 1, (r —1)(p — 1)]
Freiheitsgraden. Ist' #; = ¢,, so wird angenommen, dafl zwischen
den Zeilen kein signifikanter Unterschied besteht. Ist »; = ¢, so
wird angenommen, dafi ein solcher Unterschied besteht.
&§. Schritt. Man bestimme die Liosung ¢, der Gleichung
PV=e)=1—=&
aus der Tafel 9a bzw, 9b der F-Verteilung mit [p — 1, (r — 1) (p — 1)]
Freiheitsgraden. Ist v, = ¢;, so wird angenommen, dafi zwischen
den Spalten kein signifikanter Unterschied besteht. Ist v, > ¢, s0
wird angenommen, daB ein solcher Unterschied besteht.
6. Schritt. Ist v; = ¢, und v, = ¢,, s0 wird die Hypothese, dafl
alle n Mittelwerte u, gleich sind, angenommen. In jedem anderen
Fall wird sie verworfen.

Tabelle #2.2, Zum 1. Schritt der doppelten Varianzanalyse

Variati Freiheits- |Quadrat- Durchschnitts-
ariation
grade summe quadrat
Zwischen den Zeilen el ' st=gqf(r—1)
ZwischendenSpalten| p —1 , ' st =gflp —1)
Rest r=De-1D & |s=aulc-DE-1)
Insgesamt n—1 | q ] 1
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93 Beispiel. Vereinfachte Rechnung

Beispiel 93.1 (Schwei t). Zwali Schweine werden auf Grund ihres
Gewichtes zu Beginn des Versuchs in r = 4 Gruppen zu je p — 3 Schweinen
cingeteilt, denen dann jeweils verschiedene Futterarten (4, B, €) verabreicht
werden. Nach einer gewissen Zeit stellt man die in Tab. 93.1 angegebenen
Gewichtszunahmen [engl. Pfund] fest (G. Duxrop, J. Agr. Sci. 25, 1935, 445).
Man teste die Hypothese, daBl die Unterschiede zwischen den beobachteten
Werten rein zufillig sind, dal also weder die verwendeten Futterarten noch die
Anfangsgewichte einen EinfluB auf die Gewicl whme  besi Dabei
nehme man an, daB eine normalverteilte Zufallsvariable vorliegt.

Tabelle §3.1, Stichprobe in Beispiel 93.1

Futterart
A B Cc

Gruppe 1 70 14,0 8,5

s 2 16,0 155 16,5
10,5 15,0 95 |
13,5 21,00 13,5 |

Eot]

Tabelle 93,2, Erster Schritt in Beispiel 93.1

Variation Freiheitsgrade | Quadrat- | Durchschnitts-
summe | quadrat

Zwischen den Zeilen
(= =zwischen den
Gruppen)

gty =87.?3131’=%=29.24

Zwischen den Spalten
= zwischen den
Futterarten)

|
to

p—1 gy = 54,12 | 5.2 =u-§? = 27,08

Rest (r—1)(p—1)=6 | q, = 28,21 | 52 =-§-ﬂ — 4,702
Insgesamt n—1 =11 q = 170,06

1. Schritt. Die Berechnung ergibt die in Tab. 93.2 gezoigten Werte. (Einzel-
heiten der Berechnung siehe unten.)
2. Schritt. Es ist
29,24 sobilop g Hl e,
= E:'i(_}?. = 6,219 und 1y = 1708 = 5,755.
4. Schritt, Wir withlen die Signifikanzzahl & = 0,05,
4. Schritt. Fiir die F-Verteilung mit (3, 6) Freiheitsgraden hat die Gleichung
P(V =¢)=1—a =095 die Losung

¢ = 4,76.
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Es ist v; = 6,219 > ¢, = 4,76. Wir nehmen demgemil an, dal zwischen den
Gruppen ein signifikanter Unterschied besteht, d. h. daB das Anfangsgewicht
die Gewichtszunahme beeinfluBt. Damit kann die zu testende Hypothese
bereits verworfen werden.

&. Sechritt. Weiterhin wir voral dall bei dem vorliegenden
Experiment die am Schluf des vorigen Abschnitts genannte Additivitit be-
steht.

Fiir die F-Verteilung mit (2, 6) Freiheitsgraden hat die Gleichung P(V < ¢,)
=1 — « = 0,85 die Losung

€y = B,14.
Es ist vy = 5,755 > ¢, = 5,14. Unter der g ten Vora g diirfen wir
also h dal zwischen den Spalten ebenfalls ein signifikanter Unter-

schied besteht, d. h. daB auch die Futterart die Gewichtszunahme beeinflufit.

Die Rechnungen beim 1. Schritt lassen sich einfach gestalten. Um
¢1; 92 und g, zu erhalten, berechne man der Reihe nach die in Tab. 93.3
angegebenen GréBen. Die Formeln dieser Tabelle erhilt man aus
(91.1) —(91.8). Sie dhneln denjenigen in Abschn. 89.

Tabelle 98.8. Rechenformeln zur doppelten Varianzanalyse, wenn jede Klasse
aus nur einem Wert besteht

G; =lﬁ xy; = Summe der Werte der i-ten Zeile
=1
H, = 2‘.71 x; = Summe der Werte der k-ten Spalte

G =0+ + - + G = Gesamtsumme

K =@n
Lli= i‘l 3’1 z;® = Bumme der Quadrate aller Werte
g=4 — K

=@ G 6 K

1
'3 E?(Hf‘ G H? 4+ HE) — K

=4 — ¢ —4q,

Wiederum kann man
g =2s* +a
setzen und a dabei so wihlen, da8 die z,* dem Betrage nach méglichst
klein ausfallen. Den obigen Formeln entsprechen dann genau dieselben
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Formeln in den 2, *. Bezeichnen wir die Grifen in den neuen Formeln
wie in Abschn. 89 mit einem Stern, so hat die Rechnung des 1. Schrit-
tes in Beispiel 93.1, wenn wir @ = 15 wihlen, die in Tab. 93.4 gezeigte
Form.

Tabelle 93.4. Recl gen beim 1. Schritt in Beispiel 93.1
Stichprobenwerte minus 15,0 a* are
—8.0 —1,0 —8,5 —15,5 240,25
1,0 0,5 1.5 3,0 9,00
—4,5 0 —5,5 —10.0 100,00
—1.,5 6,0 —1,5 3.0 9,00
H.* —13,0 5,5 —12,0 G* = —19,5 358,25
H 169,00 30,25 144,00 343,25
G — —105 K= ﬂf’mﬁi — 31,60 A% = 201,75
¢ = 201,75 — 31,69 = 170,06
4= %z—'% — 31,60 — 87,73
]
g = 3—4:1 % 31,60 = 54,12
gy = 170,06 — 87,73 — 54,12 = 28,21

Aufgaben zu Abschnitt 93

Bei den folgenden Aufgaben nehme man jeweils an, daB die zu Beginn des
Abschni 91 g hte Vor tzung erfillt ist.

98.1 Man teste die Hypothese, daB die Unterschiede zwischen den Werten
in Aufgabe 89.3 rein zuféllig sind, daB also weder zwischen den Stellungen noch
zwischen der Schnelligkeit der 9 Teilnehmer ein signifikanter Unterschied
besteht.

98.2 Die folgenden Daten st aus einem Versuch iiber Befestigungs-
arten von Werkzeugen, um Unfiille und Zeitverluste bei Arbeiten an einem
Ral ilo zu vermeid (H. J. LAvENDER u. J. A. DiNax, Journ. Industr.

Eng. 18, 1962, 477.) Angegeben ist die zum Entfernen eines durch 6 Schrauben
gehaltenen Teils benbtigte Zeit [sec]. Der Schraubenzieher war an einem Rie-

Arbeiter Nr.
Halt
By 3o e e o Wl s
Typ A 93 98 91 65 74 80 84 81 55 904 40 64
Typ B 97 62 100 70 76 68 73 73 61 85 61 61

Typ C 133 €4 71 76 66 76 T4 94 64 82 49 67
Ohne 108 62 62 62 68 78 T4 67 53 71 47 63
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men befestigt, dessen anderes Ende am Giirtel hing (Typ 4) oder das Hand-
gelenk fest (Typ B) bzw. lose (Typ €) umschloB. Weiterhin interessierten die
Unterschiede des Arbeitens der nach Alter und Ausbildung differierenden Teil-
nehmer. Man teste die Hypothese, dafl weder zwischen den 4 Befestigungs-
arten noch zwischen den 12 Teilnehmern ein signifikanter Unterschied besteht.

93.8 Im Zusammenhang mit der Untersuchung kérperlicher Arbeit inter-
essierte die Muskelkraftleistung des rechten Arms bei schnellen Bewegungen
eines kleinen Gewichtes in Abhingigkeit von der Bew 1igsrichtung und dem
Gewicht. Fiir das Verhiltnis der Maximalgeschwindigkeit zur Durchschnitts-
geschwindigkeit ergaben sich die in der Tabelle gezeigten Werte. Dabei ist B,
eine horizontale Bewegung von rechts nach links, B, eine horizontale Bewegung
auf den Korper zu, B, eine vertikale Bewegung nach unten. Ausgefiihrt wurden
jeweils 90 Bewegungen je Minute nach dem Takte eines Metronoms (D. Fraxz
u. G. Naprer, Journ. Industr. Eng. 12, 1981, 321). Man teste die Hypothese,
dafl weder die Bewegungsrichtungen noch die Gewichte einen signifikanten
Einflu haben.

5 Bewegungsart
Gewicht
wie B B, B, “
0 1,59 1,55 1,85 ‘
400 g 1,53 1,53 1,80
800 g 1,50 147 1,80 ‘

98.4 Erdbakterien kann man zihlen, indem man eine gewisse Menge Erde
in Salzwasser aufschwiimmt, diese Aufsehwiimmung weiterverdiinnt, einen klei-
nen Teil davon auf eine Platte mit Nahrboden bringt und die sich entwickeln-
den Kolonien zihlt, Dieses Verfahren wird in landwirtschaftlichen Versuchs-
anstalten angewendet. R. A. Fisaer, H. G. THoryTOoN und W. A. MackenziE
(Annals Appl. Biol. 9, 1922, 328) haben eine Erdprobe in 4 Teile 4, B, ¢, D
teilen lassen. Die Teile wurden unabhiingig gelést. Fiir jeden Teil wurden dann
5 Platten hergestellt. Deren Zihlung ergab die in der Tabelle gezeigten
Werte. Fir die Brauchbarkeit des Verfahrens ist es entscheidend wichtig, da
weder zwischen den Teilen noch zwischen den Platten ein signifikanter Unter-
schied besteht. Man teste diese Hypothese.

|  Platte Teil
Nr. S T )
1 06 OB SR TN 7
2 30 33 26 32
3 30 32 28 32
4 20 26 32 30
{5 ol e R e Y T

98.5 Besteht zwischen den angegebenen Gerstenertrigen ein signifikanter
Unterschied hinsichtlich der Sorten oder der Orte (3 Orte in Minnesota) ?
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(F. R. Imyer, H. K. Haves u. L. R. Powens, Journ. Amer. Soe. Agron. 26,
1934, 403—419)

Ort Ertrag [Bushels pro Acre]
Manchuria | Svansota | Velvet |  Trebi Peatland
1 27 K| 33 33 30
2 41 43 44 57 42
3 i 30 32 45 37

98.6 Die nachstehende Tabelle zeigt Werte des Stroms [mA], der auf dem
Schirm eines gewissen Typs von Fernsehrohren eine gegebene Helligheit her-
vorruft. Ist der Einflull der Glasart oder der Phosphorart signifikant ? (C. R.

Hicks, Industr. Quality Control 18, 1956, No. 3, 8. 5)

Phosphorart
Glasart 4 B o
I 285 302 282
11 235 2435 225

98.7 Die Feuergeschwindigkeit eines Marinegeschiitzes sollte durch eine
neue Lndsmetlmde erh-’&ht. werden In Gruppe I, IT baw. IIT bestand die Mann-
schaft aus leichten, mittel n bzw. sck Miinnern. Besteht zwischen
den beiden Methoden und zwischen den 3 Gruppen ein signifikanter Unter-
schied ? (C. R. Hicgs, Industr. Quality Control 18, 1956, No. 4, 8. 15)

Methode
Srippe ]| alt neu
I | 15,9 24,4
1 | 15,3 23,4
111 | 14,0 23,0

98.8 Spannungsregler fiir Kraftwagen, die zwischen 15,8 Volt und 16,4 Volt
schalten sollen, werden auf einer Einstellstation eingestellt und dann auf einer
Priifstation nochmals gepriift. Ist der Unterschied zwischen den 3 Einstell-
stationen oder zwischen den 4 Priifstationen signifikant ? (D. J. DEsMorD,
Appl. Statistics 8, 1954, 67. Die Tabelle zeigt Werte der geregelten Spannung
eines Reglers, der zuerst auf Station 4 eingestellt wurde, dann auf den Priif-

stationen 1—d4 gopriift wurde, denn auf Station B erneut eingestellt wurde
usw.)

Einstell- Priifstation

station 1. 2 3 4
A 16,5 16,5 16,6 16,6
B 16,0 16,1 16,0 16,1
(] 16,0 16,0 159 16,3




Kapitel 17
Paare von Messungen. Regression

Bisher haben wir in Teil III durchweg Zufallsexperimente behan-
delt, bei denen nur eine einzelne Variable vorkam. Nun wenden wir
uns Problemen zu, bei denen zwei Variable eine Rolle spielen. Diese
bezeichnen wir mit X und ¥. Man interessiert sich dabei vor allem
dafiir, ob irgendeine Beziehung zwischen den Variablen besteht und
welcher Art diese ist.

Zum Beispiel kann man fragen nach der GréBe ¥ der Sohne in
Abhiéngigkeit von der GréBe X der Viiter, nach dem Eisengehalt ¥
von Erzen in Abhéngigkeit von der Dichte X, nach dem Blutdruck ¥
in Abhiingigkeit vom Alter X, nach der Gewichtszunahme Y von
Tieren in Abhingigkeit von der Futtermenge X usw. Dabei sehen wir
die eine Variable (X) als unabhingig und die andere als abhingig an.
In der Analysis heilt ¥ dann eine Funktion von X. Hier in der Sta-
tistik, in der Y eine Zufallsvariable ist und X eine solche sein kann
(wie bei den ersten beiden Beispielen) oder auch nicht (wie bei den
letzten), sprechen wir statt dessen von der Regression von ¥ beziiglich
X. Diese nichtssagende Bezeichnung (Regrel = Riickschritt) hat
sich, von einem speziellen Beispiel (s. unten) herkommend, leider all-
gemein eingebiirgert und erhalten.

Weiterhin kann man z. B. fragen nach dem Zusammenhang zwi-
schen der Grofle von Geschwisterpaaren, zwischen dem Heiratsalter
der Méanner und Frauen, zwischen dem Luftdruck an zwei verschiede-
nen Beobachtungsstellen, zwischen der Abnutzung der beiden Hinter-
reifen eines Fahrzeuges usw. In diesen Fillen, in denen man sich je-
weils fiir Beziehungen zwischen zwei Zufallsvariablen X und ¥ inter-
essiert, ohne die eine als abhingig und die andere als unabhingig anzu-
sehen, spricht man von der Korrelation zwischen X und Y. Diese Be-
trachtungsweise, bei der X und ¥ in gewissem Sinne als gleichbe-
rechtigt aufgefaBt werden, folgt erst im nichsten Kapitel. Dabei wird
sich zeigen, dal gewisse formelmifige Beziehungen zu Begriffen der
Regressionsrechnung bestehen.

17 Kreyszlg, Methoden
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94 Regressionsgerade. Prinzip der kleinsten Quadrate

Liegt eine Stichprobe von Beobachtungen

(T, 31)s (W Yobs -+ s (0 )
ans einer zweidimensionalen (X, ¥')-Grundgesamtheit vor, so ist es
meistens am besten, wenn wir diese n Zahlenpaare zuerst einmal als
Punkte in die 2y-Ebene in der iiblichen Weise eintragen.

Stellt sich dabei heraus, dafl diese Punkte nahezu auf einer Geraden
liegen, so kénnen wir eine solche ,, Ausgleichsgerade’® oder Regressions-
gerade von ¥ bezilglich X, die sich der Lage der Punkte moglichst gut
anpaBt, ohne Miihe nach Augenmall zeichnen. Aus dieser Geraden
kénnen wir ablesen, welcher ¥-Wert zu einem vorgegebenen X-Wert
etwa zu erwarten ist.

Abb. 94.1 zeigt als typisches Beispiel die Hohe von Sojabohnen-
pflanzen in Abhingigkeit vom Alter. Das Zeitintervall (5 Wochen)
ist relativ kurz. Dementsprechend palfit sich das gezeichnete Geraden-
stilck den MeBwerten recht gut an. Wiirden wir unser Intervall nach
rechts hin immer mehr vergriBern, wiire es bald vorbei mit einer brauch-
baren geradlinigen Anniherung, denn das Wachstum verlangsamt sich
schlieBlich bis zum Stillstand. (Auf Regressionskurven gehen wir erst
spiiter ein.)

40
Hohe ¥ [em]

20

0 1
0 5
Alter X [Wochen] —s

Abbildung 94.1. Regression der Hohe von Sojabohnenpflanzen begiiglich des
Alters [J. B, WexnTz und R. T. Srewarr, J. Amer. Soc. Agronomy 16, 1924, 534

Abb. 94.2 zeigt die Grofe von Sohnen in Abhingigkeit von der
Grolle der Viter, Wie man sieht, besteht zwar die Tendenz, dall grolie
Viiter auch grofie Sthne haben, aber so, daB diese S6hne kleiner als die
Viiter sind. Es besteht also ein Riickschritt (= RegreB) zur Durch-
schnittsgréBe der Menschen. Sinngemil gilt dasselbe fiir kleine Sohne.
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Das war zu erwarten, Man stelle sich vor, es wiire anders. Aus dieser
Beobachtung, die zuerst von F. Gaurox gemacht wurde, leiten sich
die Worte Regression, Regressionsgerade, Regressionsrechnung usw.
her. Bine sehr spezielle Sache hat also hier dummerweise einem ganzen
(iebiet den Namen aufgepragt.

T4

e

Grislle des Solines | Foll | —=
S

L

66
60 0 T4
Griihe des Vaters [Zoll] ——
Abbild 942, Regression der GriBe des Sohnes besziiglich der Grofle des

Vaters (Mittelwerte von insgesamt fiber 1000 Beobachtungen nach K. PEARSON
und A. LEE, Biometrika 2, 1903, 357)

In Abb. 94.2 liegen die Punkte nicht mehr so schin auf einer Gera-
den, und wir werden bald noch krassere Beispiele kennenlernen, in
denen die Punkte noch stirker streuen. Dann werden verschiedene
Personen im allgemeinen verschiedener Meinung dariiber sein, welche
Gerade (bzw. Kurve) sich den Punkten ,,am besten anpaft*. Mit dem
Verfahren nach Augenmall sind wir dann am Ende, und um subjektive
Einfliisse auszuschalten, miissen wir eine objektive Methode heran-
ziehen. Eine solche ist das Gausssche Prinzip der kleinsten Quadrate.
Fiir unser gegenwiirtiges Problem besagt dieses Prinzip folgendes:

Die Gerade ist so zu legen, daff die Summe der Quadrate aller Ab-
stinde unserer Punkte von der Geraden moglichst klein wird.

Daf die genannten Abstiinde bei der Losung unseres Problems ins
Spiel kommen miissen, ist klar. DaBl man deren Quadrate und nicht
etwa deren Absolutbetriige benutzt, hat einen rein praktischen Grund:
Man erhilt dann einfachere Rechnungen und Ergebnisse. Deshalb
gibt man auch sonst dem Prinzip der kleinsten Quadrate meist den
Vorzug vor anderen denkbaren Moglichkeiten.

Unter dem Abstand eines Punktes von einer Geraden versteht man
iiblicherweise die Linge des Lotes von dem Punkt auf die Gerade,

17*
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also den senkrechten Abstand (vgl. Abb. 94.3a). Diesen benutzen wir
aber nicht. Sondern wir benutzen den in y-Richtung gemessenen Ab-
stand, also den vertikalen Abstand (vgl. Abb. 94.8b). Erfahrungsge-

!

(@) Senkrechter Alstand

e

(b) Vertikaler Abstand

X —

Abbild 94.8. Abstand b Punkte von einer Geraden

EEE

méf ist das néimlich rechentechnisch und auch theoretisch viel ein-
facher. Hat man diese Erfahrung erst einmal gemacht, so kann man
zugunsten des vertikalen Abstandes auch noch folgendes anfithren:
Da wir X als unabhingige Variable auffassen und die Gerade dazu
verwenden wollen, den zu einem x gehérigen y-Wert abzuschitzen,
ist der genannte Abstand besonders sachgemil, denn er mifit die Diffe-
renz zwischen dem tatsichlich beobachteten y-Wert und dem genann-
ten Schitzwert fiir das betreffende .

$ y=%
4
=05 kK

b x—

Abbildung 94.4. Berechnung des vertikalen Abstandes
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Wir setzen voraus, dall die xz-Werte unserer Stichprobe nicht alle
gleich sind.

Ein Punkt (z;,y;) der Stichprobe hat von einer Geraden
(94.1) y=bx+k
den vertikalen Abstand |y, —bz,—k|, vgl. Abb. 94.4. Die Summe
der Abstandsquadrste ist also

(94.2) a= _{l (y; — ba; — b2
i
Damit diese Funktion von b und % ein Minimum hat, mufl
da fa
W 0 und e 1]

sein. Daraus ergibt sich die Gerade
(94.3) y—§=blx—3),

die sogenannte Regressionsgerade der y-Werte beziiglich der x-Werle
in der Stichprobe (Herleitung in Abschn. 96). Hierbei ist

9449 Z=r(o 4 te) wd F—t Gt ).

Das Steigungsmall b heiBt der zugehdrige Regressionskoeffizient und
hat die Form

- 89'5‘
(94.5) b=,

Hierbei ist
(L)l T S L éx.z_l(z"x.)”
7 4 BT [ el T R [} ey 51 niNG=L

die Varianz der z-Werte in der Stichprobe und

(94.7) Sy == 2 — ) 05— D).
5., heiBt die Kovarianz der Stichprobe. Der Leser mag zeigen, dal
1
8””:n:l(2xy’ —-m:_,r)
(94.8) 1 !
| [l it (ié‘lm‘) (J‘j‘; y,-)]
gilt.

Wie man sieht, liuft die Regressionsgerade (94.3) durch den Punkt
(&, 7).
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8., kann positiv, null oder negativ sein. Dasselbe gilt demnach auch
fiir b. Ist b positiv bzw. negativ, so spricht man von positiver bzw.
negativer Regression.

Ist X die Zeit, so nennt man die Regression auch Trend. Dieser
Begriff wird inshesondere in der Wirtschaftsstatistik gebraucht, weil
man sich in diesem Gebiet hiiufig fiir zeitliche Entwicklungen (im
AuBlenhandel, in der Produktion und im Verbrauch, bei den Léhnen,
Preisen, Birsenkursen usw.) interessiert.

Aufgaben zu Ahbschnitt 94

94,1 Man gewinne (94.8) aus (94.7).
94,2 Man konstruiere eine miglichst einfache Stichprobe, fiir die b = 0 ist.

95 Beispiele. Vereinfachte Rechnung

Beispiel 95.1 (Dichte und Eisengehalt von Erzen). Fiir die Stichprobe in
Tab. 95.1 wollen wir die Regressi le des Eisengehaltes y beziiglich der
Dichte z bestimmen.

Aus den gegebenen Werten berechnen wir die Hilfswerte 2,® und &, y; und
dann die angegebenen Summen

o, =281 Sy, = 267
S aft = 88,08 3 a,y; = 837,2.
Wegen n = 9 sind die Mittelwerte
2= g0 g =200 = 20,67,
Gemil (94.6) und (94.8) erha!ten wir weiterhin
. (sa 03 — ?3—1—) — 0,03694
s %(337,2 M) 0,458,
Der Regressionskoeffizient hat den Wert
0,4458
= o,03004 — 1207

Die Regressionsgerade hat also die Darstellung
iy — 29,67 = 12,07 (x — 3,12).
Dies kénnen wir auch in der folgenden Form schreiben:
y = 12,07z — 7,99.
Die Berechnung der Regressionsgeraden lilt sich oft durch eine
lineare Transformation
z =t +h

(95.1)
¥y =yt + 1o
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vercinfachen. Die vier Konstanten ¢, ¢y, I und [, withlt man so, daBl
die transformierten Werte 2;* und y,* moglichst einfache Zahlen wer-
den., Man berechnet dann die Mittelwerte £* und j*, die Varianz s;*2

Tabelle 95.1. Regression des Eisengehal- * 35—
tes y [ %] kieseliger Himatiterze beziig-
lich der Dichte = [g/em?®] (H. Bortke, =~ [
Bergbauwiss. 10, 1983, 377) |
M a [ = 0 -
l ('e:rfessena Hilfswerte §| L
Werte E
3 Yy z# Tl F
2,8 27 7,84 75,6 25 =
2.9 23 | 8,41 86,7 i
30 | 30 9,00 90,0 | i #
34 28 9,61 | 868 | |;
3,2 30 10,24 96,0 20
3,2 32 10,24 102,4 OO [ |
3,2 34 10,24 108,8 2,5 3,0 35
3.3 33 10,89 108,9 *
| 3.4 30 11,56 102,0 Abbildung 95.1. Zu Beispiel 95.1
Summe 28,4 267 88,03 837,2

und die Kovarianz s,.*, die zu den transformierten Werten gehdrt.

Wegen (9.6) und (9.7) ergibt sich daraus
=i 1, ¥ =cy* + 1,
8% = 6783, S = 010280~

(95.2)

Die Formel fiir s,, moge der Leser beweisen (s. Aufgabe 95.1).

Belspiel 95.2. Setzen wir im vorigen Beispiel Tabelle 95.2.
ay= ONm* £ 8,0, g, =y + 30, i S ki
so ergibt sich (s. Tab. 95.2) z* |
a* = 10x; — 30, y,* =y, — 30. 2 3
Demnach ;\;lr(l A i iin
= =12, §E="_"= —0,33, O] 0
] 9 e
3 a0t = 43, I oary* = 32, 2 0
|
Hieraus erhalten wir weiterhin 4 2
1 fHE 2 2
s .é.(43 = T) — 3,604, 3 3
4 0
1 11 - (—3) R
Ot e S
fa" =g (Jz 9 )_ AAbts Summe 11 —3
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Nun wenden wir schlieBlich (95.2) an. Wegen ¢, = 0,1 und ¢, = 1 folgt,
2=01-1,2+ 3,0 =312 §= — 0,33 4 30 = 20,67
b o Ca8e* | 4,458

5 st 03004

Dies stimmt mit den obigen Ergebnissen iiberein.

12,07.

Aufgaben zu Abschnitt 95
95.1 Man beweise die Formel fiir &gy in (95.2).

95.2—95.10 Fiir die folgenden Stichproben besti und zeichne man die
Regressionsgerade von y beziiglich .

95.2 Drehzahl « [Umdreh./min] und Leistung y [PS] des Dieselmotors einer
dieselelektrischen Co—Cy-Lok ive (Techn. Rundschau Sulzer 41, 1959, 27).

[Man wende (95.2) an und iiberzeuge sich von der erzielten Vereinfachung,
indem man die Rechnung auch noch ohne (95.2) ausfiihrt. )

© | 400 | 500 | 600 | 700 | 750
v | 380 | 1030 | 1420 | 1880 | 2100

95.8 Schwang, ftsdauer y (= Tragzeit post . in Abhéngigl
von der Geburtslinge x. (D. Wicmaaxy, Arch. Gynik. 177, 1950, 261. Der-
artige Riickschliisse von meBbaren Daten [z. B. Gewicht, Linge, Kopfumfang
des neugeborenen Kindes) auf die Schwangerschaftsdauer benutzt man bei der
gerichtlichen Vaterschaftsermittlung. Die Tabelle enthilt 7 — 5 Wertepaare,
und entsprechend rechne man. Um aber keine sachlich falschen Vorstellungen
zu erwecken, sei gesagt, daf es sich in Wirklichkeit um 5 Mi lwerte aus zahl-
reichen [jeweils gleichvielen] Messungen handelt.)

x [em] |4s [ 49 | 50 | 51 |52

y (Tage) | 2771 | 270,3 | 2814 | 2832 | 2848

95.4 Sauerstoffgehalt y [mg/l] des Wirther Sees am 24. 9. 1962 in Abhin-
gigkeit von der Tiefe 2 [m] (I. Finpesgce, Osterr. Wasserwirtsch. 15, 1963, 67)

x| 15 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 0
y| es | 56| sa| 6o [ as | 12| on

95.5 Sittigungs-Wassergehalt y [ %] spezialbehandelter Wolle in Abhingig-
keit: vom Bisulfidgehalt = [%, des Gehaltes unreduzierter Fasern] (A. R. Havy,
Kolloid-Zeitschr. u. Zeitschr. f, Polymere 180, 1963, 45)

x}10||s]30[’4o|50|55|&0|100
y| 50 [ 46 [ 43| 43|36 |30 | 372

95.6 KérpergroBe » und ,,Sitagréfe* ¥ (= Abstand von der Sitzfliche bis
zum Auge) von 42 Arbeiterinnen in einer Stanzerei. (U. Buraxpt, Industr.
Organisation 81, 1962, 265. Die Daten wurden beim Neuentwurf von Tisch-
Exzenterpressen nach modernen wi haftlich Gesichtspunkten ver-
wendet.)
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@ [em] ¥ [em] x [em] i [em]

146 62

150 60 | - 162 58 61 61

152 61 | 163 63

154 60 o164 59 63 63 64 68

155 61 64 165 60 60 65 63 65 66 67
158 61 166 62 66

159 64 65 65 168 62 65 65 66 69

160 63 63 65 170 68

161 63 172 62 63 66 69

95,7 Fehleranzahl y [pro Stunde und Funker] von 11 Funkern, die 9 Funk-
spriiche zu je 1250 Zeichen mit einer Geschwindigkeit von 110 Zeichen je
Minute bei verschiedenen Temy wen @ [°C] auf: hmen hatten. (J. J. B.
Worrn, Journ. Industr. Eng. 9, 1858, 251, aus einer Untersuchung iiber die
Klimatisierung von Arbeitsri )

® | 28| 28 | 3 | 33
v | 120 | 115 | 153 | 173

95.8 Halmiliegenbefall y [%] des Winterweizens in Abhiingighkeit vom
SchoBdatum # (= Tag im Juni, also x = 2 ist der 2. Juni usw. Nach R. Prerr-
FER, Verdff. Bundesamt f. alpine Landw, Admont 1951)

2 [ e | B e S S e e S0
v | 4| 10| 12 ] 2] 8] ss | 52| 52] 3]s
@ | 10 | 41 | 11 | 12 | 43 | 43 | 43 | 14 | 16 | 186
g | 55 [ 40 [ eo | 72| 51 | es | es |60 | 76 | 78

95.9 Lufttemperaturen in Graz. x [*C] = mittlere Temperatur, y [C]
= Hochsttemperatur des betreffenden Monats. J = Januar usw. (Stat. Jahrb.
d. Landeshauptstadt Graz 1960/61, S. 1)

J |F|M|A|[M|T|J|Aa|S|o|N]| D
| 33| 78]127 12,0184 17,6 [ 183

z| —341 | 16,8[11,0] 40 —21
v | 60 [13.5]20,9|260] 250|305 30,0 32,2 27,4233 13.4| 13,0

95.10 Diastolischer Blutdruck @ [mm Hg] und Herzgewicht y [g] von 10 an
Gehirnblutung gestorbenen Minnern (W. M. Gisgox u. G. H. Jowrrr, Appl.
Statistics 6, 1957, 115)

@ | 121 | 120 | 05 | 123 | 140 | 112 | 92 | 100 | 102 | 91
y | 521 | 465 | 352 | 455 | 490 | 988 | 301 | 395 | 335 | 418
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96 Herleitung zu Abschnitt 94
Aus (94.2) folgt durch Differentiation
&
8_(; = —2 Xy, — bz, — k),
o ‘
S 2 X (y, —bx; — k).

(Summiert wird dabei jeweils iiber j von 1 bis #.) Diese Ausdriicke
setzen wir gleich null. So ergibt sich
Xxy, — bsxjg = kEx; =0,

Sy, —bXx, —nk=0.
Beriicksichtigen wir (94.4), so erhalten wir

bXxr L nki=Xuay,

bi + k =3.
Dieses System zweier linearer Gleichungen fiir die Unbekannten b und
k hat, da nicht alle z-Werte gleich sind, die Losung

o Z& Y, = ey e
(96.1) bttt g b2
Aus (94.6) und (94.8) sehen wir, dall der Zahler von b gleich (z — 1)s,,
ist und der Nenner gleich (n — 1) Damit erhalten wir (94.5). In-
dem wir den Ausdruck fiir £ in (94.1) einsetzen, wird
y =bx +j — bz,

und dies ist gleichbedeutend mit (94.3). Damit ist die Darstellung der
Regressionsgeraden aus dem Prinzip der kleinsten Quadrate hergeleitet.
Setzen wir den Ausdruck (96.1) fiir & in (94.2) ein, so ergibt sich

(96.2) a= 3 [y — 9) — bl — DP.

Da alle Glieder der Summe Quadrate, also nichtnegativ sind, so ist a
dann und nur dann gleich null, wenn jeder Summand null ist, wenn
also fiir jedes j = 1, 2,..., n die Bezichung

Y —§ =0bz; — %)
gilt. Wegen (94.3) bedeutet dies:

Die Summe (94.2) der Abstandsquadrate ist genaw dann null, wenn
alle Punkie der Stichprobe auf der Regressionsgeraden (94.3) liegen.
Dieses Zwischenergebnis war zu erwarten.
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Quadrieren wir in (96.2) aus, so folgt
a=3(y, —§? —2b X(y; — §) z, — 2) + b* 2w, — 7).
Fiihren wir nun die Varianz
1 5. 5
(96.3) 81 = = _..1;%: (y; — )

der y-Werte der Stichprobe ein, so ergibt sich wegen (94.6) und (94.7)
sofort;

a = (n — 1) [8,* — 2bs,, + b257%).
Wegen (94.5) kann man die beiden letzten Glieder zusammenfassen
und erhiilt einfach

(96.4) a = (n — 1) (52 — bﬁsﬁ),l

Wegen (94.5) und unseres obigen Zwischenergebnisses folgt aus a = 0
demgemiili:

Alle Punkte der Stichprobe liegen genaw dann auf der Regressions-
geraden (94.3), wenn i

(96.5) 8,2 = 8,%s,°
ist,
97 Regressionsgerade der Grundgesamtheit

Welches Gegenstiick haben die in Abschn. 94 auftretenden Grifien
jeweils bei der (X, ¥)-Grundgesamtheit, der die betrachtete Stichprobe
entstammt ?

Den Mittelwerten % und j entsprechen natiirlich die Mittelwerte
der beiden Variablen X und Y, die wir mit g, bzw. g, bezeichnen,

(97.1) wm=E(X), p=E(Y).
Den Varianzen s? und s,® entsprechen die Varianzen
o =E(X —mP), of =E([Y —pum])
der genannten Variablen.
Die Degenerationsfille oy = 0 oder g, = 0, die kein Interesse besitzen,

schlieflen wir stets aus.
Die GriiBle

(97.2) [oxy = B(IX — ] [¥ — p))

heifit die Kovarianz der Variablen X und 1. Indem wir die beiden
eckigen Klammern ausmultiplizieren und (58.2) beriicksichtigen, sehen
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wir, dal} die rechte Seite gleich

E(XY) — mBE(Y) — p B(X) + mpy
ist. Wegen (97.1) wird also
(97.3) oyy = HB(XY) — E(X)E(Y).
Dies stimmt mit (59.4) iiberein.

Ersetzen wir in (94.3) die GréBen y, 7, b, = und % durch die entspre-
chenden GriBen Y, p,

(97.4) i 2AE

(i

X und gy, so erhalten wir die Gerade

(97.5) (Y — =8 — ) |

Diese heilt die Regressionsgerade der Zufallsvariablen Y beziiglich der
Zufallsvariablen X. Das SteigungsmaB g heit der zugehérige Re-
gressionskoeffizient.

Die Regressionsgerade (94.3) der Stichprobe ergab sich aus der For-
derung, daB (94.2) ein Minimum sein sollte. Entsprechend gilt fiir
(97.5) der

Satz 97.1. Unter allen Geraden Y = X -+ » ist (97.5) diejenige,
fir die die mittlere quadratische vertikale Abweichung (vgl. Abb. 97.1)
(97.6) x=E([Y — X — »]3)
ein Mintmum hat. Dieses hat den Wert

2
(97.7) Sy =0y — TEX

oy?
ot

Y—pXx— \c{
BX—x

I
g RN

X
Abbildung 97.1. Zu Satz 97.1

Beweis. Wir schreiben x in der Form
o =B([(Y — m) — BX — ) + (2 — B — 0)]2).
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Dann wenden wir (68.2) an. Wegen
B(Y —p) =0, E(X —p)=0
und (97.2) ergibt sich auf diese Weise
(97.8) =0 + o — 2Poxy + (4 — P — ).
Die Werte von # und #, fiir die « ein Minimum hat, erhalten wir aus

&
'gg =2p0" — 2oxy — 2y (uy — By — %) =0,

dx
a——z‘f}‘s —Bm — =) =0.
Wegen der letzten Gleichung reduziert sich die erste auf
280 — 2axy = 0.
Die Losung ist
= Jxr
B = 5

Die andere Gleichung hat die Lésung

=ty — .

Setzen wir diese Werte § und = in ¥ = X + x ein, so ergibt sich
{97.b). Setzen wir den Ausdruck fiir » in (97.6) ein, so folgt

a=E([Y —p — (X — )P,
und dies ist gleich
o5 + fife)® — 2fioyy.
Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir § ergibt sich (97.7). Der Satz ist
damit bewiesen.

Aufgaben zu Abschnitt 97

97.1—97.8 Fir die Verteilung mit der jeweils angegebenen Dichte f(x, ¥)
bestimme und zeichne man die Regressionsgerade (97.5).

97.1 f(z,4) == +y im Quadrat 0 < 2 =1, 0 <y =1 und f(z,9) =0
auferhalb davon.

97.2 flz.y) = (5 —x— »)/3 im Rechteck 1 = =3 1=y=2 und
Sz, y) = 0 auBerhalb davon.

978 flz, y) =41 —2) (1 — @) im Quadrat 0 =z =<1, 0 =y =<1 und
J(x, ) = 0 aullerhalb davon.
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98 Konfidenzintervalle fiir den Regressionskoefti-
zienten

Bei den bisherigen Uberlegungen zur Regression brauchten wir
nichts iiber die Art der Verteilung der Variablen X und ¥ voraus-
zusetzen. Dies miissen wir aber tun, wenn wir nun dazu itbergehen,
Konfidenzintervalle anzugeben oder Hypothesen zu testen. Wir
machen die folgende

Voraussetzung. Fiir jedes feste X = ist ¥ normalverteilt mit dem
Mittelwert
(98.1) a(@) =z + «
und der Varignz o Lelztere soll also nicht von x abhingen.

Tab. 98.1 zeigt, wie man cin Konfidenzintervall fiir den Regressions-

koeffizienten £ bestimmt. Die theoretische Begriindung folgt in
Ahbschn. 101.

Tabelle 98.1. Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir den Regressionskoeffi-
zienten f unter der obigen Voraussetzung

1. Schritt. Man wiihle eine Konfidenzzahl (959, 999, oder dgl.).
2. Schritt. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung

(98.2) F(o) =5 (L+)

aus der Tafel 8 der t-Verteilung mit » — 2 Freiheitsgraden (siche
Anhang 5).

3. Schritt. Aus der Stichprobe (x, ), . . ., (#,, ¥,) berechne man
5% &% b und @ gemil (94.6), (96.3), (94.5) bzw. (96.4).

4. Schritt. Man berechne

(98.3) l=clafs}(n — 1) (n — 2).
Das Konfidenzintervall ist
(98.4) KONF{ —I=pg=b+1.

Belspiel 98.1 (Hiirte von Stahl bel Haltverformung). In der Werkzeugher-
stellung hat sich das Kalteinsenken, ein Verfahren des Kaltverformens von
Stahl, in den letzten Jahren insbesondere zur Herstellung sehwieriger Innen-
formen immer mehr eingebiirgert. Dabei ist es wesentlich, dall man weill, wie
sich die Eigenschaften des Stahls bei der Kaltverformung andern. Tab. 98.2
zeigt cinige Versuchsergebnisse dazu. Fiir diese besti man die R ions-
gerade von y beziiglich x und ein 93 %-Konfidenzintervall fiir den Regressions-
koeffizienten §.
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Tabelle 98.2. Brinellfestigkeit. von Kaltarbeitsstihlen (856-5) in Abhiingigkeit
von der Einsenktiefe (K. Scmimz, Industr, Organisation 26, 1957, 107)

Einsenktiefe I Brinelliestiglkeit —l
z; [mm] ¥y [kg/mm2]
|
] 65
9 87
11 (i)
13 53
22 44
26 40
28 37
33 34 |
35 , 32 |
Es ist
X, = 183 und Ny, = 440,
Wegen n = 9 folgt hieraus
F o= ﬁ-‘i = 20,33 und = 1149- = 48,89
] 9
Weiterhin benétigen wir
X7 = 4665, =y, = 7701, Xyf = 23232,
Gemil (94.8) wird damit
pa= (7701 i M) = —155,71.
8 9
Entsprechend erhalten wir aus (94.6) den Wert
1 - 183=
02 = (4665 — o) = 118,00.
So ergibt sich der negative Regressionskoeffizient
— 155,71
= ‘1@0&'- = —1,32,
Die Regressionsgerade hat die Darstellung (vgl. Abb. 98.1)
(98.5) ¥ — 48,80 = — 1,32 (x — 20,33).
Dies kénnen wir auch folgendermaBen schreiben:
(98.6) ¥= 76,73 — 1,32x.

Wir bestimmen nun ein Konfidenzintervall fiir den Regressionskoeffizienten.

1. Schritt. y = 0,95 ist gefordert.

2. Schritt. Fir (1 + p)/2 = 0,975 liefert Tafel 8 mit » — 2 — 7 Freiheits-
graden fiir die Gleichung (98.2) die Lisung ¢ = 2,37.

3. Schritt. Mit den obigen Zahlenwerten wird

o= % (23232 A 4—;& 215,11,
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Damit ergibt sich gemil (96.4) weiterhin
a = 8(215,11 — 1,322 - 118,00) = 76

(genauer a = 77,15, wie man sieht, indem man héherstellig rechnet und erst
am Schlull abrundet). Aus (98.3) erhalten wir demnach

SR T
/118 /56
Wegen b = —1,32 (s. oben) ist also das Konfidenzintervall
(98.7) KONF{—1,68 = fi < —1,08}.

Abb. 98.2 zeigt ein Geradenpaar mit den Steigungsmalen —1,58 und —1,06.

i?u

X

Abbildung 98.1. Stichprobenwerte und Regressionsgerade in Beispiel 98.1

* 70 R i raide der Stichprol
2

50
Fl: ) L ! 1 1 | \1
0 10 20 30
T
Abbildung 98.2, Zur Vi haulichung des Konfidenzintervalls (98.7)

Aufgaben zu Abschnitt 98

98.1—98.4 Unter Verwendung der angegebenen Stichprobe bestimme man
ein 95 %-Konfidenzi vall fiir den Regressionskoeffizi f. Dabei nehme
man an, daB die Grundgesamtheit der zu Beginn des Abschnittes gemachten
Voraussetzung geniigt.

98,1 Die Stichprobe in Aufgabe 95.2.
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8.2 Die Stichprobe in Beispiel 95.1.
98.8 Die Stichprobe in Aufgabe 95.8.

98.4 Ausdehnung y [ %] einer Gelatineschicht in Abhingigkeit von der Luft-
feuchtigkeit = [%] (K. Naxamura, Kolloid-Zeitschr. u. Zeitschr. f. Polymere
1890, 1963, 131)

Z 10 20 bl 30 : 40
¥ 0,8 1.8 2,3 2,8
99 Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert

Wir wollen nun ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert [vgl.
(98.1)]

(99.1) u=fr4+

bestimmen. Dabei machen wir wieder die am Anfang des vorigen
Abschnittes genannte Voraussetzung. Wie man vorzugehen hat, zeigt
Tab. 99.1. Die zugehdrige Theorie folgt in Abschn. 101.

Tabelle 99.1. Besti 1g eines Konfidenzi valles fiir den Mittelwert (99.1)

unter der im vorigen Abschnitt g h Vor

14

1. Schritt. Man wihle eine Konfidenzzahly (959, 99% oder dgl.).
2. Schritt. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung

(99.2) Fo) =3 (1 +7)

aus der Tafel 8 der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden (siehe
Anhang ).

3. Schritt. Aus der Stichprobe (2, #,), . . ., (#,, ¥,) berechne man
1% 8% b und @ gemiB (94.6), (96.3), (94.5) bzw. (96.4).

4. Schritt. Man berechne y gemif (94.3) und

kl/r? 5 1 {x — zP®
99, S il il e v s
(99.3) i cl/ﬂ_-2 mit & = | FeDa
Das Konfidenzintervall ist

(99.4) KONF {y —l=p=y+1}.

Das Konfidenzintervall (99.4) hat die Lénge 21. Diese hiingt nach
Wahl einer Konfidenzzahl und Vorgabe einer Stichprobe noch von
x ab, da ko von x abhiingt. Sie wird fiir & = # am kleinsten. Dies erkennt
18 Krevazig, Methoden



27 Kav. 17, Paanr vox Messuxorn, Reansssion

man aus (99.3) (vgl. auch Abb. 99.1). Je mehr man sich von 2 — &
entfernt, desto groBer wird die genannte Linge, Das wird verstind-
lich, wenn man sich an das Konfidenzintervall fiir £ (und die Abb. 98.2)
erinnert.

Beispiel 99.1. Man bestimme ein 95 %-Konfidenzintervall fiir den Mittel-
wert unter Bi g der in Beispiel 98.1 betrachtet Stichprobe,

Die in Beispiel 98.1 berechneten Grifien ka wir zum Teil benutzen.
Gemifl (98.6) ist

¥ = 7573 — 1,322,
Dies brauchen wir in (99.4). Gemil (99.3) ist weiterhin

L=23 VT8 _ o
V1

1, (@ — 20,33
A ZVTf T

howird fiir @ = 7 — 20,33 am kleinsten. Dann st A =1/3 und I = T.8/3 = 2.6,
Das zugehérige Konfidenzintervall hat die Endpunkte
48,9 — 2,6 = 46,3 und 48,9 4 2,6 = 51,5.

Je mehr'x von # abweicht, desto griber wird  und desto linger wird das Kon-
fidenzintervall (99.4); vgl. Tab. 99,2,

Denken wir uns die beiden Endpunkte des Konfidenzintervalls fiir jedes x
in die zy-Ebene eingetragen, so erhalten wir die Kurven ¢, und €, in Abh. 99.1.
Aus diesen kénnen wir das Intervall (99.4) fiir jedes x bequem (wenn auch
etwas ung; ) entneh Zum Beispiel ergibt sich fiir z — 18 aus der Zeich-
nung das Intervall

KONF{49 < u = 55).

Den Bereich zwischen €, und Cy bezeichnen wir als den Konfidenzbereich.

Tabelle 99.2. Konfidenzintervall (99.4) in Beispiel 99.1

[ . i i S Konfid(«:)r;;z:mrvall
‘ 5 0,600 47| e 644 ---73,8
10 0,473 37 62,5 58,8 -+ - 66,2
15 | o097 29 | ssp 53,0 - - 58,8
20 0,334 26 | 403 46,7 51,9
20,33 0,333 26 [ 4a0 46,3+ 51,5
| = 0366 | 29 42,7 89,8 - - - 45,6
30 0,458 36 | 364 32,5307
‘ 3 | oss2 r 45 | 295 25,0 - -+ 34,0
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e

20 30
18 L

Abbildung 99.1. Konfidenzbereich fiir den Mittelwert in Beispiel 99.1

Aufgaben zu Abschnitt 99

99.1—99.4 Unter Benutzung der jeweils gegebenen Stichprobe bestimme
man ein 95 %-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert (99.1) und stelle dieses
ihnlich wie in Abb. 99.1 graphisch dar. Dabei nehme man an, dall die in
Abschn. 98 getrofiene Voraussetzung zutrifit.

99.1 Die Stichprobe in Beispiel 95.1.
9.2

1} I

o [halle e
e T |

|6|8
ANEEg

99.8 Linge » [em] und Kopfumiang y [em] (fronto-oecipital, also Hutma)
ausgetragener neugeborener Knaben (Universitits-Frauenklinik Graz, Direktor
Prof. Dr. E. NavraTIr) :

X
y|34

|'51IJd?‘52i48|52|52|'50|4S|54|50
9.4 Zielachsenfehler y [ce] eines Theodoliten Theo 010 in Abhéingigkeit von
der Temperatur = [°C] (H. Kravse, Vermessungstechnik 11, 1963, 191)

14 | 16
—37 [ —35

13‘14

[l —35 i

—270[—24
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100 Test beim Regressionskoeffizienten

Tab. 100.1 zeigt, wie man eine Hypothese § = f, gegen eine Alter-
native f > f, testet. Das ist ganz dhnlich wie die Tests in Kap. 14.
Wir haben a* statt « geschrieben, weil « in Abschn. 97 anderweitig
verwendet wurde. Die Theorie zu dem Test folgt im nichsten Ab-
schnitt.

Ein praktisch besonders hiufiger und wichtiger Fall ist der Test
der Hypothese f = 0. Trifft diese Hypothese zu, so bedeutet das, die
Regressionsgerade der Grundgesamtheit verlauft waagerecht, und ¥
hiingt gar nicht von X ab. Hierzu betrachten wir ein Beispiel.

Tabelle 100.1. Test der Hypothese § = ﬁ, gegen die Alternative § > f, unter
der in Abschn. 98 g g

1. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl a* (5%, 1%, oder dgl.).
2. Schritt. Man bestimme die Zahl ¢ aus

(100.1) Pl=sc)=1—oa*
und der Tafel 8 der ¢-Verteilung mit 2 — 2 Freiheitsgraden (siche
Anhang b).

3. Schritt. Aus der Stichprobe (zy, #,), . . ., (@, #,) berechne man
52, 5,2 b und a gemdB (94.6), (96.3), (94.5) baw. (96.4).
4. Schritt. Man berechne
i D el
(100.2) ty=s8)(n —1)(n — 2) TE&'
Ist t, < ¢, so wird die Hypothese angenommen. Ist {, > ¢, so wird
sie verworfen.

Beispiel 100.1 (,,Ellbogenabstand® in Abhiingigkeit von der Kiirpergrille).
Bei einer Untersuchung {iber die optimale Arbeitstischhithe interessierte neben
anderen MaBen auch der ,,Ellbogenabstand® (= Abstand zwischen der Sitz-
fliche des Stuhles und der Ellbogengelenkachse der auf dem Stuhl sitzenden
Person bei vertikal gehnltencm Oberarm). Tab, 100.2 zeigt eine Stichprobe von
22 Wertep in beq Schreibweise. y-Werte mit demselben z-Wert
stehen jeweils in einer Zeile, und der x-Wert ist nur einmal hingeschrieben.
Die zugehorige Abb. 100.1 zeigt, daB die Stichprobenwerte stark streuen. Wir
wollen unt I ob die Tend besteht, dall der Ellbogenabstand mit
wachsender Korpergrile i Hierzu besti wir zuerst die Regres-
sionsgerade der y-Werte beziiglich der z-Werte und testen dann die Hypothese
£ = 0 gegen die Alternative f = 0.
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Wir setzen
(100.3) x; = x* + 159, ¥ = %+ 23,
Tabelle 100.2, ,,Ellbogenabstand* in
Abhingigkeit von der Kérpergrifle bei
22 Frauen (M. Exzmany, Industr. Orga-

nisation 27, 1958, 185) Tabelle 100.8. Zu Beispiel 100.1
| KérpergréBe | ,,Ellbogenabstand* x* y*
a; [em] ¥y [em] | = — 150 =y;— 23
159 24 24 | 0 1 1
160 23 25 2% 1 0 2 4
161 24 24 25 26 2 A2 RS
162 23 24 24 290 3 0 1 16
166 23 23 25 i 0 0.2
168 24 29 30 31 9 1.6, 7.8
172 24 25 13 e 2
30 = -
¥ [em] . .
25 ‘--"—.-_—i__’-'—'/":
r 3 113 * .
F . ‘
20
P [ | " L
160 165 170
x [em] —=

Abbildung 100.1. Werte in Tab. 100.2 und Regressionsgerade

Dann erhalten wir aus Tab. 100.2 die bequemeren Werte in Tab. 100.3 und
daraus
Sa*=0-24+1-3+2-44-:-+13-2 =106

Xt = 0224123 4 -+ 4 1322 = 864
Faryr=0-1+1)+1-(0+244)+---+13-(1 4 2) =205
Py *=1+1+04---+8+1+2=050
Syt = A2 12 e op 80 4 42 21 = 234,
Wegen (95.2) ergeben sich demnach die Mittelwerte
E=I*4 159:-‘;;- + 159 = 163,8

§= 7%+ 28 =0 4 98 = 95,27
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Weiterhin benétigen wir die Varianzen

1 1 864 — 510,727
Fpainies g L eyl | FEEE s s
of = gy [ Dt — g5 (D] - =1 16,829
1 i 234 — 113,636
8% = 71 [2 Y 2 (= y,")’] T T T 5,732
(vgl. Abschn. 94 und 95) und die Kovarianz
i 1 205 — 240,908
By = 5‘5[ ety - Tt X yi‘] TR
Der Regressionskoefiizient (94.5) hat also den Wert
b 20 gy
Die Regressionsgerade der Stichprobe hat demnach die Darstellung [vgl. (94.3)]
(100.4) iy — 25,27 = 0,531 (x — 163,8).

Ob der gewonnene Wert von b signifikant oder nur zufallsbedingt von null

abweicht, soll nun der Test der

Hypothese fi = 0
(# = Regressionskoeffizent der Grundgesamtheit) gegen die Alternative f§> 0
erweisen. Dabei nehmen wir an, die in Abschn. 98 gemachte Voraussetzung sei
orfiillt. Die Alternative ergibt sich aus der Natur des Problems.

1. Schritt. Wir withlen die Signifikanzzahl «* = 59,

2. Schritt. Aus der Tafel 8 schen wir, daB die Gleichung

P(T = c) = 0,95
fir n — 2 = 20 Freiheitsgrade die Losung ¢ = 1,73 hat.
3. und 4. Schritt. Wir berechnen ¢, Gemiil (96.4) wird

a = 21(5,732 — 0,1531% - 16,823) = 112,08.
So erhalten wir aus (100.2) wegen 8, = 0 den Wert
to= }/16,823 - 21 - 20 218 _ 4 5y
V112,08

Es ist , < e, Die Hypothese wird angenommen.

Wir begegnen also hier dem Fall, daB die Hypothese ff = 0 angenommen
wird, abwohl b relativ grof (niimlich gleich 0,15) ist. Aber in # kommt & vor,
und dies ist groB, da unsere Stichprobenwerte stark streuen. So wird ¢, klein.
Aus dem numerischen Wert von b allein kiinnen wir demnach noch keine Schliisse
ziehen. Vgl. aueh Aufgabe 100.3 und 100.6.

Natiirlich wiire es denkbar, daf eine andere Stichprobe von Kérpergrofen
und Ellbogenabstiinden vielleicht das entg, geset Ergebnis liefert, denn
jeder Test ist mit einem Risiko verbunden, wie wir uns in Kapitel 14 ausfiihr-
lich iiberlegt haben. Kommen uns also Zweifel, so bleibt nichts anderes iibrig,
als weitere Stichproben zu erheben und mit deren Hilfe den Test zu wiederholen.

Aufgaben zu Ahschnitt 100

100.1—100.4 Unter B ing der angegebenen Stichproben teste man die
Hypothese § = 0 gegen die Alternative § > 0. Dabei nehme man an, dal} dic
in Abschn. 98 gemachte Voraussetzung zutrifit.
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100.1 Die Stichprobe in Aufgabe 99.4.

100.2 Erzeugung einer Quecksilberemulsion in Natriumzitratlésung durch
Ultrasehall; x [see] = Beschallungsdauer, ¥ [g/l1] = dispergierte Phase (L.BERG-
mann, Der Ultraschall, 3. Auil., Berlin: VDI-Verlag, 1942, 5. 323)

%z | 15 | 30 | 60 | 120 | 300 | 600
v | 40 | 63 [ 52 [ 6|55 | 64

v | o 1+p]

100.4 Sterblichkeit y [%] von Termiten (Reticulitermes lucifugus Rossi) in

Abhiingigkeit von der Konzentration x [ %] von Chlornaphthalin (G. ScHULTZE-

Dewirz, Beitrige zur K is der stimuli den Wirkung von Holzschutz-
mitteln auf hol térende Organi Diss. Hamburg 1961)

100.3 oy OS] R e i
2(13

x | 001 ] 002|004 008|045 | 030 | 0,50 | 1,00 | 2,00
v | 12 [18 | 3 [ 27| 16 [ 13 | 10 | 720 | 90

100.5 Man berechne a in Beispiel 100.1 direkt aus (94.2)
100.6 Man konstruiere eine Stichprobe, fiir die b sehr grol ist (z. B. b =5

ader 10 oder 100) und bei deren Ver dung die Hypott fi = 0 angi
men wird.
101 Theorie zu Abschnitt 98—100

Auf Grund der Voraussetzung in Abschn. 98 spielt X gewissermafen
die Rolle eines Parameters. y, im Stichprobenwert (xy, y;) konnen wir
dann als beobachteten Wert einer normalverteilten Zufallsvariablen
¥, mit dem Mittelwert fiz; + = [vgl. (98.1)] und der Varianz o* aui-
fassen. Diese Variablen ¥, . .., ¥, sind unabhéngig. Der Regressions-
koeffizient (94.5) ist dann ein beobachteter Wert der Zufallsvariablen

(101.1) B=-

R e T

Hierbei ist natiirlich
= 1
(101.2) Y=;(Y1-.5—'--+ ¥,).

Die Konstante % in (96.1) ist ein beobachteter Wert der Zufallsvaria-
blen

(101.3) K=Y — Bz.

Die Summe (94.2) ist ein beobachteter Wert der Zufallsvariablen

(101.4) 4 =,.\f;(1’, — Bz, — K).
A
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Satz 101.1. Unter der Voraussetzung in Abschn. 98 ist B normalyver-
teilt mit dem Mittelwert

(101.5) e =B
und der Varianz
'] a
g o UG [}
(101.6) o5t = S

"
;"3'1 (2, —z)*

Beweis. Da Y, normalverteilt ist mit dem obengenannten Mittel-
wert und der Varianz o2, so ist

(101.7) V= F S e i -

wegen Satz 71.2 normalverteilt mit dem Mittelwert Z;(fx, 4+ %) und
der Varianz 1262 In (101.1) ist

n —_ n = i)
S by e D e
~ (; — ) (¥; — T) j-El (a0, —Z) ¥; Y;'Tx (x; — &)
Die letate Summe rechts ist null. So wird wegen (101.7)

(101.8) B =— N S > 7.

"
371?"' 4y =

Die Summanden V; sind unabhingig, weil die ¥, unabhingig sind.
Also ist B gemill Satz 71.1 normalverteilt mit dem Mittelwert

i
(n — 1)31‘55%: @

(101.9) “n =J§lﬂ,(ﬁxj+x) =ﬁ£_‘li_f ; +x;"lzj
und der Varianz
"
(101.10) ot = B a2on
Wir setzen 4; [vgl. (101.7)] in (101.9) ein. Wegen X (x, — %) = 0 ist
auch X 4, = 0. Ubrig bleibt
L3
#p = EETW-&! (@; — &) a;.
In dieser Formel ist
1 £ 7t = 3 %
A0y =Tl —ndt =35 -2 =® —1)s2

Damit ergibt sich (101.5). Die Formel (101.6) folgt sofort durch Bin-
setzen von 1; in (101.10). Damit ist der Satz 101.1 bewiesen.
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Satz 101.2. Unter der Voraussetzung in Abschn. 98 hat
B —p
VA
mit A und B gemdft (101.4) bzw. (101.1) eine t-Verteilung mit n — 2 Frei-
heitsgraden.
Beweisskizze. Gemidll Satz 71.2 und 101.1 ist

(101.11) T =)

By, aslw—1
W=—Zk_ (g gt

normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1. Die Variablen
W und U = A4/¢* sind unabhingig, und U hat eine Chi-Quadrat-Ver-
teilung mit n — 2 Freiheitsgraden. Diese Aussage, die wir nicht be-
weisen, dhnelt dem Satz 73.1. Sie wird plausibel, wenn man bedenkt,
daB a, der beobachtete Wert von 4, dem Wesen nach (von einem kon-
stanten Faktor abgesehen) der Stichprobenvarianz im Falle einer ein-
zelnen Zufallsvariablen entspricht. Da man n — 2 Freiheitsgrade
(statt n — 1) erhilt, wird plausibel, wenn man beachtet, daB fiir
n =2 stets a = 0 gilt, weil ja eine Gerade durch 2 Punkte bestimmt
ist. Also erfiillt W/ I,"Ef;l?(n — 2) die in Abschn. 62 genannten Voraus-
setzungen (mit » — 2 statt n), hat also eine ¢-Verteilung mit n — 2
Freiheitsgraden. Diese Variable ist aber mit 7, in (101.11) identisch,
wie man leicht nachrechnet. Damit ergibt sich der Satz 101.2.
Auf diesen Satz griindet sich die Vorschrift in Tab. 98.1. Aus
Pl—c=T =c)=Fl) — F(—c) =y

und der Symmetrie der {-Verteilung folgt (98.2). Setzt man (101.11)
in —e¢ =T = ¢ ein, verwandelt man das Resultat in eine Unglei-
chung fiir § und ersetzt man schlieBlich 4 und B durch die beobach-
teten Werte @ bzw. b, so ergibt sich (98.4).

Der Satz 101.2 bildet auch die Grundlage des Tests im vorigen Ab-
schnitt. In der Tat ist (100.2) ein beobachteter Wert von (101,11) mit
p = f;- Die Wahrscheinlichkeit, daB diese Variable irgendeinen Wert
grofer als ¢ annimmt, ist im Falle der Richtigkeit der Hypothese
gering. Dies sicht man aus (100.1), denn 1 — a* ist grof, weil «* klein
ist. So wird die Entscheidung in Tab. 100.1 verstindlich.

Die in Tab. 99.1 angegebene Vorschrift folgt aus dem

Satz 101.3. Unter der in Abschn. 98 g ten Vor tzung hat die
Zufallsvariable

(101.12) 7 =0 @f”l—%}:—“
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[mit 4, B, ¥ und h gemdf (101.4), (101.1), (101.2) bzw. (99.3)] eine
t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden.

Bewcisskizze. GemiB Satz 71.1 ist ¥, 4 - - - ¥, normalverteilt
mit dem Mittelwert

2 B+ %) =z + nx

und der Varianz no® Also ist ¥ gemiB Satz 71.2 normalverteilt mit
dem Mittelwert §Z + » und der Varianz o2fn. Wegen Satz 71.2 und
1011 ist (x — %) B normalverteilt mit dem Mittelwert (v — ) f und
der Varianz
gl — &)
(n—1)s2"

(x — %) B und ¥ sind unabhingig, wie wir ohne Beweis angeben.
GemiiB Satz 71.1 ist dann

(101.13) Y=(z—%B+7T
normalverteilt mit dem Mittelwert

(x—f)ﬁ+ﬁ§+x.-=zﬁ+x=‘u
und der Varianz

5 (x — %)° ot
Loy 8 Ot eate
{101.14) e n—T)eg -+ 5 ko

mit A* gemif (99.3). Also ist

g Y—p (z—2BL+ Ty

S T ha

normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1. Wie schon
gesagt wurde, hat U = Afs? eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n— 2
Freiheitsgraden. Z und U sind unabhéngig, wie wir ohne Beweis an-
geben. Also hat der Quotient i

_ Z (g =B+ Y —pu

VUj(n — 2) ho [/ Ajo®(n— 2)
eine {-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden (vgl. Abschn. 62). Dieser
Quotient ist aber gerade mit 7', in (101.12) identisch. Damit erhalten
wir den Satz 101.3.

In Tab. 99.1 ergibt sich (99.2) ganz entsprechend, wie dies fiir (98.2)
oben erliutert wurde. (99.4) ergibt sich, indem man (101.12) in
—¢ =T, = c cinsetzt, dies in eine Ungleichung fiir » verwandelt und
dann 4, B und ¥ durch a, b, bzw. i ersetzt (vgl. Aufgabe 101.3).
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Aufgaben zu Abschnift 101

101.1 Aus — ¢ = T, = ¢ gewinne man (98.4) auf die im Text angegebene
Weise.

101.8 Man gewinne (99.4) auf die im vorliegenden Abschnitt angegebene
Weise aus —e = T, = e

102 Regression und Varianzanalyse

Wir wollen uns iiberlegen, daB man die Methoden der Varianzana-
lyse auch bei Regressionsproblemen anwenden kann.
Hierzu schreiben wir jeden Wert #, in einer vorgegebenen Stichprobe
(21, #1)s - - -5 (2, 3,) in der Form (vgl. Abb. 102.1)
(102.1) Y=ty +d,
d; ist hierbei der vertikale Abstand des Stichprobenwertes (x;, y,)
von der Regressionsgeraden [vgl. (94.3)]
y —F=0b(x —%).
Weiterhin ist Vil )
y* =ble — ).

Stichprobenwert {1, ;)
i ¥
d; {Itmgmimlsgenulu

i
| *
= ¥
t

x x

Abbildung 102.1. Zu Formel (102.1)

Die Summe der Quadrate der d, bezeichnen wir mit g,. Diese Grofe
¢y ist mit a in (94.2), bezogen auf die Regressionsgerade, identisch.
Aus (96.4) folgt demnach

L

s =(2'Idiz =(n — 1)8°% — (n —1) b2
Den ersten Summanden auf der rechten Seite bezeichnen wir mit g
und den letzten mit ¢;. Dann gilt also
(102.2) g =q; + qa
und wegen (96.3) und (94.5) ist dabei

" n 1 . 2
= ¥ - =Xy —— v
(102.3a) 9= 30 -9 = vt —(3v)
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und

2
(102.3b) q1=(n——lﬂﬁﬁ2=(n-—1)$?.

b\

¢, hingt nur von b ab, hat also nur 1 Freiheitsgrad. ¢ hat n — 1 Frei-
heitsgrade, wie wir aus Abschn. 8 wissen, und ¢, = ¢ — ¢, hat demnach
n — 1 — 1 =mn — 2 Freiheitsgrade. Der Zerlegung (102.2) entspricht
die Tab. 102.1.

Tabelle 102.1. Schema der Varianzanalyse zur Zerlegung (102.2)

Variation Freiheits- | Quadrat- | Durchschnitts-
" grade summe quadrat
Auf der Regression 1 G q
Abweichung von der
ey n—2 % 2 — 2)
Insgesamt n—1 q

Tab. 102.2 enthélt die Vorschrift fiir einen Test, der anf der Zer-
legung (102.2) beruht. Trifft die Hypothese § = 0 zu, so ist v, ein
beobachteter Wert einer Zufallsvariablen, die bei Giiltigkeit der Vor-
aussetzung in Abschn. 98 eine F-Verteilung mit (1, n — 2) Freiheits-
graden hat. Der Beweis éihnelt dem in Abschn. 90.

Tabelle 102.2, Test der Hypothese f = 0 gegen die Alternative f# & 0
{f = Regressionskoeffizient der Grundgesamtheit) bei Giiltigkeit der in
Abschn. 98 gemachten Voraussetzung

1. Schritt. Aus der gegebenen Stichprobe (z, 1), .. ., (., %)
berechne man ¢ und ¢, gemifl (102.3), sodann g, = ¢ — ¢; und
T
Yy == et
° gln —2)
2. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl & (5% oder 1%).
3. Schritt. Man bestimme die Zahl ¢ aus

PV =c)=1—«a
und der Tafel 9a bzw. 9b der F-Verteilung mit (1,7 — 2) Frei-
heitsgraden (s. Anhang 5). Ist v, = ¢, so wird die Hypothese f = 0
angenommen. Ist ¥, > ¢, so wird sie verworfen, und man nimmt
an, daB g + 0 ist.
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Belspiel 102.1. Man teste die Hypothese f = 0 unter Benutzung der Stich-
probe in Tab. 100.2. Dabei nehme man an, daf die in Abschn. 98 angegebene

Voraussetzung gilt.
1. Schritt. Aus Tab. 100.2 erhalten wir

4= = -,1;{.‘5‘ ya)F = 120,36
Wir diirfen auch Tab, 100.3 verwenden (warum ?) und erhalten einfacher
o 1 ¢ v
g=g*= 3y~ —(Ty)F = 234 — 55 50° = 120,30.

Weiterhin wird (vgl. Beispiel 100.1)

21 sl d 112,08
g =21 — =8, un = g — g, = 112,08,
4 16,828 &=t
g, stimmt mit @ in Beispiel 100.1 fiberein. Damit ergibt sich (vgl. Tab. 102.3)
8,28
Yo = 5 e = 1,48.

2. Schritt. Wir withlen & = 5%,
3. Schritt. Aus Tafel 9a entnehmen wir bei (1, 20) Freiheitsgraden als Lo-
sung der Gleichung
PV =¢) =095

den Wert ¢ — 4,35. Da v, = ¢ ist, nehmen wir die Hypothese an, wie in Bei-
spiel 100.1,

Tabelle 102,83, Zum 1. Schritt des Tests in Beispiel 102.1

Variation Freiheits- | Quadrat- | Durchschnitts-
grade summe quadrat
Auf der Regression 1 8,28 8,28
| bweick von der Regressi 20 112,08 5,60
| Insgesamt 21 | 12036

Aufgaben zu Abschnitt 102

102.1—102.5 Man wende den im Text erlauterten Test der Hypothese
f = 0 unter Benutzung der folgenden Stichprobe an:

% x |—1 l 0 1 0 ] 1
=

J x |___-1 | 0 '] 4 (%} AL
102.2 7 l = | " | ;
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102.8 Parallelititsfehler y (= Winkel zwischen den Gesenkmittelachsen) in
einem Fallhammer mit St fithrungen in Abhiingigkeit vom Umformweg x
(D. WaterManN, Werkstattstechn. 58, 1963, 419)

|__:c [mm] ¥ [mm/fm]

i 12 8 9 10 11
13 9
14 10 13
18 10 12 15

102.4 Die Stichprobe in Aufgabe 100.2.
102.5 Die Stichprobe in Aufgabe 09.4.

103 Test der Linearitit der Regression

Bisher haben wir die Annahme gemacht, dal die jeweils betrachtete
Regression linear ist. In vielen Fillen wird das zutreffen. In anderen
Fillen wird man aber im Zweifel sein und méchte dann die genannte
Annahme testen. Wir wollen zeigen, daB man dies mit Hilfe der Me-
thode der Varianzanalyse tun kann.

Hierzu fassen wir in einer Stichprobe (zy, 1), . . ., (%, ¥,) jeweils
alle diejenigen y-Werte gruppenweise zusammen, fiir die das zugehérige
x denselben Zahlenwert hat. Beispielsweise kénnen wir also im Fall
der Stichprobe

(1,56) (2,6) (1,4 (4,11) (L6) (210) (47)
drei Gruppen bilden und

(1,4 (1,5 (L 6) z=1 y=405,6
(2.6) (2, 10) oder noch kiirzer r=2 y=8610
(4,7 (4 11) =4 y=711

schreiben. Fiir jede Gruppe berechnen wir den Mittelwert und schlieBen
dann folgendermaBen:

Ist die Regression linear, so miissen die genannten Mittelwerte
niherungsweise auf einer Geraden liegen, und zwar ,,verhdltnisméaBig
genan'’. Das heifit, ihre Abweichung von der Regressionsgeraden darf
nicht zu groB sein im Verhiiltnis zur Abweichung der Werte einer Gruppe
von ihrem jeweiligen Mittelwert. Es kommt also darauf an, daB das
Verhiltnis

Abweichung der Mittelwerte von der Regressionsgeraden
Abweichung der y-Werte vom zugehiorigen Mittelwert der Gruppe
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nicht zu groB ist. Ist das Verhdltnis niimlich groB, so muB der Zihler
grol} sein, verglichen mit dem Nenner. Das heiBt, dann weichen die
Gruppenmittelwerte stark von der Regressionsgeraden ab, obwohl die
Werte innerhalb jeder Gruppe nur wenig vom Gruppenmittelwert ab-
weichen, also wenig streuen, also nur geringe Zufallsabweichungen
zeigen. In einem solchen Falle ist dann die Annahme oder Hypothese,
daf} lineare Regression vorliegt, zu verwerfen.

Diesen Gedankengang miissen wir nun in Formeln kleiden. Dazu
brauchen wir zuerst einmal geeignete Bezeichnungen: Es sei (bzw.
seien)

n  der Stichprobenumfang,

r  die Anzahl der Gruppen, also die Anzahl der zahlenmiBig verschie-
denen z-Werte in der Stichprobe,

Ty, @y oo, Ty ...,k die genannten x-Werte,

n; die Anzahl der y-Werte in der i-ten Gruppe, also die Anzahl der
y-Werte in der Stichprobe, fiir die x = ; ist,

Yits Yims - - +» Yigo - - - die y-Werte in der i-ten Gruppe, wobei also der
erste Index die Gruppe bezeichnet und der zweite die Nummer
des y-Wertes in der Gruppe,

§; der Mittelwert der y-Werte in der i-ten Gruppe,

i der Mittelwert aller y-Werte in der Stichprobe.

Natiirlich ist

A+ dn =mn

Weiterhin ist

(103.1) Eizﬂ%;}‘l?ﬁ =n£‘_(?.-‘i1 + Yo i )
und

103.2 g s
(103.2) b’—-’;mmyﬁ—;‘%‘ﬂiyﬁ-

Die gewiihlten Bezeichnungen dhneln denen in Abschn. 88, aber statt
x steht nun y.

Beispiel 103.1. Bei der obigen Stichprobe ist n =7, r = 3, n; = 3, n, = 2,
1y = 2, sowie

= ik fi 1 = 1
y.=—3—f4+5+ 6) =5, F=5(6+10)=38, !v‘a=?{?+1”=9

und
P A+ 54+ 6+641047411) =17,

Die Stichprobe kénnen wir auch in der Form der Tab. 103.1 anordnen und die
Mittelwerte gleich mit eintragen.
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Tabelle 108.1. Zu Beispiel103.1 Regressionsgerade
| M
Zeilen- |
i | My S PR
1134 5 6 15 5
212|810 16 8 x1
412|714 18 a Abbildung 108.1. Zu Formel (103.3)

Nun kommt die Zerlegung der Quadratsumme
(103.3) =3 ¥ —ne
Hierbei ist (siche Abb. 103.1)

17, =F + blz; —3).
Wir zerlegen ¢ in zwei Bestandteile ¢, und gs,
(103.4) = q1 + o

Dabei rithrt ¢, von der Streuung der Mittelwerte 7, um die Regressions-
gerade her und hat die Form

(103.5) = Zn (G — )
Der zweite Bestandteil stammt von der Streuung innerhalb der Grup-
pen unserer Stichprobe und hat die Form

(103.6) @=2 30— 5

Der Beweis dieser Zerlegung éhnelt dem in Abschn. 90 und sei dem
Leser iiberlassen (s. Aufgabe 103.1). Der Zerlegung entspricht die
Tab. 103.2. Unser jetziges ¢ in (103.3) enthilt die Abweichungen von
7; und nicht wie ¢ in Abschn. 88 die Abweichungen von 3. Dadurch
scheiden wir die Variation infolge der Regression aus. Wir verlieren
dabei jeweils einen Freiheitsgrad. So ergeben sich die Freiheitsgrade
in Tab. 103.2.

Tabelle 103.2. Schema der Varianzanalyse zur Zerlegung (103.4)

Freiheits- | Quadrat- | Durchschnitts-

Vi grade summe quadrat
Mittelwerte um die

Regression e @ altr —2)

Innerhalb der Gruppen| #n —r T Gof(n — 1)

Insgesamt n—2 q
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Die Zerlegung (103.4) kann man dazu benutzen, um zu testen, ob
die Regression als linear angesehen werden darf. Tab. 103.3 enthiilt
die zugehorige Anweisung. Ist die Hypothese richtig, so ist (103.7)
ein beobachteter Wert einer Zufallsvariablen V, die unter der Voraus-
setzung in Abschn. 98 eine F-Verteilung mit (r — 2, n — r) Freiheits-
graden hat. Dies ergibt sich dhnlich wie in Abschn. 90. Damit wird die
Entscheidung in Tab. 103.3 verstiindlich.

Tabelle 108.8. Test der Hypothese, daB die Regression linear ist, unter der Vor-
aussetzung, dall ¥ fiir jedes feste X = x normalverteilt ist, wobei die Varianz
nicht von X abhingt

1. Schritt. Aus der gegebenen Stichprobe berechne man ¢ und g, |
gemiil (103.3) [oder (96.4)] bzw. (103.5), sodann ¢, = ¢ — ¢, und
o qif(r —2)
103.7 Yy == 3
R » " qfm =)
2. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl & (5% oder 1%).
3. Schritt. Man bestimme die Lisung ¢ der Gleichung
P =) 1
aus der Tafel 9a bzw. 9b der F-Verteilung mit (» — 2, n — r) Frei-
heitsgraden. Ist v, = ¢, so wird die Hypothese angenommen. Ist
¥y > ¢, s0 wird sie verworfen.

DaBl man beim 1. Schritt auch (96.4) heranziehen kann, kommt
daher, daB ¢ mit @ (bezogen auf die Regressionsgerade) in (94.2) iden-
tisch ist.

Wird die Hypothese angenommen, so bedeutet das natiirlich kei-
neswegs, daB eine Gerade die einzige mégliche oder die beste mit den
Beobachtungen vertriigliche Regressionslinie ist. Wird die Hypothese
verworfen, so bedeutet dies, daBl man die Regression beim besten Wil-
len nicht mehr als linear ansehen kann (abgesehen von der Irrtums-
maoglichkeit, die jedem Test innewohnt, wie wir wissen).

Beispiel 103.2. In Beispiel 100.1 und 102.1 hatten wir die Regression als

linear angesehen. Diese Annahme kénnen wir nun nachtriglich mit Hilie
unseres Tests rechtfertigen:

1. Schritt. Aus Beispiel 100.1 folgt ¢ = a = 112,1. Aus der Tab. 100.3 er-
gibt sich die Tab. 103.4. Hierbei ist. [vgl. (100.3) und (100.4)]

¥ = y*(x*) = 0,531 x,* 4 1,535.
19 Kreysaig, Methoden
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Die y,* hiangen mit den y, durch die Nullpunktsverschicbung (100.8) zusam-
men. Deshalb ist in (103.5) einfach

Fo— o= 5% — n*.
So ergibt sich aus Tab. 103.4 der Wert g, = 47,2, Gemif (103.4) folgt hieraus
G —q —gq =121 — 47,2 = 64,0

und weiterhin aus Tab. 103.5 der Wert v, = 9,4/4,3 = 2,2,

2. Schritt. Wir wiihlen die Signifikanzzahl & = 595.
3. Schritt. Fiic (5, 15) Freiheitsgrade liefert die Tafel 9a als Lisung der
Gleichung :
P(V <c¢) =1 — 0,056 — 0,95

den Wert ¢ = 2,80. Es ist v, < ¢. Wir nchmen deshalb die Hypothese an,

Tabelle 108.4. Zum 1. Schritt in Beispiel 103.2

! Yus* | B | i ! :* | (7:* = %) | (7% — ,%)®
i 1 2 J 1,000 1,535 0,286 0,572
0 2 4 3 2,000 1,688 0,097 0,291
14 2 3 |4 ] 4,750 1,841 0,008 0,032
0 Al g g 2,000 1,994 0,000 0,000
0 0 2 3 0,667 2,607 3,764 11,292
1 6 7 8 4 5,500 2,013 6,693 26,772
1 2 | 2 1,500 3,525 4,101 8,202
Summe 47,161
Tabelle 108.5, Scl der Vari lyse in Beispiel 103.2
Ao Freiheits- | Quadrat- | Durchschnitts-
grade summe quadrat
Mittelwerte um die Regression 5 47,2 9.4
Innerhalb der Gruppen 15 64,9 4,3
Insgesamt 20 | 1124

Aufgaben zu Abschnitt 103
108.1 Man beweise die Zerlegung (103.4).
103.2 In Beispiel 103.2 berechne man g, zur Kontrolle direkt.

103.8—108.5 Unter Benutzung der gegebenen Stichproben teste man jeweils
die Linearitit der Regression. Dabei nehme man an, dall die in Tab. 103.3
genannte Voraussetzung erfiillt ist.
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1088z [ Ly 1084 x| .y 1085 = | g
o | a2 2| 60 64
1| 0 2 25 a 7 il 171 176
2 | 1 il 3 | 9 13 10 242 245
4 | 8 12 4 10 14 15 208 304
o | 11 13 20 | 345 351

25 383 388

In Aufgabe 103.5 ist = die Stromstirke [in mA] und y die Leuchtdichte
[in willkiirlichen Einheiten] bei einem Kanalstrahlrohr. (R. GEBAUER und
E. Krevszio, Zeitschr. f. Physik 185, 1953, 349—360.)

104 Nichtlineare Regression. Prinzip der kleinsten
Quadrate

In Abschn. 94 haben wir gesehen, wie man zu einer Stichprobe
(2, 91)s -« oy (@ y,) diejenige Gerade

yle) =bx + &

bestimmt, fiir die die Summe
(104.1) a = .11 [v; — (=)

der Quadrate der vertikalen Abstéinde ein Minimum ist. Nach dem ent-
sprechenden Verfahren kann man statt einer Geraden ebensogut eine
gekriimmte Kurve, etwa gegeben durch

(104.2) y(x) = by + by + - - -+ b2
bestimmen, wenn dies in einem praktischen Fall angezeigt erscheint.
Hierzu berechnet man die n Werte

Yyl = b + by + - - - A b”
und setzt diese in (104.1) ein, a hat fiir diejenigen Werte by, by, ..., b,
ein Minimum, fiir die
éa éa éa
7, 0 z:!—“|)1=[}, i e
ist. Diese m <+ 1 linearen Gleichungen in den m + 1 Unbekannten
bgy + > b,, heillen die Normalgleichungen. Thre Lisung gibt die ge-
suchten Werte der Koeffizienten in (104.2). Theoretische Schwierig-
keiten bestehen nicht. Praktisch kann das Lgsen dieser Gleichungen
natiirlich oftmals noch erhebliche Rechenarbeit verursachen., Ein
wichtiges Verfahren zur Losung eines solchen Gleichungssystems ist
der sogenannte Gaubsche Algorithmus, ein systematisches Elimina-

14%

0

(104.3)

=1,
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tionsverfahren, das wir nachstehend an einem Beispiel (Beispiel 104.1)
erldutern.
Im Falle einer Parabel
(104.4) y(x) = by + by + ba®
ist
ylx) = by + bz, + bzt
Dann gewinnt (104.1) die Gestalt

n
(=S ‘.gl (#: — bo — by — bom?).

Hieraus ergibt sich durch Differentiation

oa

o=~ 23— b — b — b = 0

2a

—=—2X z(y; — by — bw; — b)) =10

7,

gbﬂ o
2

Das sind 8 lineare Gleichungen mit den 3 Unbekannten b;, b, und b,.
Diese Normalgleichungen konnen wir in der folgenden Form schreiben:
bon + b B, + b Xaxl=Xy,
(104.5) by X, +b Tap+ b, Xad= Ty,
LhExr+ b Xap+b, Tat=Xaly,

Tabelle 1041 Fre le Sterblichkeit von Neugeb en (Sck schafts-

dauer 280—289 Tage post menstr.) in Abhiingigkeit von der Kérperlinge bei
der Geburt (H. Hosemaxx, Die Naturwiss. 87, 1950, 410)

Korperlange

= Anzshl Davon | Sterblichkeit

Klassen- Hassen: | Neugeborener | oo y;rhon [%)]
i mittelpunkt | jn der Klasse “

intervall

z; [em]
46—49 475 124 14 11,29
4952 50,5 1255 13 1,04
52—55 53,5 3149 28 0.89
55—58 56,5 1441 31 2,15
58—81 59,5 175 16 9,14

Belspiel 104.1 (Sterblichkeit Nengeborener in Abhiingigkeit von der Kirper-
liinge). Stellt man die Werte der gruppierten Stichprobe in Tab. 104.1 graphisch
dar, so erhiilt man die Abb. 104.1. Daraus sicht man, dafl es naheliegt, die
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Regression der Sterblichkeit y bezliglich der Kérperlinge 2 durch eine Parabel

zu beschreiben, Die Koeffizienten dieser Parabel (104.4) erhalten wir durch Auf-
stellen und Lésen des Gleichungssystems (104.5).

Tabelle 104.2. Zu Beispiel 104.1

| x* =, — 53,5 | x,* | i o |[Anzahl| ¥, Eooal VN R T
—8 36 | —216 | 1206 | 124 | 11,20 | —87,74 | 405,44
] 9 | — 27| & | 1255 | 1,04 | —342| 936
0 o o 0| 3149 | 0,89 0 0
3 LU T 81 1441 2,15 6,45 19,35
; 6 36 | 218 | 1206 | 175 | 9,44 | 5484 320,04
yinl |
10 |-
5 =
0L 1
45 a0 EH L]
x [em] —e-

Abbildung 104.1. Die Stichprobe in Tab. 104.1 und die Parabel (104.9)

Die Rechnung wird bequemer, indem wir
;= x* 4+ 53,5 (also x* = x; — 53,5)

setzen. Wie wir wissen, denkt man sich bei einer in Klassen eingeteilten Stich-
probe die Stichprobenwerte jeweils im Kl ittelpunkte liegend. Aus
Tab. 104.2 erhalten wir demnach

Sa* =124 (—86) + 1255 (—38) 4 1441 -3 + 175 6 = 864

Xa*=124-36 + 1255-9 < 1441 -9 4 175+ 36 = 35028

XM= 124 - (—216) 1255« (—27) + 1441 - 27 + 175 216 = 16038

XM= 1241206 + 1255 - 81 + 1441 - 81 4 175 - 1296 = 603880

denn die Stichprobe besteht aus n = 6144 Wertepaaren, in denen man sich
nach der Klassenbildung @,* = —6 genau 124mal, #,* = —3 genau 1255mal,
., #,* = 6 genau 175mal vorkommend denkt. Entsprechend wird

Sy, =124 11,20 + 1255 - 1,04 + - - - = 10205,42
Iaty =124 (—6) - 11,20 + 1255+ (—3) + 1,04 4 -+ = 6576,09

XMy, = 12436 - 11,20 - 12559+ 1,04 + -+ - = 147610,71.
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Die Normalgleichungen (104.5) lauten also im vorliegenden Falle
(a) 6144 b, -+ 8BB4 b, + 350285, = 1020542

(104.6) (b) 864, + 35028b, + 16038b, = 6576,09
() 35028 b, + 16038 b, + 605880 b, = 147610,71.

Dieses Gleichungssystem lisen wir mit Hilfe des Gaullschen Algorithmus, der
folgendermaBen verlduft:

1. Schritt. Elimination von by aus (104.6b) und (104.6¢). Um b, aus (104.6b)
zu eliminieren, multiplizieren wir (104.8a) mit 864/6144. Dies ergibt

864b, + 121,5000, 4 4925,813b, = 1435,137.
Diese Gleichung subtrahieren wir von (104.6b). Wir erhalten
(104.7a) 34906,500b, 4+ 11112,1876, = 5140,953 .

Nun eliminieren wir &, aus (104.6c). Hierzu multiplizieren wir (104.6a) mit
35028/6144. Dies ergibt

350285, + 4925,8135, + 199700,648b, = 58182,853.
Diese Gleichung subtrahieren wir von (104.6¢). Wir erhalten
(104.7h) 11112,187h, + 406179,3520, = 89427,857.

2. Schritt. Elimination von by aus (104.7b). Um b, aus (104.7b) zu eliminieren,
multiplizieren wir (104.7a) mit 11112,187/34906,500. Dies ergibt

11112,1878, + 3537,4708, = 1636,579.
Diese Gleichung subtrahieren wir von (104.7b). Wir erhalten
(104.8) 402 641,8826, = 87701,278.
Sehlufschritt. Losung des Gleichungssystems
{104.6a) 6144,000 b, 864,000 b, + 35028,000 b, = 10205,420
(104.7a) 34906,500 b, + 11112,187b, = 5140,953
(104.8) 402 641,882 b, = 87791,278.

Jede Lasung dieses Gleichungssystems ist eine Losung des Systems (104.6) und
umgekehrt, wie man sich auf Grund der Herleitung tiberlegt. Wir zeigen nun,
daf unser neues System eine eindeutige Losung hat. Aus (104.8) folgt
87791,278
by = Eﬁﬁ’lﬂ'—SSE = 0,218038.
Setzen wir dies in (104.7a) ein, so erhalten wir
1 ;1 _—
b = grg0575 (P140.953 — 11112,1875,) = 0,077867.

Setzen wir dies und b, in (104.6a) ein, so ergibt sich

|

by = (10205,42 — 864 b, — 35028 b,) = 0,407016.

6144
Die gesuchte Parabel hat also die Darstellung
y = 0,407 + 0,0782* |- 0,2182*2,
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s

Indem wir z* = » — 53,5 einset und hen, folgt
{104.9) y = 620,205 — 23,248 4 0,218x%.
Abb. 104.1 zeigt diese Parabel.

Aufgaben zu Abschnitt 104
104.1—104.7 Unter Ben g der folgenden Stichproben bestimme man
jeweils die Parabel (104.4) nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate und stelle
diese Parabel und die Stichprobenwerte graphisch dar.
=] oo

104.1 Y I ]' or |l 2
1 ] e
102 [ [ | e

104.8 Zugkraft y [kg] eines Graders mit Zehnganggetriebe im 1. Gang in
Abhiingigkeit von der Geschwindigkeit @ [km/Std.] (E. F. WaHL, Stralien- u.
Tiefbau 17, 1963, 879)

z | 14 | 48 | 23 | 80 | 40
["7400 | 7500 | 7600 | 7500 | 7200

104.4 Zur Feuchtigkeitsmessung von GieBereiformsand mit einer Szintilla-
tionssonde (CZ-Szintillator, Po-Be-Quelle): Anzahl y geziihlter Impulse/min in
Abhiingigkeit von der Sanddichte z [g/fem?] bei konstanter Feuchtigkeit (8%
Wasser) (R. SciroLier u. H. S11EDE, Kernenergie 6, 1963, 224)

109 1,36 | 1.44 | 1,60 | 1,65
1,95 | 158 | 188 | 1,85 | 223 | 2.38
104.5 Durchschmttskurve der Al-'.l.ien einiger groBer amerikanischer Kon-
zerne im Jahre 1062 [Dow-Jones Average, Industrials, etwa vereinfachte
Werte]. Monat 1 = Januar usw.
Monac|1|253|4|5|s|7|819|10|11;12
Kurs | 730 | 720 | 720 | 720 | 680 | 630 | 580 | 580 | 600 | 600 | 580 | 630
104.6 Geburtsgewicht # [g] und Sterblichkeit y [%] von Neugeborenen
(H. HosEmaxn, Die Naturwiss. 87, 1950, 411)

Geburtsgewicht bl
e Nw“;:;‘;r’mr Davon | Sterblichkeit
.Kmssen‘ mittelpunkt in-dor Klasse gestorben v 1%]
intervall i
2 [g] i)
2000—2500 2250 92 11 | 11,98
2500— 3000 2750 769 13 1,69
3000—3500 3250 2580 3 1,20
3500—4000 3750 2074 25 1,21
4000—4500 4250 511 10 1,96
45005000 4750 a0 4 4,44
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104.7 Reaktionszeit y [aeo] von Schichtarbeiterinnen bei taktgebundener
einformiger Arbeit in Abhingigkeit von der Zeitd 2 [Std.] der Arbeit
(M. HatpER, Sichere Arbeit 1963, 14. Die Schicht dauerte 7 Stunden. Beim
Aufleuchten einer kleinen Signallampe hatte die Versuchsperson eine FuBtaste
zu driicken. y ist die Zeit zwischen dem Aufleuchten und der Betiitigung der
Taste).

ot | S et e 2 | s e G |
[ 150 [ 148 | 175 | 1,65 [ 172 | 1,55

104.8 Untergliedert man FlieBbandarbeit zu stark, so dal die Verweilzeit
des Werkstiicks je Arbeitsgang zu kurz wird, so besteht die Gefahr des Anwach-
sens der unproduktiven Arbeit, wie die Daten aus Chicagoer Radio- und Fern-
sehiabriken zeigen (M. D. Kinerincg, Journ. Industr. Eng. 12, 1064, 156). Man
bestimme die Parabel (104.4). Bei welchem z-Wert liegt deren Scheitel ?

Verweilzeit 2 [min] | R0} 6 e e A T

Nicht produktive Zeit ¥ [%] | 56 | 44 | 39 | 39 | 42 | 45

104.9 Man bestimme die Form der Normalgleichungen im Falle eines Poly-
noms

= by + bz - byt | byad.
104.10 Fiir die Stichprobe in Aufgabe 104.2 bestimme man das Polynom
3. Grades (vgl. Aufgabe 104.9) nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate.

105 Test hei nichtlinearer Regression

Den in Abschn. 103 beschriebenen Test der Linearitdt kénnen wir
sinngemif auch bei nichtlinearer Regression anwenden. Dabei an-
dert sich lediglich die Anzahl der Freiheitsgrade: In Tab. 103.3 hatte
die F-Verteilung (r — 2, n — r) Freiheitsgrade. Nun hat sie (r —m — 1,
n — r), wobei m der Grad des verwendeten Polynoms ist [vgl. (104.2)].

Es geniigh, den Test an einem Beispiel zu erliutern.

Beispiel 105.1 (Vergriilerungszahl eines terrestrischen Fernrohrs). Blickt
man mitdem einen Auge durchein einfiugiges Fernrohr nach einer vertikalen MeB-
latte und mit dem anderen Auge direkt auf die Latte, so kann man vergleichen,
welche Strecke mit blofem Auge so grofi erscheint
wie eine Strecke der Liange 1 em im Fernrohr. Das

Langenverhiiltnis beider Strecken bezeichnen wir
mit y und nennen es die Vergroferungszahl.

Tabelle 105.1.
Zu Beispiel 105.1

2, [m] Yes Tab. 105.1 zeigt, dal y von der Entfernung =
(in Metern vom Auge des Beschauers ab gemessen)

3 28,7 30,1 abhingt. Fir 5 hied Entfer gen wurden

5 28,1 27,8 je 2 Messungen gemacht (Werte aus dem Physi-

7 27,4 26,9 kalischen Institut der Technischen Hochschule
10 26,0 26,2 Graz, Direktor Prof. Dr. R. GEBAUER). Die beiden
14 25,56 25,2 Messungen differieren jeweils etwas voneinander,
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obwohl y in streng kauvsaler Weise von z abhiingen muB. Sie sind, wie wir sagen,
mit einem Megfehler behaftet. Dieser wird durch kleine unkontrollierbare und
deshalb als zufillig ar hende Storeinfliisse auf die Messung hervorgerufen.
Auf den Begriff des Meffehlers gehen wir in Kap. 19 noch ausfihrlich ein.
Zeichnen wir unsere MeBwerte als Punkte in der xy-Ebene auf, =0 sehen wir,
daB die Regression der y-Werte bezliglich der z-Werte ofl'cnbar nicht hneur ist.
Diese Vermutung bestitigt man, indem man die Reg le b
und auf diese den in Abschn. 103 beschriebenen Test anwcndcl.
Bestimmen wir die Regressionsparabel (104.4), so ergibt sich (s. Abb. 105.1)

(105.1) y = 32,450 — 1,021 + 0,03722.
} 30
Y
25
L L L n 1 " " n i 1 L |
0 5 10 15
N —-

Abbildung 105.1, Melwerte und Regressionsparabel in Beispiel 105.1

Tabelle 105.2. Rechnung zu Beispiel 105.1

& 0,0872 | 1,02z, | n* = y*@) | v® = yu— 25 [ 7t L(FE— )t
3| 0,333 3,063 4,72 4,7 51 4,90 0,032
5 0,925 5,105 3.27 31 2.8 2,95 0,102
7 1,813 7,147 2,12 247 19 2,15 0,001
10 3,700 10,210 0,04 1,00 1.2 1,10 0,026
14 7.252 14,284 0,41 0.5 02 0,35 0,004

Summe 0,165

Wir wollen die Hypothese testen, daf diese Parabel als Regressionskurve
gewiihlt werden darf. Dabei setzen wir voraus, daB die y entsprechende Zufalls-
variable ¥ fiir jedes feste X = x normalverteilt ist, wobei die Varianz nicht
von # abhiingt.

1. Schritt, Fiir die bequemeren Werte
Yot =Yy — 25
hat die Parabel (105.1) die Darstellung
(105.2) y* = 7,450 — 1,024 4 0,037,
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Tab. 105.2 zeigt die notwendige Rechnung. Wegen n, = 2 erhalten wir
g, = 20,165 = 0,330.
Aus (103.6) folgt weiterhin

Gl 2
> 3 (gt — 5 = 0,315.

fem

im=

] 21
=X X y— k=
=] fm]

-
=

Wir legen nun die Tab. 105.3 an. Aus dieser und (103.7) folgt
Vo =

2. Sehritt. Wir withlen die Signifikanzzahl « = 59,

3. Schritt. Esistr = Sundm = 2, alsor — m — 1 = 2. Fiir (2, 5) Freiheits-
grade hat die Gleichung

P(V =¢)=1—0,05=0,95

[vgl. Tab. 103.3] gemil Tafel 9a die Lisung ¢ = 5,79.

4. Schritt. s ist v, = 2,62 < ¢, und wir nehmen die obengenannte Hypo-
these an.

Wiederum ist damit keineswegs gesagt, dall die Parabel die einzig migliche
Regressionskurve in dem betrachteten Intervall 3 < 2 = 14 ist. Und es ist
ebenso wenig etwas dariiber gesagt, ob diese Parabel oder eine andere Parabel
die Regression auch auflerhalb des genannten Intervalls verniinftig beschreibt.

Tabelle 105.8. Schema der Varianzanalyse in Beispiel 105.1

Variation Freiheits- | Quadrat- | Durchschnitts-

grade summe quadrat |

2! |

Mittelwerte um die Regression 2 i 0,330 0,165 |
Innerhalb der Gruppen 5 | 0,315 0,063 |
el L et rl

Insgesamt | 7 | 0,845 I. |

Aufgaben zu Abschnitt 105
105.1 Fiir die gegeb Stichprobe (Temperatur y [ °C] eines Thermometers

in Abhéngigkeit von der Zeit x [sec]) bestimme man die Parabel

y = by + byx L bya?
nach der Methode der kleinsten Quadrate. Man teste die Hypothese, dal diese
Parabel als Regressionskurve gewihlt werden darf. Dabei setze man voraus,

daB die y entsprechende Zufallsvariable ¥ fiir jedes feste = normalverteilt ist,
wobei die Varianz nicht von z abhingt.

@ | 10 | 20 | 30 | 60 | %0 | 120 | 180 | 240 | 300

24,3
24,4

5,6
5,7

3,06

3,8

27,0 | 25,9
¥

28,0 | 26,1

19,6 | 15,9 | 12,9 | 8.5
19,8 | 16,0 | 134 | 8,7
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105.2 Bei Wachstums- und anderen Problemen muf man oftmals zu einer
gegebenen Stichprobe eine Exponentialfunktion

¥ = byeh®

nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate bestimmen. Man zeige, dal sich diese
Aufgabe durch Logarithmieren auf die Aufgabe, eine Gerade zu bestimmen,
zuriiekfithren 1a0t, :

105.8 Fir die Stichprobe in Aufgabe 105.1 bestimme man die in Auf-
gabe 105.2 genannte Exponentialiunktion.

105.4 In Beispiel 105.1 bestimme man die Regressionsgerade und iiberzeuge
sich davon, daB8 der Test in Abschn. 103 zur Verwerfung fiihrt.

105.5 Man gewinne die Parabel (105.1) aus Tabelle 105.1.

105.6 Die folgenden Daten entstammen einer Untersuchung dariiber, wie
man Ausbildungskurse in der Industrie miglichst wirksam, kurz und billig
gestalten kann. Nach akustisch bzw. optisch gegebenen Befehlen hatte der
Prifling eine Anzabl kleiner Radiowiderstinde mit den beiden Enden in vor-
bereitete Liicher zu stecken. Die Aufgabe war ,,wirklichkeitsnah*, bot wLern-
méglichkeiten* und war schwierig als Ganzes im Gediichtnis zu behalten. Man
trage die Wertepaare in doppeltlogarithmischem Papier als Punkte ein, zeichne
eine Ausgleichsgerade nach A 188 und gewinne daraus eine formelmiiBige
Darstellung des Zeitbedarfs y [min] pro Ausfiithrung als Funktion der Anzahl
der Ausfithrungen des gesamten Versuchs. (J. Goromaw u. H. Eisexnere, J,
Industr. Eng. 14, 1963, 74)

z| ]2 |8 | 5| 10|15

6,2 | 47 | 44 | 33 | 2,8 | 2.5
67 159 | 42 | 34 | 30 | 28
[ 70| 81 | 44 | 35 | 32 | 27

¥

105.7 Man lise Aufgabe 105.3 graphisch nach AugenmaB unter Verwendung
von logarithmischem Papier.



Kapitel 18
Korrelation

Einige allgemeine Bemerkungen iiber das Wesen und die Aufgabe
der Korrelationsrechnung und die Unterschiede gegeniiber der Re-
gressionsrechnung haben wir bereits ganz zu Anfang des vorigen Ka-
pitels gemacht. Darauf sei verwiesen.

106 Korrelationskoeffizient der Stichprobe

Gegeben sei eine Stichprobe aus einer zweidimensionalen XY-
Grundgesamtheit. Die Stichprobe bestehe aus n Wertepaaren

(xli yl}r (Is, yz)! bl (xm yn) i
Dann ist

(106.1) =ty o

die Varianz dieser Werte. Diese Grofen haben wir schon in Absehn. 94
benutzt. Entsprechend ist

2 1
g==@+: -+
der Mittelwert der y-Werte in unserer Stichprobe und
1 a
e 3 Lo
(106.2) =i A9
die Varianz dieser Werte. Weiterhin ist
L L 3
- (106.3) 8y = n_—_i,”-"?’; (2, — 2) (y; — )
die Kovarianz der Stichprobe. Vgl. (94.7).
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Der Quotient

(106.4) 7 e (5, > 0,8, > 0)

heifit der Korrelationskoeffizient der Stichprobe.
Wir zeigen zuerst, dal r mindestens gleich —1 sein muB und hoch-
stens gleich 41 sein kann,

s
Gemif (106.4) ist

8., = T8 8.
5 . £a' 1Y%
Setzen wir dies und

b =8, 8% = r8sl8

r=1 ; r=0 :
10 i 10, 3
s .I 1 L 1 0 & 1 1 1 3
0 10 20 0 10 20
r=0,98 : r=-—0,3
10 e 10, 2
. L 3 - i . 2
0 L .I. 1 | | 0 .l | 1 1 ¥
0 10 20 0 10 20

0 10 20 L1 10 20

Abbildung 106.1. Graphische Darstellung von Stichproben mib verschiedencen
Werten des Korrelationskoeffizienten r
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[vgl. (94.5)] in (96.4) ein, so ergibt sich
¢ =(n—1)(1 —r?) &2,

Da a eine Quadratsumme, also nicht negativ ist, muf auch die rechte
Seite nicht negativ sein. Fiir # > 1 muB wegen 5,2 > 0 demnach

1—r2=0 oder rt=1

sein, und (106.5) ist bewiesen.

Aus (106.4) ersieht man: Dann und nur damn wird 2 = 1, wenn
(96.5) gilt. So besagt nun die Aussage, in der (96.5) vorkommt:

Die Stichprobenwerte (2, 1), . - ., (., ¥,) legen dann und nur dann
genau auf einer Geraden, wenn der zugehdrige Korrelationskoeffizient r
den Wert 1 oder —1 hat.

Praktisch wird das wohl fast nie der Fall sein. Wir kénnen aber
vermuten, daB 72 grole Werte, das heiflt nahe bei 1 gelegene Werte,
haben wird, wenn die genannten Punkte nahezu auf einer Geraden
liegen. Die Abb. 106.1 bestarkt uns in dieser Vermutung und erweckt

Tabelle 108.1. Korperlinge 2 [em] und Kopfumfang (HutmaB) y [em] neuge-
borener ausgetragener Kinder (Univ.-Frauenklinik Graz, Direktor Prof. Dr.
E. NAVRATIL)

x u ‘. € | 'l | £ | ¥ l & o £ w l
52 | 36 50 | 33 51 | 84 51 | 36 18 | 33 |
48 | 34 48 | 34 49 | 34 53 | a3 48 | 23
50 | 34 51 | 36 51| a8 51 | 36 50 | 36
o510 1734 ] 54 | 38 51 | 34 49 | 34 49 | 32
| 47 | 35 49 | 34 50 | 35 51 | 85 49 | 35
51 | 35 | 49 | 33 47 | 35 50 | a4 48 | 34
52 | 36 | 49 | 33 40 | 34 49 | 35 | 50 | 34
52 | 36 | 50 | 34 49 | 33 50 | 33 40 | 34
53 | 37 | 48 | 33 49 | 35 47 | 33 40 | 34 |
48 | 34 | 52 | a4 52 | 36 50 | 35 49 | 33 |
50 | 34 | 50 | 34 51 | 37 49 | 34 48 | 34
52 | a7 50 | 33 0|35 50 | 34 50 | 35
52 | 36 | 49 | 35 a6 | 39 48 | 34 49 | 33
50 | 35 51 | 35 | 52 | 34 47 | 35 50 | 32
50 | 34 53 | 35 | 47 [ 34 30 | 33 54 | 37
49 | 34 48 | a2 | 53 | 36 53 | 36 50 | 35
48 | 34 48 | 33 | 49 | 34 52| 36 52 | 34
48 | 33 50 | 33 19 | 35 53 | 38 51 | 35
50 | 35 | 51 | 35 49 | 34 50 | 34 52 | 35
50 | 35 | 52 | 36 51| 33 53 | 89 48 | 33
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den Eindruck, als sei r ein Schatzwert eines MaBes fiir den Grad der
linearen Abhingigkeit zwischen X und Y. Diesen Gedanken wollen
wir im nichsten Abschnitt weiterverfolgen.

Im Augenblick betrachten wir nun ein Beispiel, das zugleich er-
liutern soll, wie man zweidimensionale Stichproben tabellarisch und
graphisch darstellen kann.

Beispiel 106.1 (Kérperlinge und Kopfumfang Neugeborener), Tab. 106.1 ist
eine Urliste von Zahlenpaaren, die dem Geburtenbuch der Frauenklinik der
Grazer Universitiit, Jahrgang 1962, entnommen wurde. Um einen Uberblick
iiber diese Stichprobe von n = 100 Wertepaaren zu erhalten, fassen wir gleiche
Wertepaare zusammen. Wir durchlaufen hierzu die Urliste spaltenweise von
oben nach unten und machen fiir jedes Wertepaar einen Strich in das zugehorige
Feld der Tab. 106.2. Zum Schlufl zihlen wir die Striche in jedem Kistchen und
erstellen die Tab. 106.3.

Die Hiufigkeitsverteilung in Tab. 106.3 kénnen wir auch noch graphisch
darstellen, wie Abb. 106.2 zeigt.

In Tab. 108.2 und 108.3 wiichst der y-Wert von unten nach oben zu, wie
dies der Abb. 106.2 entspricht. Man kann natiirlich die Tabellen auch so anle-
gen, dafl die y-Werte von oben nach unten zu anwachsen. Dann steht in der
ersten Zeile y = 32, in der zweiten y = 33 usw.

Betrachten wir die Tab. 106.2 oder 106.3 niiher, so fillt uns an der Hiufig-
keitsverteilung unserer Stichprobe folgendes auf: Die Werte sind in einem
wellipsenférmigen® Gebiet der Tabelle konzentriert, dessen grofle Achse von
links unten nach rechts oben gerichtet ist. Die Haufigkeiten sind in der Mitte

Tabelle 108.2. Strichliste zu der Urliste in Tab. 108.1

Lange x [cm]
47 | 48 | 40 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
39 1 1
38 1 1
g a7 o ||
&
=
- 36 1 (| n
£ e
g 35 | m W |
2 il
B
) HT | T
2 34 1|l wh | m oo
33 I | !
32 ! | 1
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Tabelle 106.8. Hiufigkeitsverteilung der Stichprobe in Tab. 106.1

Linge x [em] Zeilen-
47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 65 | 56 | summe
39 1 1 2
38 i 4 2
B o sl o 4
& 3
=
o 36 G| | I 14
‘g il
E 35| 3 501 ol sl (i 25
£ i
2 8| 1| 7| 9| 3| 3 33
SR 1 17
32 40 3
Salensl e g Tt o SR o (R e
summe A

des genannten Gebietes am gréfBten und nehmen nach dem Rande zu ab, Sehr
kurze Kinder mit sehr groflem Schidel und sehr lange Kinder mit sehr kleinem
Schiidel kommen iiberhaupt nicht vor.

Den Korrelationskoeffizi 7 Stichprobe 1 1 wir am besten
nach der Formel

2 4
Xy, —;zz,zy,

(106.6) |- =] AEE T [

Diese ergibt sich unmittelbar aus (106.4), indem man (94.8) im Ziihler und (94.6)
und die entsprechende Formel fiir s, im Nenner einsetzt. Mit den Zahlenwerten

@, =547+ 1448 + - -+ + 156 — 5009

Fw? = 5470 4 1448 4 - -+ 4 1+ 56 = 251215
Sy, =3:324+17-33 + .-+ 239 — 3460

S yf = 3320 417832 4 .. 4 2. 398 — 119908
Sy = 47(33 + 34 4+ 8- 85) 4 -+ + 56+ 39 — 173477
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erhalten wir

173477 — 0,01 - 5009 + 3460
P —_— = (,674,
Fi251215 — 0,04 - 5009%] [119908 — 0,01 - 34602]

Abbildung 106.2. Histogramm zu Tab. 108.3

Aufgaben zu Abschnitt 106

106.1—106.6 Man stelle die folgenden Wertepaare durch Punkte graphisch
dar und berechne den Korrelationskoeffizienten 7.

106.1 Wellenlagerspiel = [mm] und Pleuellagerspicl y [mm] bei iiberho-
lungshediirftigen Schleppermatoren (E. Trus, Archiv f. Landtechnik 8, 1962,
108)

= | 044 ] 047 | 048 | 0,21 | 0,23 | 017 | 0,48
y o6l 018018 012 0,20 | 020 | 0,20

106.2 NennmaB « [mm] und GuBschwindung y [%]. (Aus einer Unter-
suchung der MaBtoleranzen von FeinguBiteilen. H. MaNN, GieBereitechnik §,
1962, 308)

|6 [as | 8 |23 | 8 | 30| 13 | 30 | 8 | 15
v |07 f—o2[—12l 00 [ 03[ o1 |05 =04 08 [—o1
:c|9|25|14!4?|11|25|38]9F-ilJ_M—
v |10 o001 —o4l—02]—05[—02] 08 | 0.8 |—01

wl | st s
v o5 | 02! oa

| 18 [ 10 | 23 | 30 | 13 | 15 | 12
I—o02| 03 [ 04 [—06] 05 | 11 | —03

106.8 Monatliche Sonnenscheindauer vormittags (x) und nachmittags (y)
(Wetterstation Univ. Graz, 1961)

20 Kreyszig, Methoden
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| Vormittag | Nachmittag
Monat | o rseall | g (Std.]
Januar 26 36
Februar 45 59
Miirz 111 102
April 92 90
Mai 119 97
Juni 114 116
Juli 136 114
August 156 143
September 132 131
Oktober 55 59
November 30 41
Dezember 35 37
106.4 Osterreichischer Wei trag @ [Mill. Zentner] und Kartoffelertrag y
[Mill. Zentner] (Statist. Handbuch f. d. Rep. Osterreich, Wien 1956, 5. 46)

Jahr | * | Y

1952 4,0 25,7

1953 5,0 32,9

1954 4,5 27,9

1955 5,5 30,1

106.5 Klausurergebnis @ [Punkte] withrend des Semesters und Ergebnis y
[Punkte] der SemesterschluBklausur von 9 Mathematikstudenten (Ohio State
University, Sommer 1962). Maximal errsichbare Punktezahl 100.

x | 80 | 75 | 45 | 75 | 70 | 60 | 45 | 80 | so0

v |80 [ 75 | % | e [100 [ 80 | 45 [ 70 | 0

106.6 Einfuhr = [Milliarden DM] und Ausfubr y [Milliarden DM] der Bun-
desrepublik Deutsehland im Jahre 1960 [Statist. Jahrbuch f. d. Bundesrep.
Deutschland 1961, Verl. Kohlhammer, Stuttgart, 5. 316]

Land z ¥
Vereinigte Staaten 6,0 3,7
Frankreich 4,0 4,2
Niederlande 3.6 4,2
Italien 2.8 2,8
Belgien, Luxemburg 2,4 2,9
GroBbritannien 2,0 2,1
Sehweden 1,8 2,6
Schweiz 1,6 3.0
Dinemark 1,2 1.6
Usterreich 1,2 2,4
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106.7 In einem Hittenwerk mit etwa 15000 Beschiiftigten wurde cine neue
Abteilung, die Stoffwirtschaft, eingerichtet. Der Psychologische Dienst des
Werkes machte Eignung hungen (Eignungsgrade 1 = gut geeignet,
2 = geeignet, 3 = noch geeignet, 4 = wenig geei i = ungeeignet). Ein
Jahr spiiter wurde eine Bewihrungskontrolle der 172 in der neuen Abteilung
arbeitenden Personen durchgefithrt (1 = sehr bewihrt, 2 = bewihrt, 3 —
bedingt bewiihrt, 4 = wenig bewiihrt, 5 = nicht bewihrt). Man berechne den
Korrelationskoeffizienten und skizziere ein Histogramm der Stichprobe.
(H. Becker, Industr. Organ. 32, 1963, 239)

Eignungsgrad | Bewihrungsgrad y
z 1 DS 500
1 ‘ 37 12 1
2 | 18 48 3 14
3 1 28 15 1
4 R

106.8 Bei ciner Umifrage in gewissen Personengruppen wurde jeweils der
Prozentsatz 2 [9] von Personen festgestellt, die im Jahre 1956 ein Auto auf
Kredit kaufen wollten, und hinterher dann Jjeweils der Prozentsatz y [%] von
Personen, die das tatséichlich getan hatten (M. L. L, Econometrica 30, 1962,
185). Man stelle die Wertepaare graphisch dar und berechne den Korrelations-
koeffizienten

s:_gs|15|25|35|45!55|65|75135;95
vy [ o[ a[a|[sas|a|s|s|on
107 Korrelationskoeffizient der Grundgesamtheit

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Stichprobe von » Wertepaaren
(@3, - - -5 (%, ¥.) aus einer X ¥-Grundgesamtheit betrachtet. Den
dabei vorkommenden Mittelwerten % und 7 entsprechen die Mittel-
werte der beiden Variablen X und ¥, die wir mit 4, bzw. u, bezeichnen,
(107.1) m = B(X), 1y =E(Y).

Den Varianzen s,2 und 5,2 im vorigen Abschnitt entsprechen die Va-
rianzen

of =E([X — )  und o = B([Y — )
der genannten Variablen. Die Degenerationsfille o, = 0 oder o, = 0,
die kein Inmteresse besilzen, schlieflen wir stets aus.

Die GréBe

(107.2) oxy = B(IX — ] [Y — )]

heiBt die Kovarianz der Variablen X und ¥. Wie in Abschn, 97 ge-
zeigh wurde, ist

(107.3) oxy = B(XY) — E(X) E(Y).

20*
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Der Quotient

= %xx
(107.4) Gl s

heifit der Korrelationskoeffizient zwischen X und Y.

Ist p = 0, so heiflen X und ¥ unkorreliert.

Sind X und ¥ unabhingig, so ist oy, und damit auch g wegen
(58.6) gleich null. Es gilt also der

Satz 107.1. Sind die Variablen X und ¥ unabhingig, so sind sie
unkorreliert.

Bei der zweidimensionalen Normalverteilung gilt auch die Umkeh-
rung des Satzes (wie wir im nichsten Abschnitt sechen werden), im
allgemeinen aber nicht. Dies zeigt das

Beispiel 107.1. Nimmt X jeden der Werte —1, 0, 1 mit der Wahrscheinlich-
keit 1/3 an, so hat X den Mittelwert E(X) = 0. Setzen wir ¥ = X3, so wird
in (107.3)

1

B(XY) = BX%) = (— 18- -+ 0. 5 + 13- = 0.

Wegen E(X) = 0 ist also gy, = 0 und p = 0. Die Variablen X und ¥ sind
demnach unkorreliert. Sie sind aber sicher nicht unabhiingig, weil ja zwischen
ihnen sogar ein funktionaler Zusammenhang besteht.

Der Korrelationskoeffizient ist also kein MaB fiir Abhiingighkeit

schlechthin, wohl aber fiir lineare Abhiingigkeit, wie sich ergeben wird.
Wir zeigen zuerst, daB stets

ars)

gilt.
Hierzu gehen wir zu den Variablen

X*=X__ﬂ und y*zy—l‘@
o O

iiber. Diese besitzen wegen Satz 34.2 den Mittelwert 0 und die Varianz

(107.6) E(X*) =1  bzw.  E(¥*3)=1.
Folglich hat die Zufallsvariable
(107.7) Z —tX* 4 Y+ (¢ reell, konstant)

den Mittelwert 0 und die Varianz
E(Z%) = E([tX* + ¥*]2)
— 2F(X*?) + 2B (X*Y*) + B(¥*2) = 0.



]\II"‘JIINI1IT IUT. K[IIIIIuI.,\'I‘IIJNHIH)ICYFI?,IHN‘I‘ DEIL {.:Il\‘NlllIEHAM'rIIK!T 30"."
Hierbei ist, wie man durch Einsetzen sicht,

1 a
X2V —=—_ F 2 2 Al
E(X*Y*) T E([X— ][ Y — pa]) o 0
So wird
E(Zz} = 4 2{9 +1=0.
Fiir jedes reelle ¢ ist demnach
(107.8%) (t+0)+(1—¢)=0.
Wiire 1 — g2 < 0, so wire diese Ungleichung fiir { = — g nicht er-
fiills. Ist 1 — p* = 0, so ist die Ungleichung wegen (t 4 0)* = 0 fiir
alle ¢ erfiillt, Es mul} also p? = 1 sein. Dies ist gleichbedeutend mit
(107.5).
Nun beweisen wir den grundlegenden
Satz 107.2. Zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y mit posiliver
Varianz besteht genauw dann eine lineare Relation
(107.9) @) Y =pX +y [und (b) X =p*Y +4*],
wenn der zugehirige Korrelationskoeffizient den Wert —1 oder 1 hat.
Beweis. (a) Es bestehe (107.9a). Wegen o, > 0 mufl § == 0 sein,

und (107.9a) ldBt sich in die Form (107.9b) iiberfithren. Gemil (34.2)
und (34.4) hat 1" den Mittelwert

= +
und die Varianz P: ﬂfl : i
ot = ffoy?,
Ist # > 0, so ist also oy = oy, und fiir § < 0 ist gy = — fa; = 0.

Weiterhin ist demnach wegen (107.9a)
Y — =X +y — pe =X — ).
Damit gewinnt die Kovarianz die Form
ayy = E([Y — p] [X — m]) = BE([X — u]*) = fo®.
Fiir den Korrelationskoeffizienten erhalten wir also

1 2
o Ger i ol

e = = Lt
0102 afa

(b) Umgekehrt sei p =1 bzw. p = — 1. Dann hat (107.7) mit

t=—1 bzw. { = 1 die Varianz 0, wie man aus (107.8%) unmittelbar

ersieht. Dies bedeutet, dal Z dann nur einen einzigen Wert (den
Mittelwert 0) annimmt, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit 1. Hin-
sichtlich der urspriinglichen Variablen X und Y, aus denen Z gebildet
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ist, bedeutet dies aber gerade das Bestehen einer Relation der Form
(107.9). Dies war zu zeigen.

Der Korrelationskoeffizient erscheint damit als Maf fiir die lineare
Abhiingiglkeit zwischen X und Y. Vor zwei Irrtiimern miissen wir aber
warnen:

1. Unsinnskorrelationen. Ein groBer Wert von |g| beweist nicht,
dall der dadurch ausgedriickte formale Zusammenhang auch ein ur-
sichlicher Zusammenhang ist. Er kann es sein. (Beispiel: X = Anzahl
der Verkehrsunfiille innerhalb von Ortschaften, ¥ = Anzahl der Ver-
kehrsunfille auBerhalb von Ortschaften). Er braucht es aber nicht zu
sein. (Beispiele: Von Norden nach Siiden nimmt in Europa die durch-
schnittliche Korpergrofe X ab, und die relative Anzahl ¥ der Katho-
liken nimmt zu. Nach dem 1. Weltkrieg nahmen in Deutschland die
Anzahl X der Stérche und die Geburtenziffer ¥ ab.) Dann spricht man
von einer Scheinkorrelation oder Unsinnskorrelation, Dabei kénnen
beide Erscheinungen von einer gemeinsamen Ursache abhingen (bei
den Stérchen und Geburten von der Industrialisierung 2) oder auch
nicht. Das alles ist nicht mathematisch sondern von der Sache her zu
entscheiden. Umgekehrt kann man aber aus sachlichen Griinden einen
Zusammenhang vermuten und dann zusehen, ob eine Stichprobe dafiir
oder dagegen spricht. Einen entsprechenden Test betrachten wir im
iiberndchsten Abschnitt.

2. Fehlerhafte Vergleiche. Zu den Wertepaaren in Tab. 107.1 gehort
der Korrelationskoeffizient 0,64. Vereinigt man jeweils die Absolut-
ertriige von 2 Landern, wie die geschweiften Klammern andeuten, und
dividiert durch die Summe der beiden Anbauflichen, so erhilt man

Tabelle 107.1. Relativer Roggenertrag 2 [dz/ha] und
relativer Weizenertrag g [dz/ha) im Jahre 1060 (Statist.
Jahrbuch Bundesrep. Deutschland 1961, 5. 170)

Land el oy
Baden-Wiirttemberg | 28 | 34
Bayern | 27 34
Rheinland-FPfalz 29 37

{
}{Saarlam | 26 | 28
{
{

| [ Hessen | 32 a8
Nordrhein-Westfalen 29 33

Niedersachsen 30 40
Sehleswig-Holstein 27 38
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statt der 8 Wertepaare in der Tabelle nur noch 4 Wertepaare. Zu
diesen gehirt der Korrelationskoeffizient 0,89. Vereinigt man noch-
mals paarweise, so bleiben 2 Paare iibrig. Deren Korrelationskoeffi-
zient ist gleich 1. (Warum ?) Wie wir sehen, hingt der Wert des Korre-
lationskoeffizienten von der Anzahl der Wertepaare ab. Darauf muB
man hei Vergleichen (etwa zwischen den Ernteertrigen mehrerer
Jahre) achten. Sonst begeht man Irrtiimer. Bei unserem Beispiel wiire
weiter zu iiberlegen, ob man nicht giinstigere Einheiten als die recht
unterschiedlich groBen Linder finden kinnte.

Aufgaben zu Abschnitt 107

107.1 Die M te einer zweidi ionalen Zufallsvariablen (X, ¥) mit
der Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte f(z, y) sind durch
XX abyitf e w) {Diskrete Verteilung)
T
(107.10) my=EBX*¥) =] = o
Jf fr."ylf{:r. y) do dy  (Stetige Verteilung)
—o0 -0

definiert und die zentralen Momente durch
(107.11) my* = E([X — i, F[¥ — ).

Die (z; y;) haben hierbei dieselbe Bedeutung wie in (53.1), und % und [ sind
nichtnegative ganze Zahlen. & + ! heiBt die Ordnung des betreifenden Momen-
tes. Man zeige: Die Momente
myy = E(X) = p, und iy = E(Y) = y,
sind die beiden Mittelwerte. Die zentralen Momente
ma® = B(X — ) = 0 und  my* = E((¥ — ) = 0t
sind die beiden Varianzen. Das zentrale Moment
p1in* = E(X — ] [Y — pe])

ist die Kovarianz der Zufallsvariablen (XX, ¥).

107.2 Man zeige: Gilt f{z, ) = f(y, =) fur alle (z, ¥), so ist #my = my,.

107.3—107.5 Man stelle die folgenden Dichten f(x, #) als Fliche {iber der
ay-Ebene graphisch dar und berechne die Momente my,, g, Me®, my®, my*
und den Korrelationskoeffizienten g.

1078 f(z, ) == + yfir0 < = =1,0 = y =1 und f(x, 3 = 0 aulerhalb
dieses Quadrates,

107.4 f(z, ) = (5 —x— y)/3 im Rechteck 1 =2 =3 1=y =2 und
f = 0 aulierhalb davon.

1075 flz. ) =4(1 —2)(1 — ) im Quadrat 0 <=2z <1, 0 =% =<1 und
f = 0 aullerhalb davon.

107.6 Fiir die Verteilung in Aufgabe 107.3 berechne man die Wahrschein-
lichkeit, daB (X,Y)irgendeinen Wert (2,y) annimmt, fiir den (a) 2 = 1/2, y beliebig,
(b) @ = 1/3, y beliebig, (c) = + y < 1 ist.
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108 Ziweidimensionale Normalverteilung

Ist X* eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert 0
und der Standardabweichung 1 und setzen wir

he =i\’%“, (o = 0)

s0 ist, wie wir wissen, die Variable X normalverteilt mit dem Mittel-
wert ¢ und der Standardabweichung ¢. Man kann also im eindimensio-
nalen Fall durch eine solche lineare Transformation von einem Spe-
zialfall zum allgemeinen Fall iibergehen. Entsprechend wollen wir nun
bei der sogenannten zweidimensionalen Normalverteilung verfahwen.
Diese Verteilung spielt bei verschiedenartigen Anwendungen eine wich-
tize Rolle.

Den Ausgangspunkt bilden zwei unabhingige normalverteilte Va-
riable X* und ¥'*, die beide den Mittelwert 0 und die Varianz 1 be-
sitzen. Wegen der Unabhingigkeit hat die zweidimensionale Vertei-
lung dieser Variablen die Dichte

(108.1) FE @, ) = E-]; e

Dies folgt unmittelbar aus (47.1) und (56.2).
Die Funlktion (108.1) lait sich graphisch als Fliche iiher der a*y*-
Ebene darstellen (s. Abb. 108.1). Die Hihenlinien f* = konst. heillfen

Abbildung 103.1. Dichte (108.1) als Fliche tiber der x*y*-Ebene
i {mittlerer Teil)

Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit. Im vorliegenden Fall sind das
Kreise. Unsere Fliche ist eine Drehfliche. Jede Schnittkurve der
Fliiche mit einer Ebene durch die Drehachse ist eine Glockenkurve,
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Von X* und ¥* gehen wir nun zu neuen Variablen X und ¥ iiber,
indem wir
S X—pm
108.2 <
(108.2) e _ ..__}.. }’——pﬁ_g."—,ul
V1 —¢® Oy oy

setzen. Hierbei sei p? < 1, und ¢, und g, seien positiv. Dall wir diese
lineare Transformation in einer so umstindlichen Weise schreiben,
hat einen guten Grund. Die Umkehrung lautet dann némlich

X =+ aX*
Y =py + 00, X* + V1 — g*o, %,

und wir sehen: X und Y sind normalverteilt (vgl. Satz 71.1 und 71.2)
mit dem Mittelwert g, bzw. 4, und der Standardabweichung g, bzw.
a,, und der Korrelationskoeffizient dieser Variablen ist o. Letzteres
mige der Leser unter Beniitzung von (107.4) nachrechnen.

Wir wollen uns iiberlegen, wie die Dichte f(z, %) der Variablen
(X, ¥) aussieht. Wir wissen, dafi die Verteilungsfunktion der wur-
spriinglichen Variablen (X*, ¥'#*) ein Doppelintegral mit dem Inte-
granden f*(x*, y*) ist. Beim Ubergang zu den neuen Variablen ist
nach der allgemeinen Regel fiir die Transformation von Doppelinte-
gralen zu verfahren: Der Integrand des transformierten Integrals,
also die gesuchte Dichte f(z, y), ist gleich f*, als Funktion von x und y
ausgedriickt, multipliziert mit der zur Transformation (108.2) gehori-
gen Determinante

[uwdite)
B -..17; 510, )/1
‘711/1 — “le _-_f?éi

1 |
= 0 I
0

f* 1iBt sich vermdge (108.2) (geschrieben in x*, %, x, y statt X%, 1'*,
X, Y) auf die neuen Variablen umrechnen. Das Frgebnis dieser ele-
mentaren Rechnung ist

e T
FHt @ 9) y* @, 9)) =g e

Hierbei wurde zur Abkiirzung

(1083) h(z,y) =1 1 _[(“_._ﬁ)z B Pl 6 . g (?i _T_#z)*J
5 2

—
=0 o a T3
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gesetzt. Die gesuchte Dichte f — f*D hat also die Form

e~z

1
{108.4) Sz y) P
mit k gemdl (108.3). Dies ist die allgemeine Form der Dichte der
zweidimensionalen Normalverteilung.

Die zugehirigen Randverteilungen haben die Dichten

1 fz—p 12
{108.5) filz) =—_1 e_f(_c_.")

2na;

und
108.6) L )
(108. f2(y) —m% € f
denn X und ¥ sind normalverteilt mit dem Mittelwert w bzw. p,
und der Varianz ,® bzw. o,% wie wir schon wissen.

Die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit f(z,y) = konst. oder
k(x, y) = konst. sind homothetische Ellipsen mit dem gemeinsamen
Mittelpunkt (u, ).

Ist 6; = a3, s0 ist das Quadrat der Exzentrizitit ¢ dieser Ellipsen
durch

& =2 [o|/(L + |e])
gegeben. Die Ellipsen sind also desto kreisihnlicher (voller), je kleiner
le| ist. Fiir o = 0 ergeben sich konzentrische Kreise.

Fiir p = 0 ist weiterhin

fly) =f@) A,
wie man aus (108.3) erkennt. Wihrend aus g = 0 im allgemeinen

keineswegs die Unabhingigkeit der betreffenden Variablen folgt, gilt
also hier der bemerkenswerte

Satz 108.1. Zuei normalverteilte Zufallsvariable sind dann wnd nur
dann unabhingig, wenn der zugehirige Korrelationskoeffizient gleich
null ist.

Aufgaben zu Abschnitt 108

108.1 Man zeige, dafl die im Text vorkommenden Variablen X und ¥ den
Korrelationskoeffizienten ¢ haben.
108.2 Man verifiziere (108.3).

108.8 Man bestiitige die Formel fiir die Exzentrizitit der Ellipsen gleicher
Wahrscheinlichkeit. Welchen Winkel bilden die Hauptachsen im Falle 0y = dy
mit der z-Achse ?
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108.4 Man zeichne einige der Ellipsen gleicher Wahrscheinlichkeit fiir die
zweidimensionale Normalverteilung mit p, = uy =0, ¢ =0, =1 und (a)
¢ =04, (b) g =05, (c) g =0,9.

108.5 Wie sehen die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit fir die zweidimen-
sionale Normalverteilung im l"alls ¢ = 0 bei beliebigem a, und &, aus ?

108.6 Man gewinne eine Formel fiir dic Exzentrizitdt der Ellipsen in Auf-
gabe 108.5.

108.7 Gegeben sei eine stetige zweidimensionale (X, ¥)-Verteilung. Man
betrachte das Ereignis y < ¥ <y 4 Ay unter der Hypothese x <X <z -+ dz
und zeige, dal fir kleines Ax und Ay

Py<=Y<y+dylz<X<a-+ Ax}:sff(x(‘gg}dy

gilt. f(z, y) ist die Dichte der (X, ¥)-Verteilung und

oo
L@ = [ @y dy
—oa
die Dichte der einen Randverteilung. Man setat

_ flew)
fly|=) = T

Diese Funktion heifit die bedingte Dichte von ¥ unter der Hypothese X = x.
Die durch f(y| #) gegebene Verteilung heifit die bedingte Verteilung von ¥
unter der genannten Hypothese.

[fi(x) == 0].

108.8 Man zeige, dall im Falle der zweidimensionalen Normalverteilung
i M) | G
fyle) s —————=—e¢ % =i

Y2z o Y1 — ¢

gilt und daB dies die Dichte einer Normalverteilung mit derm Mittelwert

B(Y|X=a)= fyf{y]z)dy—#=+953(x—st.)

und der Varianz (1 —g¥e,® ist. E(Y | X = z) heibt der bedingte Mittelwert
von ¥ unter dt'r Hypothese X = x. Die Funktion y(z) = E(Y | X = z) heibt
die Regr ktion von ¥ beziiglich X und die zugehorige Kurve die
Regressionskurve des Mittelwertes von ¥ beziiglich X,

108 9 Man zeige: In Aufgabe 108.8 hat der Schwerpunkt der zur (X, ¥)-
Ver anal M verteilung in einem schmalen vertikalen Streifen
r<X 4: x -+ Aac angenithert die Ordinate y(x) = E(Y | X = =).

108.10 Man zeige: Die Regressionskurve in Aufgabe 108.8 ist unter allen
miiglichen Kurven y = g(x) dicjenige, fiir die der mittlere quadratische ver-
tikale Abstand E([Y — g(X)]? ein Minimum hat. Diese Kurve ist also eine
Rogressionskurve im Sinne des Prinzips der kleinsten Quadrate.
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109 Tests und Konfidenzintervalle heim Korrela-
tionskoeffizienten

Bei der zweidimensionalen Normalverteilung ist der Korrelations-
koeffizient ¢ einer Stichprobe ein Schitzwert fiir den Korrelations-
koeffizienten ¢ der zugehorigen Grundgesamtheit [vgl. (106.4) und
(107.4)]. In diesem Falle kann man die Hypothese ¢ = 0 gegen eine
Alternative, etwa p > 0, testen, wie Tab. 109.1 zeigt. Die Anwei-
sung folgt daraus, daB ¢, einer Zufallsvariablen entspricht, die bei
Richtigkeit der Hypothese eine {-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgra-
den besitzt, wie R. A. Fisuer (Biometrika 10, 1915, 507) bewiesen
hat. In diesem Falle sollte t, klein sein. Deshalb verwirft man bei zu
groflem £, die Hypothese.

Tahelle 109.1. Test der Hypothese g = 0 gegen die Alternative g > 0 bei der
zweidimensionalen Normalverteil

B

1. Schritt. Man wihle eine Signifikanzzahl « (5%, 1% oder dgl.). |
2. Schritt. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung

(109.1) PlT=c)=1—u«
aus der Tafel 8 der ¢-Verteilung mit » — 2 Freiheitsgraden (siche
Anhang 5).

3. Schritt. Man berechne den Korrelationskoeffizienten r der
gegebenen Stichprobe (wy, 1), . . ., (2, #,)-
4. Schritt. Man berechne

: 2 —2
(109.2) ’Gz’l/ﬁ'

Ist #) = ¢, so wird die Hypothese ¢ = 0 angenommen. Ist £, > ¢,
so wird sie verworfen.

Beispiel 109.1. Unter der Annahme, daB die Grundgesamtheit, aus der die
Stichprobe in Tab. 106.1 stammt, eine idi ionale Normalverteilung
besitzt, teste man die Hypothese g = 0 gegen die Alternative p = 0.

1. Schritf. Wir withlen die Signifikanzzahl = = 59.

2. Schritt. Esist n = 100, also n — 2 = 98, Tafel 8 hat koino entsprechende
Spalte. Fiir 100 Freiheitsgrade entnehmen wir der Tafel als Losung der Glei-
chung (108.1) mit 1 — & = 0,95 den Wert ¢ = 1,66. Diesen Wert konnen wir
beim Test verwenden, wie ein Blick auf die in Tafel 8 links und rechts benach-
barten Werte zeigt.

3. Sehritt. Gemil Beispiel 1064 ist » = 0,674,
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4. Schritt, Bo wird

DB
05.4}1 osuz_gm

Es ist ty = e. Die Hypothese wird also verworfen.

Aus (109.2) und Tafel 8 ergibt sich die Abb. 109.1, mit deren Hilfe
man den betrachteten Test auch auf graphische Weise durchfiihren
kann. Liegt der Punkt mit den Koordinaten » und r oberhalb der
Kurve, so verwirft man die Hypothese. Anderenfalls nimmt man sie
an.

Bemerkenswert ist in Abb. 109.1, daB sich der Annahmebereich
bei kleinem Stichprobenumfang # bis zu relativ grofen Werten von
r hinauf erstreckt. Wire im vorigen Beispiel n sehr klein, etwa
n =9, und r = 0,674 gewesen, so hiitten wir die Hypothese p = 0
trotz des relativ grofien Wertes von r annehmen miissen. Dies erkennt
man sofort aus Abb. 109.1.

VR Ta=tw] ! Tx=5%

* - Hypothese verwerfizn— tHypothese verwerfen—|

05 N 05+

- [~

T E —)
| Hypothese annchmen B Ilnunlme annchmen
¥ L e B o L L e 0 JEN B A LS )
0 a0 100 0 50 100

n—k= —-

Abbildung 109.1. Test der Hypothese p = 0 gegen die Alternative p = 0

Wir zeigen nun, wie man bei der zweidimensionalen Normalvertei-
lung Konfidenzintervalle fiir den Horrelationskoeffizienten o be-
atimmt,.

Aus dem Korrelationskoeffizienten r der Stichprobe berechnen wir
den Hilfswert
/| 14r
(109.3) Zy _El T

Wie R.A. Fisger [Metron 1, 1921, 3] bewiesen hat, ist dies ein
Schiitzwert, fiir den Mittelwert
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einer asymptotisch normalverteilten Zufallsvariablen Z mit der Va-
rianz
1

*2 __
ol 0
n—3

Hierbei ist n der Stichprobenumfang. Praktisch bedeutet das: Wie
in Abschn. 69 konnen wir ein Konfidenzintervall fiir 4* bestimmen.
Dabei iibernimmt z, die Rolle von Z in (69.2), und statt of}/n steht nun
o* = 1f)/n — 3. So erhalten wir zunichst das Konfidenzintervall

KONF{z —a = p*=z +a} mit o= _

Yn—3"

Hierbei ist ¢ wie in Abschn. 69 aus Tab. 69.1 zu bestimmen. Dieses
Intervall rechnen wir nun in ein Konfidenzintervall

(109.4) KONF{r, < o < 1)

fiir p um. Und zwar ist hierbei die Umkehrtransformation zu (109.3)
anzuwenden. So erhalten wir

(109.5) 7, = tanh(z; — a) und ry = tanh(z, + a).
Bekanntlich ist der hyperbolische Tangens durch
et —e ¥
tanh u = — o= ‘

definiert. Eine Zahlentafel findet man in Anhang 5 (Tafel 4b).
Man kann das Intervall (109.4) auch graphisch aus der Abb. 109.2
bestimmen, wie wir nun an einem Beispiel erliutern wollen.

Belspiel 109.2. Unter der Annahme, da8 die Stichprobe in Tab. 106.1 einer

Grundg heit tstammt, die eine 2weidimensionale Normalverteilung
besitzt, wollen wir ein 959%-Konfidenzintervall fiir den zugehérigen Korre-
lationskoeffizi o bestimmen. Es ist r = 0,674 (vgl. Beispiel 106.1). Mit

Hilfe der ersten Kurve in Abh. 109.2 erhalten wir den zugehdrigen Wert z, = 0,8,
Aus der zweiten Kurve ersehen wir, dall zu # = 100 der Wert @ — 0,2 gehért.
Es ist also

z2 —a= 0,6 und Z +a=1,0.

Nun benutzen wir wieder die erste Kurve in Abb. 109.2 und finden
7, = tanh 0,6 = 0,54, r, — tanh 1,0 — 0,76.
So ergibt sich das Konfidenzintervall
KONF (0,54 = p = 0,76}.




Annonnire 109, Tests vsp KoNFIDENZINTERVALLE 319

Graphisehe Verfahren haben den Vorteil der Schnelligheit. Der Nachteil
ihrer beschriinkten Genauiglkeit fillt hier praktisch kaum ins Gewicht. Auf
rechnerischem Wege erhilt man ndmlich etwas genauer das Konfidenzintervall

KONF {0,550 = p = 0,769},
das sich nur sehr wenig von dem obigen unterscheidet.

0
/

1 /"
|1
LT
0
‘i/
L~
/’
i
U el ] P e
-1 —0,5 0 0,5 1

=
>
=
=1

T

L 7-0.99

N

(] S 100
"—e

Abbildung 109.2. Zur graphischen Bestimmung des Konfidenzintervalles (109.4)
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Aufgaben zu Abschnitt 109

109.1—109.5 Unter der Annahme, daB die jeweils gegebene Stichprobe einer
zweidimensionalen Normalverteilung entstammt, bestimme man ein 999;-
Konfidenzintervall fiir den Korrelationskoeffizienten g.
e e S e e e P
Al E s

109.2 Die Stichprobe in Aufgabe 106.1.

109.3 GroBter Durchmesser  [mm] und kleinster Durchmesser ¥ [mm] von
Hilhnereiern :
k2 |58|56]5?_}52[62f55[ﬂo[55i61|58
y |su|alaelululole]lso|s|a
109.4 Humusgehalt x [to/ha] und Stickstoffgehalt ¥ [to/ha] von Waldbéden

(D. HEINsDORF, Archiv f. Forstwesen 12, 1963, 868—886)
@ | 80 | 43 | 5 | 55 | 55 | 60 | 66 | 73 | 80 | 80
¥ 07 [ 15 [ 45 | 04 [ 13| 17 [ 29 [ 31 | 25 | 24
109.5 Einteilung von 420 Minnern in 3 soziale Klassen auf Grund gewisser
Kriterin (Ausbildung, Beruf, Einkommen usw.) vermége zweier Verfahren,
‘nimlich objektiv auf Grund einer Punktbewertung und subjektiv unter Ein-
schaltung eines Interviewers. (K. Gates, Appl. Statistics 6, 1957, 127. Die
Tabelle gibt die jeweilige Anzahl von Personen an.)

109.1

Durch objektive Bewertung
plaziert in Klasse
x= =2 =3
Durch Interviewer Y=l 116 20 8
plaziert y=2 a3 48 60
in Klasse ¥y =3 14 13 108
110 Korrelationskoeffizient und Regressions-

koeffizienten
Wir wollen schlieSlich noch auf einen Zusammenhang zwischen der
Korrelationsrechnung und der Regressionsrechnung aufmerksam ma-
chen.
Die Regressionsgerade

(110.1) Y — py = B(X — )  [vel (97.5)]
hat als Steigungsmall den Regressionskoeffizienten
(110.2) g =2 [vel. (97.4)].

L}
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Dabei wird X als unabhiingige und ¥ als abhiingige Variable ange-
sehen, und man benutzt diese Regressionsgerade von ¥ beziiglich X,
um zu gewihlten Werten von X die entsprechenden Werte von ¥
abzuschitzen.

Vertauschen wir nun die Rollen von X und ¥ miteinander, so er-
halten wir die Regressionsgerade der Variablen X beziiglich der Variablen
Y. Diese Gerade hat offenbar die Darstellung

(110.3) X —m =Y — )
mit dem Steigungsmaf
(110.4) pr =2xr

Iy

B* heillt der Regressionsioeffizient von X bezilglich Y.

Wie wir aus (107.4) sehen, gilt
(110.5) BB = o2
Der Korrelationskoeffizient ist demnach das geometrische Mittel der
beiden Regressionskoeffizienten.

Ist eine Stichprobe von n Wertepaaren (z,, Ya)s oo on (0 ¥,) gege-
ben, so kénnen wir also nun zwei Regressionsgeraden berechnen,
niimlich die uns schon bekannte Gerade

(110.6) y— 5 =blx —7) [vel. (94.3)]
mit dem Steigungsmaf
(110.7) bt j?
und auBlerdem die Regressionsgerade
(110.8) T—Z=0by —7)
mit dem SteigungsmaB
8
(110.9) b =
Entsprechend (110.5) gilt [vgl. (106.4)]
(110.10) bb* =18,
Beispiel 110.1. Fiir die in Tab. 110.1 gezeigten Werte wird
=185 _ 300 und 7= 4;:9 = 0,80,
X ot = 59,4325 3 @y = 15,1000 Xyt = 3,8074

ot % [59,4325 s —é_- 18,552] — 0,416
e %[15.1090 o % 18,554,80] — 0,0538

ot = 17 [3.8974 = % 4,80‘] — 0,0115.

a1 Kreyszlg, Methoden
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Tabelle 110.1. Jihrliche Welternte von Kaffee und Tee [Statist.
dJahrbuch {. d. Bundesrep. Deutschland 1961, p. 44* Verlag
Kohlhammer, Stuttgart]

Tabe I(a.ﬁ'ee Tfae
= [Mill. to] | y [Mill. to)
1954 2,40 0,60
1955 2,85 0,68
1956 2,50 0,82
1957 3,20 0,83
1958 3,50 0,90
1059 4,10 0,91
Summe 18,55 4,80

Hieraus folgt weiterhin
b="2 g3 und b=l _yq
&y

Die Regressionsgerade (110.8) hat also die Darstellung

¥ — 0,80 = 0,43(x — 3,09) oder ¥ = 043z 4 0,40,
und die Regressionsgerade (110.8) hat die Darstellung

x — 3,00 = 4,7(y — 0,80) oder z = 4,Ty — 0,67.
Abb. 110.1 zeigt diese beiden Geraden.

1,0 f

¥ Ml 1]

(110.8)
(110.6)

| R, S

1 Pl L

=
th
oy e L e M

2 3 .
x [Mill, to] —=
ARl 110.1. Regressionsgeraden in Beispiel 110.1

Wie unser Beispiel illustriert, sind die beiden Regressionsgeraden
(110.6) und (110.8) im allgemeinen voneinander verschieden. Sie bil-
den, wie man anschaulich sagt, eine ,,Regressionsschere’*. Sie fallen dann
und nur dann zusammen, wenn alle Stichprobenwerte genau auf einer
Geraden liegen.
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Ubrigens kommt es praktisch fast nie vor, daB man bei einem Pro-
blem beide Regressionsgeraden gleichzeiliy bendtigt, Denn bei Re-
gressionsbefrachtungen ist die iibliche Sachlage, dali man zu gewihl-
ten Werten der einen Variablen, etwa z, die entsprechenden Werte der
anderen abschitzen will. Dann bedient man sich der Geraden (110.6),
und die Gerade (110.8) braucht man nicht.

Aufgaben zu Abschnitt 110

110.1 Man beweise die Aussage iiber das Zusammenfallen der beiden Regres-
sionsgeraden am Schlufl des Abschnittes.

110.2 Man zeige: Ist r = 0, so sind die beiden Regressionsgeraden achs-
parallel, stehen also aufeinander senkrecht,

110.3—110.6 Fiir die folgenden Stichproben bestimme man jeweils beide
Regressionsgeraden und den Korrelationskoeffizienten r.

i5e e 2 S R [
P [ A o B il

- s | —2| 05| 1] 3

L v | 24 [185] 15 | 09

i x |0.3 Vo (B ; [
1 ¥ |0.4|1.4|0 | oslot

110.6 Die Stichprobe in Aufgabe 106.1.

214



Kapitel 19
Theorie der MeBfehler, Ausgleichsrechnung

Statistische Uberlegungen spielen auch im Zusammenhang mit
physikalischen Messungen eine Rolle. Jedes Mefergebnis ist nimlich
mit einem Fehler behaftet. Dieser wird zum Teil durch zufillige kleine
Stérungen bedingt, die auch bei aller erdenklichen Sorgfalt nicht véllig
vermieden werden konnen. Die Fehlertheorie, der das vorliegende
Kapitel gewidmet ist, hat die Aufgabe, Verfahren zu entwickeln, mit
deren Hilfe man aus gemessenen Werten mdglichst ,,genaue” Nihe-
rungen der unbekannten physikalischen GréBe (Liinge, Masse, Strom-
stirke oder was man sonst gemessen hat) und auch ein Urteil iiber die
Genauigkeit der Niherung erhalten kann. Die genannten Rechenver-
fahren werden unter dem Begriff der Ausgleichsrechnung zusammen-
gefaBt.

111 Arten von MeBfehlern, GenauigkeitsmaBe

Die Summe der Winkel eines ebenen Dreiecks betriigt bekanntlich
180°, Mif3t man aber die Winkel, so betriigt die Summe der gemessenen
Werte im allgemeinen nicht genau 180°. Vielmehr ergibt sich eine
kleine Abweichung. MiBt man mehrmals, so stimmen die Ergebnisse
meist nicht genau iiberein, sondern variieren von Messung zu Messung.
Dieselbe Erfahrung macht man bei der Messung von Lingen, Gewich-
ten, Stromstérken, Drucken, Temperaturen und anderen physikali-
schen GréBien. Man sagt, daB jede Messung mit einem MeBfehler oder
Beobachtungsfehler behaftet sei. Dieser ist durch das Wesen des MeB-
prozesses bedingt: Der Beobachter, die Instrumente und das zu
messende System sind verschiedenartigen Stéreinfliissen unterworfen,
Die GroBe der MeBfehler 1aBt sich zwar verringern, indem man von
»groberen’ zu , préiiziseren* MeBmethoden iibergeht, aber niemals ganz
ausschalten.

Bei jeder Messung kann man zwischen verschiedenen Arten von
Fehlern unterscheiden, wie wir uns nun iiberlegen wollen.
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Millt man z. B. die Winkel eines Dreiecks mit einem Theodoliten,
der 5" Ablesegenauigkeit besitzt, und ergibt sich daraus als Winkel-
summe 180°01" statt 180°00’, so liegt ein grober Fehler vor. Bei jeder
MeBmethode muBl man sich durch entsprechende Proben unbedingt
gegen derartige Fehler sichern.

Differiert eine 5 m lange MeBlatte infolge Abnutzung um 1/2 mm
von ihrém Sollwert, so wirkt sich dies bei einer 1 km langen Strecke
bereits um 10 ¢cm aus. Eine solche Differenz ist bei der Basismessung
in der Landestriangulation untragbar. Man muB dann die Latten-
messung trotz des geringen Einzelfehlers durch ein genaueres MeB-
verfahren ersetzen. Derartige kleine Abweichungen, die die Ergeb-
nisse aller Messungen einer bestimmten Gréfe mit einer bestimmten
MeBmethode in der gleichen Weise verfiilschen, werden als konstante,
regelmdiifige oder systematische Fehler bezeichnet.

Diese Fehler interessieren uns im folgenden ehenso wenig wie die
groben Fehler, weil beide Fehlerarten nichts mit Wahrscheinlichkeits-
theorie zu tun haben. Ubrigens sicht man systematische Fehler als im
wesentlichen — wenn auch nie véllig — vermeidbar an. Man begegnet
ihnen durch Sorgfalt bei der Wahl und Eichung der MeBinstrumente,
beim Aufbau der Versuchsapparatur und dureh andere MaBnahmen,
die in das Gebiet der physikalischen MeBtechnik gehéren.

Von den beiden genannten Fehlerarten sehen wir also ab. Ubrig
bleiben dann noch Fehler infolge einer Vielzahl kleiner Stéreinfliisse,
die die MeBergebnisse in ganz unkontrollierbarer und von Messung
zu Messung wechselnder Weise verfiilschen. Diese Fehler werden als
zufillige oder statistische Fehler bezeichnet. Sie interessieren uns hier
ausschlieflich. Da sich ihre Ursachen unserer Kontrolle entziehen,
sind diese Fehler unvermeidbar. Ihre theoretische Behandlung wurde
von Gavss und LAPLACE begriindet. Eine solche Theorie der stati-
stischen Melfehler hat den Zweck, Methoden zu entwickeln, mit deren
Hilfe man einen brauchbaren Nitherungswert der zu messenden GriBe
und ein Urteil iiber die Genauigkeit der Niherung gewinnt.

Ein solches Urteil lifit sich natiirlich nicht aus einer einzelnen
Messung erhalten. Aus diesem Grunde miit man eine physikalische
GréBe mehrmals hintereinander. So erhilt man eine Stichprobe von
MeBwerten ,, . . ., #,. In der groBen Mehrzahl der Fiille — aber nicht
bei allen physikalischen Messungen — macht man dann eine erstaun-
liche Entdeckung: Die Stichprobe erweckt den Anschein, als ob sie
einer normalverteilten Grundgesamtheit entstammt. Dies ist deshalb
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tiberraschend, weil ja physikalische Messungen ihrer Art und Aufgabe
nach ganz verschieden sein kénnen.

Wie kann man erkliren, daBl der statistische Fehler in den aller-
meisten Fillen eine normalverteilte oder annihernd normalverteilte
Zufallsvariable ist ? Am einlenchtendsten ist es, sich vorzustellen, der
genannte Fehler entstiinde durch das Zusammenwirken sehr vieler sehr
kleiner Einzelfehler (s Blementarfehler®). Sehen wir die zugehirigen
Zufallsvariablen als unabhingig an, so ist deren Summe, die dem stati-
stischen Gesamtfehler entspricht, auf Grund des zentralen Grenzwert-
satzes (s. Abschn. 76) annihernd normalverteilt,

So dhnlich hat schon Gauss argumentiert. In diesem Zusammenhang
hat er tibrigens die Normalverteilung oder Gauss-Verteilung einge-
fithrt.

Die genannte Erklirung hat viel fiir sich. In der Tat unterliegt jede
Messung einer grofen Zahl unkontrollierbarer kleiner Einfliisse. Je
nach Art des Experimentes stéren geringfiigige Temperatur-, Druck-,
Feuchtigkeits- oder Spannungsschwankungen, Luftbewegungen, Staub-
teilchen, Lichteinwirkungen, mechanische Erschiitterungen, elektrische
oder magnetische Felder und andere Faktoren das zu messende Objekt
und auch die MeBapparatur in der genannten Weise. Hinzu kommen
Ablesefehler beim Schétzen von Bruchteilen von Skaleneinheiten. In
den meisten Fillen ist es gar nicht moglich, alle diese Stérursachen
auch nur aufzuzihlen, geschweige denn die GréBe der zugehdrigen,
zum Teil winzigen Elementarfehler vorherzusagen, die sich von Mes-
sung zu Messung édndern,

Soviel zur Natur der MeBfehler. Nun wollen wir Mafizahlen (,,Ge-
nauigkeitsmafe) einfiihren, die uns eine Vorstellung davon geben,
welche Genauigkeit ein gewisses MeBergebnis etwa hat.

Haben wir eine physikalische GréBe n-mal gemessen, so liegen
n MeBwerte

R i e,

vor, Dann kénnen wir den Mittelwert
SR
x #g{% SR )

dieser Stichprobe bilden und als Niiherungswert fiir die unbekannte
GroBe u, die wir messen, ansehen. Entsprechend ist die Standardab-
weichung

(111.1) A

n— 1=
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als Schiitzung der Standardabweichung o der Grundgesamtheit aller
denkbaren Messungen und demnach als MafBl fiir die Priizision der
Messungen aufzufassen. s wird in der Fehlertheorie als der mittlere
Fehler oder der mitilere quadratische Fehler bezeichnet. Oftmals schreibt
man das Ergebnis einer MeBreihe in der Form

Ist der MeBfehler annihernd normalverteilt, so kiénnen wir erwar-
ten, daf} bei einer hinreichend grofien Stichprobe ungefihr 2/3 aller
MeBiwerte zwischen  — s und Z + s liegen (vel. Abschn. 48).

Entsprechend liegen bei einer hinreichend grofien Stichprobe etwa
50%, aller MeBwerte zwischen

z — 0,67s und Z -+ 0,67 s,
wie man sich an Hand der Tafel 3a in Anhang 5 leicht iiberlegt.
0,67 s wird als wahrscheinlicher Fehler hezeichnet. Dieses Fehlermal
ist veraltet.

Ubrigens verwendet man statt (111.1) oft auch die Maximum-
Likelihood-Schitzung (vgl. Beispiel 68.3)

(111.2) s*=]/~f;;[ (0, — 2

und bezeichnet diese als mittleren Fehler (auch wenn es sich nicht um
eine Normalverteilung handelt).

Weiterhin besteht natiirlich die Méglichkeit, Konfidenzintervalle
fiir g und o zu bestimmen, sobald man den Verteilungstyp des statisti-
schen Fehlers kennt.

Schliefilich sei noch ein weiteres, ebenfalls weniger wichtiges Ge-
nauigkeitsmall erwdhnt, nimlich der sogenannte Durchschnitisfehler

111.3 G |
e == lr; — E|.
) n =1 I 7
Tabelle 111.1. Flacheninhaltsbestimmung mit
einem Planimeter

! £ | |2y — Z| | (; — &)% ’
.1 102 0,2 0,04
398 4,2 17,64 I
4035 2.8 7,84 4
406 3,8 14,44 [
400 2,2 480 |

Summe 2011 13,2 44,80



wan TEATTIUTTEORIE DRI MESRFILER, AURGLEIOIIEOINU NG

Belspiel 111.1. Der Inhalt cines Fliichenstiielees wurde mit einem Planimeter
(Fabrikat A. Ott, Kempten) bestimmt, und zwar finfmal nacheinander, Dabei
ergaben sich die Werte #;in Tab. 111.1. Aus diesen erhalten wir den Mittelwert

7= 2_0__:_1 = 402,2 [mm?]

und den mittleren Fehler
&= Ia' 4_:,§ = 3,3 [mm?].

Dieses Ergebnis schreiben wir in der Form
& = 402,2 4 3.3 [mm?],
Fiir die iibrigen im Text genannten Grélen ergeben sich im vorliegenden
Falle die Werte
0,672 = 2,2 [mm?], #* = V‘.‘t&? = 3,0 [mm?], § = % = 2,6 [m?].
Wir wollen erwiihnen, da man in der Fehlerrechnung bisweilen
eine Schreibweise verwendet, die von Gavss herrithrt: Man setzt
¥; = &; — & und schreibt statt des Summenzeichens eckige Klammern,
wobei der Summationsindex auch noch weggelassen wird. Dann ergibt
sich
1 1 [¥]
T=— S (e, —F) == Xy L8
z n_,(x, z) U=
Entsprechend schreibt man (111.1) nun in der Form
[T
Sl

oder auch, indem man den Exponenten vermeidet und vy statt y2

schreibt, Vi,
Eacs
ki3

Formel (111.3) gewinnt nun die Gestalt

s 1| o
n
Wir machen von dieser Schreibweise keinen Gebrauch,

Anfgaben zu Abschnitt 111

111.1—111.8 Fiir die gegebenen MeBwerte bestimme man den Mittelwert,
den mittleren Fehler und den Durchschnittsfchler.

111.1 Kalorimeterkonstante [B'I‘U,l’pomd{’l“nhronheit] (G. WersmMowT, In-
dustr. Quality Control 8, 1947, 5—11)

2435,6 2433,6 24288 2428,6 24359 2444,7 2433,7 2437,8
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111.2 Zugfestigheit [kg/mm?] von Blechen (A.SLATTENSCHER u. G. SCHNEE-
weiss, Maschinenbau u, Wirmewirtseh. 12, 1957, 277)
44,0 42,8 40,8 41,4 44,4 43,9 428 440 42,2 448
111.8 Schwingungsdauer [see/50 Schwingungen] eines Pendels (Praktikums-
versuch, Physik. Inst. Techn. Hochschule Graz, Direktor Prof. Dr. R, GEBAUER)
80,1 80,1 79,8 80,0 80,0 80,4 80,1 80,0 79,8 80,2
111.4 Man berechne s%s [vgl. (111.1) und ({111.2)] fir n = 2, 3, ..., 10
und stelle die Werte graphisch dar.
111.5 Unter der Annahme, daf die Stichprobe in Aufgabe 111.2 einer nor-

malverteilten Grundgesamtheit entstammt, bestimme man ein 95°-Konfi-
denzintervall fiir das Quadrat des mittleren Fehlers.

112 Gewogener Mittelwert

Oftmals besitzen die Werte einer Stichprobe a, . . ., @, cine unter-
schiedliche Zuverldssigkeit. Dies wollen wir uns zuerst an einem sehr
einfachen Beispiel klarmachen.

Die Schwingungsdauer eines Pendels sei zu ermitteln, Hierzu
messen wir die Zeiten &, &, 5, t, vier aufeinanderfolgender Durchginge
durch die Gleichgewichtslage in derselben Richtung. Daraus bilden
wir die beiden unabhiingigen Nitherungswerte

il
xy =§(h — &) und @, =t — 4,

fiir die Sehwingungsdauer. Auf Grund der Natur des Experimentes
kénnen wir annehmen, daBl den beiden Zeitdifferenzen zwei Zufallsvari-
able mit derselben (unbekannten) Varianz o2 entsprechen, Wegen (34.4)
sind dann #; und , beobachtete Werte zweier unabhiingiger Zufalls-
variablen X; und X, mit der Varianz o;® = 0?9 und ¢, = o%. Es
handelt sich also um Messungen mit verschiedener Genauigkeit. ,
sollte bei der Mittelbildung stirker ins Gewicht fallen als ,. An die
Stelle des iiblichen Mittelwertes

iy 1
I*g(-’ﬁ"f"%):gxx‘rg%

sollten wir also einen Ausdruck der Form

=02 1, (g + g = 1}

setzen und dabei die positiven Zahlen g, und g, so wihlen, da8 die
Standardabweichung der entsprechenden Zufallsvariablen

Xx = $1 Xy + 9. X,y
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maglichst klein ausfillt. Denn dies bedeutet, daf #* einen miglichst
kleinen mittleren Fehler besitzt. GemiB (34.4) und Satz 59.1 hat X*
die Varianz
0% = gitay® 4 gyta,
Wegen g, = 1 — g, wird dies
o*2 = g2ey® + (1 — ARLISR
Durch Nullsetzen der Ableitung nach ¢, erhalten wir
(112.1) $h0* = g2 0,°.
Hieraus folgt, daB die Stmldardabweichung o* ein Minimum hat,
wenn wir die Zahlen g, g, umgekehrt proportional zu den Varianzen
der Variablen X;, X, withlen. Wegen o,® = ¢2/9 und o,® = o® erhalten
wir aus (112.1) nun g, = 9g,, also g, = 0,9 und 7. = 0,1, denn g, + g,
muB gleich 1 sein. Es ergibt sich also
* = 0,92 + 0,1a,.

Diesen Ausdruck bezeichnen wir als einen gewogenen Mittehwert von
2 und ,, und die positiven Zahlen 0,9 und 0,1 heifien die Gewichie.

Unser Beispiel ist typisch fiir Probleme, wie sie praktisch hiufig
auftreten, etwa in der Geodiisie. Die Lage ist die folgende:

Gegeben ist eine Stichprobe a, . . -» @, Die entsprechenden unab-
hiingigen Zufallsvariablen X;, . . ., X, haben die Varianzen (s f o
die nicht alle gleich sind. Es handelt sich also um Messungen ver-
schiedenen Genauigkeitsgrades. Dann wird der mittlere Fehler des

Ausdruckes
(112.2) Tr=gn At gz, (it g =)

ein Mintmum, wenn wir die Zahlen G1 -« 2 G, umgekehrt proportional
zu den Varianzen 6,2, . . ., 0,® wiklen. Diese Zahlen heiffen Gewichte,
und (112.2) heift der gewogone Mittelwert der n Stichprobenwerte.

Sind die genannten Varianzen gleich, so wird #* mit dem iiblichen
Mittelwert identisch.

Man beachte, daB man fiir die Bestimmung der Gewichte die ge-
nannten Varianzen nicht zu kennen braucht sondern nur die Verhiilt-
nisse zwischen je zwei dieser Varianzen. Schreiben wir
(112.3) off = 0—2,

Cy
50 kann ¢® eine unbekannte Konstante sein, wiihrend Cisiei=iyily hE-
kannt sein muf.
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Ubrigens ist es rechentechnisch giinstiger, in (112.2) die Bedingung
¢+ - -+ + g, = 1 entfallen zu lassen. Dann wird

(112.4)

Aufgahen zu Ahbschnitt 112

112.1 Unter der Annahme, daBl X, ..., X, unabhingige normalverteilte
Variable mit dem Mittelwert # und der Varianz (112.3) sind, gewinne man
(112.4) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode.

112.2 Die Aussage, in der (112.2) vorkommt, wurde im Text fir n =2
bewiesen. Man beweise sie fiir beliebiges n.

112.8 Vereinigt man zwei Stichproben z,, ..., =, und &;,...,%,, die aus
derselben Grundgesamtheit stammen und den Mittelwert = baw. F besitzen, zu
einer einzigen Stichprobe, so hat letztere den Mittelwert

7 i

Ehin e Rty S R g e

(n) Man bestatige diese Formel unter Benutzung der Definitionsformel fiir den
gewdhnlichen Mittelwert. (b) Man zeige, dafl die Wahl der Gewichte mit der
im Text genannten Minimumsforderung im Einklang steht,

112.4 Man vereinige die beiden Stichproben

2,3 24 1.9 und 2,0 22 24 2,0 41,8

zn einer einzigen und berechne den Mittelwert der letzteren (a) aus den Mittel-
werten der ersteren, (b) direkt.

112.5 Ein Winkel wurde mit zwei Theodoliten jeweils mehrmals gemessen.
Daraus ergab sich 73°277” 4+ 10" baw. 73°2712"” 4+ 20", Man bilde das gewo-
gene Mittel beider Werte.

112.6 Die Hochstlast von Lotstellen (Fliche 20 mm?®) zwischen Titan- und
Aluminiumblechen wurde g 1. Zwei Stichproben von 10 baw. 4 Werten
hatten den Mittelwert 448 kg bzw, 418 kg (G. E. METzeER, Entwicklung cines
Hartlétverfahrens fiir die Paarung Titan—Aluminium,. Diss. Aachen 1061).
Wie groB ist der Mittelwert der vereinigten Stichprobe aller 14 Werte ?

113 Vermittelnde Beobachtungen. Fehlerfort-
pflanzungsgesetz

Werden die physikalischen GriBen, fiir die man sich in einem kon-
kreten Falle interessiert, direkt gemessen, so spricht man von direkten
Beobachtungen. Dagegen spricht man von indirekten oder vermitteln-
den Beobachtungen, wenn man die genannten GroBen nicht direkt
mifit, sondern aus anderen gemessenen Grofen errechnet. Das kommt
hitufig vor: Um die Fliche F' eines Rechtecks zu bestimmen, mifit
man dessen Seitenlingen @ und b und berechnet dann daraus den
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gesuchten Wert I = ab. Weitere Beispiele kann sich der Leser leicht
bilden.

Dabei ist es wichtig zu wissen, in welcher Weise sich die Fehler der
gemessenen Grofien auf die berechnete GroBe auswirken oder ,,fort-
pflanzen®. Dieser Frage wollen wir nachgehen.

Wir nehmen an, daB zwei unabhiingige GroBen X und ¥ gemessen
werden und daraus die Grofe

Z =h(X,Y)
berechnet wird. Und zwar werde X genau n mal und ¥ genau m mal
gemessen. Die MeBwerte seien

i os bzw. e G
Hieraus ergeben sich die Mittelwerte
il it
E=o @t da) baw je=—( -4y,

Zu X gehort der mittlere Fehler (111.1), den wir jetzt mit s, statt s
bezeichnen. Setzen wir zur Abkiirzung

T, =% 1 u, also X —F =,
so folgb aus (111.1) der Ausdruck
ATk 7
113. =lf—— 32
(13- & n—1 F:'l i

Ganz entsprechend erhalten wir, indem wir
Yi=§+v, also gy —F=u

setzen, den zu ¥ gehorigen mittleren Fehler s, in der Form
1— m
S Lesih, e
==

Greifen wir irgendeinen MeBwert #; und irgendeinen MeBwert y,
heraus, so kénnen wir den zugehorigen Wert

2y = iz, y;)

berechnen. Auf Grund der Tayror-Formel gilt

2y =h(Z +u,§ +v)

(113.2)

8 = [/ —
% m

(113.3) 4 ok an
= h(Z,7) + uia+v;5§+ cee

Die durch Punkte angedeuteten Glieder enthalten hohere Potenzen
von u; und v;. Wir kénnen annehmen, daf |u,| und |, | klein sind, und




Ansoneweer 118, VEnmmrrenNoe BROBACHTUNGEN 333

wollen die genannten Glieder deshalb vernachlissigen, Summieren wir
iiber i von 1 bis n und fiber j von 1 bis m, so tritt auf der rechten Seite
(113.4) Su, =0 und v, =0

auf. Ubrig bleibt rechts nm# (z, 7). Links steht dann die Doppelsumme

iiber alle z,;. Division durch nm liefert links den Mittelwert Z, und rechts
ergibt sich gerade h(, j). Es gilt also einfach

i 1
(113.5) Z=— ”g zy = h(Z, 7).

Wir wollen nun den zugehorigen mittleren Fehler
(113.6) s=)g 2 B o

nm — li=1j=
durch die mittleren Fehler s, und s, ausdriicken. Aus (115.3) und
(113.5) folgt
ah
oy’
Wir quadrieren auf beiden Seiten, multiplizieren rechts ans und sum-
mieren dann iiber ¢ und j. Dies ergibt links die Summe in (113.6) und
rechts wegen (113. 4) den Ausdruck

--1}-- (63, -1_:-17' ayl

Dies ist offenbar gleich

SR\ m . oW\ m
(@) m e + G B

Wegen (113.1) und (113.2) ist nun aber

2y — I |'|x+ 3

7t m
Su= (n —1)8* und jé_’larj* = (m — 1) 8,2,

Indem wir dies alles in (113.6) einsetzen, folgt

(118.7) s =Vm1_;{(n = m(f}{{]“ s+ (m—1n ) -

Fiir groBes n und m heben sich die Zahlenfaktoren nahezu weg, und
es gilt dann einfach

(113.8) s,ae]/(a?‘) 2y (a—?"] 2.

Dies ist das sogenannte Gaubsche Fehlerfortpflanzungsgesetz. Es gibt
an, in welcher Weise sich die Meffehler durch die Rechnung in das
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Resultat hinein fortpflanzen. Die partiellen Ableitungen sind dabei
an der Stelle (z, ) zu nehmen.

Beispiel 118.1. Zwei elektrische Widerstinde werden mehrmals gemessen,
und es ergeben sich dabei dic Widerstandswerte

B, =100 4 0,8 [Ohm]  und R, = 200 4 1,0 [Ohm].

Man berechne den Widerstandswert (a) bei Hintereinanderschaltung, (b) bei
Parallelschaltung und gebe den zugehérigen mittleren Fehler an.
(a) Der gesuchte Widerstand ist

R =R, + R, = 100 4+ 200 = 300.
In (113.8}) brauchen wir
oR o

und

SR VT T

So ergibt sich wegen s, = 0,8 und s, = 1,0 bei Reihenschaltung gemil (113.8)
der mittlere Fehler

(113.9) 8= l;‘(:—;)zsﬁ + (—a-ff fot= 0,8 £ 1,00 1,3.

4R,

Unser Ergebnis lautet d 1

£ = 300,0 + 1,3 [Ohm].

(b) Im Falle der Parallelschaltung gilt fiir den gesuchten Widerstand B das
Gesetz
A
BT
Indem wir dies nach R auflésen und die obigen Zahlenwerte einsetzen, folgt

B R, _ 100 - 200
R, + R, 100 + 200

= 66,67 [Ohm],

Fiir die Berechnung des horigen Fehlers brauchen wir die partiellen Ablei-

£

tungen
.aﬁ = .,.__I.i?’_ — 2002 — 0,44
R, (R, + R,)? (100 4 2000F *
und
2 ]
aR R, 100 o

R, (R, + Ry? (100 + 2000
Setzen wir diese Zahlenwerte in (113.8) ein, so erhalten wir mit den gegebenen
Werten s, = 0,8 und #, = 1,0 nun den mittleren Fehler
s = /0,442 0,80 1 0,112 1,00 — 0,37.
Unser Resultat lautet also
/ R = 66,67 - 0,37 [Ohm].
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Aufgaben zu Abschnitt 113

118.1—118.5 Aus den jeweils gegebenen MeDBergebnissen bestimme man die
gesuchte GroBe und deren mittleren Fehler.

113.1 Man berechne den Flicheninhalt F eines Rechtecks mit den Seiten
a = 150 +- 0,1 [em] und b = 80 4 0,1 [em]. L

118.2 Gesucht izt der Winkel p eines ebenen Dreiecks, dessen andere Winkel
a = 40° £ 30" und § = 45° £ 30" sind.

118.3 Eine Strecke L wurde mit 5-m-MeBlatten ausgemessen. Es ergaben
sich 9 Lattenlagen. Der mittlere Fehler einer Lattenlage betrug 4,0 mm. Wie
grof} ist L?

118.4 Gesucht sind die Seiten b und c eines ebenen Dreiecks mit der Seite
a=210,12 £ 0,05 [m] und den Winkeln §#=52°10’+1’' und y=861"23" £ 1’,
die zu den Endpunkten von a gehoren.

1183.5 Wie groB ist das spezifische Gewicht y einer Eisenkugel mit dem
Gewicht G = 1000 4 0,1 [g] und dem Durchmesser D = 6,2 4 0,01 [em]?

118.6 Man zeige: Fiir die spezielle Funktion h{z, y) ==z y hat (113.8),
geschrieben unter Verwendung der ,,relativen mittleren Fehler*

o=

M my == my = 22
= = 1 ' e
die Form
m Ay If‘mﬁ + migt.

118.7 Welche Form hat (113.8), geschrieben unter Verwendung der relativen
mittleren Fehler (s. Aufgabe 113.8), fiir b = k 2%3® ? Hierbei seien a, b und k
konstant.

118.8 Man lése Aufgabe 113.5 unter Benutzung der Fehlerformel in Auf-
gabe 113.7.

114 Ausgleichsgeraden und -kurven

Es ist wohl fast selbstverstindlich, dafl die Bestimmung von Aus-
gleichsgeraden und -kurven nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate,
wie wir sie in Kap. 17 kennengelernt haben, in der Fehler- und Aus-
gleichsrechnung wichtige Anwendungen hat und deshalb in diesem
Gebiet eine grundlegende Bedeutung besitzt. Wegen der Ausfiihrlich-
keit der Betrachtungen in Kap. 17 kinnen wir uns hier auf einige
typische Aufgaben beschrinken.

Aufgaben zu Abschnitt 114

114.1—114,83 Man bestimme jeweils die Ausgleichsgerade.
114.1 Spannung y [mV] eines Thermoelementes in Abhingigkeit von der
Temperaturdifferenz = [°].
z | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
y | 050077 1,06 1,35 202240280315
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114.2 Ohmscher Widerstand 2 [Ohm] in Abhingigkeit von der T I tur
T [°C)
T[15[25|35]50170|90
R [543 ] 560 | 581 | 6,10 | 6,52 | 6,05

114.3 Relative Volumenabnahme y des Leders als Funktion des Druckes z
[in Vieliachen von 1000 Atm.] (C. E. Werr, Journ. Res. Nat. Bureau of Stan-
dards 43, 1950, 468)

202 [ el e T el [
v | 0000 [ 0,025 | 0,041 | 0,057 | 0,089

114.4—114.6 Man bestimme jeweils die Ausgleichsparabel der Form (104.4).

114.4 Widerstand R [Ohm] einer Kohlefadenlampe in Abhiingigkeit von
der Stromstirke I [mA]
.{|20|3o|4o|50|60|70|su|90|100
R| 145 | 133 [ 130 | 124 [ 120 | 147 | 115 | 142 | 110

114.5 x|'—1|0|l1|2
il o e s

114.6 Frequenz y [Hertz] einer Stahlfederzunge in Abhiingighkeit vom Aus-
schlagswinkel z [Grad] (R. Hanrmaws-Kemrr, Dissertation Wiirzburg 1902;
vgl. W. Wiex u. F. Harms, Handbuch der Experimentalphysik 17, 105. Leipzig
1934)
z| 45 | 20 | 25 | 30 | 40 | 50 | 65 | 9.0 | 125
v | 95,08 [ 98,97 | 98,07 | 08,96 | 98,06 | 98,98 | 99,00 | 99,07 | 99,10




Kapitel 20
Verteilungsunabhiingige Verfahren

Verteilungsunabhiingige Verfahren (auch nichtparametrische Ver-
fahren genannt) sind Verfahren, deren Anwendbarkeit nicht an die
Voraussetzung gebunden ist, daB eine ganz bestimmte Verteilung (z. B.
eine Normalverteilung) vorliegt. Man wendet sie an, wenn man iiber
die Verteilung der Grundgesamtheit, aus der eine Stichprobe stammt,
gar nichts weiB. Sie sind rechnerisch einfach.

Man kann von diesen Methoden im Einzelfalle nicht so viel erwar-
ten, wie ein Verfahren, das fiir eine bestimmte Verteilung zugeschnit-
ten ist, beim Vorliegen der betreffenden Verteilung liefert. Aber der
Unterschied ist manchmal gar nicht so groB. Zum Beispiel braucht
man im Falle grofer Stichproben aus normalverteilten Grundgesamt-
heiten beim Test in Abschn. 118 etwa 5%, mehr Stichprobenwerte,
um dieselbe Information wie beim Test in Abschn. 79 zu erhalten.
Bei kleinen Stichproben ist das Verhiltnis etwas ungiinstiger. Schitzt
man, daB man mit 9 Werten bei dem Test in Abschn. 79 so viel er-
reicht wie mit 10 Werten bei dem Rangtest in Abschn. 118 und spart
man fiir 10 Pfennige Rechenarbeit beim Rangtest, so lohnt sich dieser,
falls die Einzelmessung weniger als 10 Pfennige kostet. Ist hingegen
die Einzelmessung teuer und die Grundgesamtheit angendhert normal-
verteilt, so sollte man den Test in Abschn. 79 bevorzugen.

Beim Vorzeichentest in Abschn. 115 braucht man im Falle groBer
Stichproben aus normalverteilten Grundgesamtheiten etwa den andert-
halbfachen Umfang, verglichen mit dem Test in Abschn. 79.

Im vorliegenden Kap. 20 setzen wir voraus, dafl die vorkommenden
Verteilungen stetig sind.

115 Yorzeichentest

Den sehr einfachen Grundgedanken und die praktische Durchfiih-
rung dieses Tests wollen wir an einem Beispiel erliutern.
Beispiel 115.1. Um cine Spezialsimaschine mit einer gewthnlichen zu ver-

gleichen, wurden 10 Parzellen je zur Hilfte mit der einen und mit der anderen
Maschine besiit. Die mit der Spezialmaschine besiiten Hilften zeigten die fol-

a2 Kreyszlg, Mothoden
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genden Mehrertriige [Bushels] gegentiber den jeweils zugehdrigen anderen
Hiilften:
24 1,0 07 0,0 14 1,6 1,1 —04 04 0,7

(J. Wiszant, Suppl. J. Royal Statist. Soe. 1, 1934, 26—51). Man teste die
Hypothese, daB beide Maschinen hinsichtlich des erzielten Ertrages gleich gut.
sind, gegen die Alternative, daf man mit der Spezialsi hine hohere Ertrige
erzielt. Als Signifikanzzahl wihle man & — 59%.

Trife die Hypothese zu, so wire die Wahrscheinlichkeit p eines positiven
Wertes, also eines Mehrertrages, ebenso groB wie die eines negativen Wertes.
Demnach gilte dann P = 0,5, und die Zufallsvariable

X = Anzahl der positiven Werte unter n Werten

wilre binomialverteilt mit p = 0,5. Die Stichprobe hat 10 Werte. Den Wert ¢
scheiden wir aus, weil er nichts zur Entscheidung beitriigt. Dann bleiben noch
9 Werte iibrig, davon 8 positive. Die Wahrscheinlichkeit, unter 9 Werten
wenigstens 8 positive zu erhalten, betriigt, wenn die Hypothese zutrifit,

B(Xi=8) = PX = 7) =1 — 0,9805 = 1,959

(siehe Tafel 1d in Anhang 5 und Aufgabe 41.5). Da dies kleiner als 59 ist, ver-
werfen wir die Hypothese und nehmen an, daB man mit der Spezialmaschine
groBere Ertrige erhiilt,

Aufgaben zu Abschnitt 115

115.1 Man nehme an, dic Stichprobe in Beispiel 115.1 entstamme einer nor-
malverteilten Grundgesamtheit, und fithre den Test nach der Methode in
Abschn. 79 durch.

115.2 Zwei Schlafmittel 4 und B wurden jeweils an denselben 10 Patienten
ausprobiert (,STUDENT*, Biometrika 6, 1908, 1—25). Dabei ergaben sich die
folgenden Werte fiir die Sch[afvcrléngerung [Stunden] :

AL L 0800 ] 0 | =01 | 44 165 | 1.6 | 46 | 34
B |03 | —16]|—02—12]_01]34 [37 | 08 [ o0 |20

Dift. [ 12 | 24 23] 23] 00| 10 [ 18 [ 08 | 48 | 14

Ist der Unterschied signifikant ?
115.8 Man bearbeite die Auigabe 115.2 nach der Methode in Abschn. 79.

115.4 Man bearbeite Aufgabe 79.7 mittels des Vorzeichentests, Die hierbei
notwendigen Werte der Binomialverteilung berechne man selbst.

1156.5 Rindspastetchen wurden 8 Monat aufbewahrt, zum Teil bei —18°C,
zum Teil bei zwischen —9°C und —18°C schwankender Temy r. 7 von 8
befragten Personen empfanden das Aroma der erst ten Pastetchen als

angenchmer, eine Person urteilte ur gekehrt. Ist der Unterschied signifikant ?
{F. EHRENERANTZ u. H. Roperts, Journ. of Home Econom, 44, 1952, 441))
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116 Test fiir beliebigen Trend

Auch diesen Test erliutern wir am besten durch ein typisches Bei-
spiel. Sind die in Kap. 17 gemachten Voraussetzungen erfiillt, so wende
man die dortigen Methoden an, die dann bessere Ergebnisse liefern.

Beispiel 116.1. Uber die Wirkung kleiner Strahlendosen bei Saatgutbestrah-
lung weill man noch nicht viel. A. Stiss (Atompraxis 8, 1963, 81) bestrahlte
im Jahre 1959 Sommergerste Stanka und erhielt im Jahre 1960 die folgenden
Kornertriige [g/GefdB]:

Strahlendosis = 0 2r | 4r 40r | 400 r
Ertrag y 20,2 | 30,2 | 28,2 | 20,7 | 304

Man teste die Hypothese, daB die angewendete schwache B hlung keinen
Einflull hat, gegen die Alternative, dal positiver Trend vorliegt, d. h. daB sich
der Ertrag mit wachsender Strahlung vergroBert.

Die xz-Werte sind der Gréfe nach geordnet. Bestiinde positiver Trend, so
hiitten die y-Werte auch die Tend anzuwachsen. Bestiinde kein Trend, so
sollten die y-Werte ungeordnet aufeinanderfolgen. Wir zihlen, wie oft ein
griflerer Wert vor einem kleineren steht:

29,2 steht vor 28,2 (1 ,,Fehlordnung**)
30,2 steht vor 28,2 und 29,7 (2 ,,Fehlordnungen*').

Die restlichen Werte (28,2, 29,7, 30,4) stehen der GréBe nach. Wir haben also
insgesamt 3 ,,Fehlordnungen® (Inversionen). Die Verteilung der Variablen

T = Anzahl der Fellordnungen

unter der Hypothese, dafl kein Trend besteht, kinnen wir leicht aufstellen :
Besteht kein Trend, so sind alle 5! — 120 Permutationen von 5 Elementen
12 3 4 5 gleichméglich (vgl, Abschn, 35), und wir ordnen diese nach der Anzahl
ihrer Fehlordnungen an:

I'=0 T=1 =0 =:3
v P RE U 1 2 3 5 4 b Bl e e e
e i e b SRR TR DR T 1 3 4 5 2

d b e L AR 2 s ] 1 3 5 2 4

P B R B B s By [ Ml o e 3

L S P B 1 4 3 2 5

PR BRI U T

204 35 2SR 4 s e
2 31 4 5 2 1 5 3 4 ww

B E 23 40600

20304 1.5

L

32 K 4

3 1.4 2 5

D2 A

S [ S

22%
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Wie wir sehen, ist

P(T < 3) — o 15 29

1 4
120 T 120 T 120 T 130 = 120 =
Wir nehmen deshalb die Hypothese an.

2497

Fiir diesen Test verwende man die Tafel 10a in Anhang 5. Unsere
Uberlegung und die Tafel gelten fiir den Fall einer stetig verteilten
Grundgesamtheit. Theoretisch sind dann niimlich lauter verschiedene
Stichprobenwerte zu erwarten. Praktisch kénnen trotzdem mehrere
Werte gleich sein, weil man abrundet. Sind m Werte gleich, so zéihle
man zu den sich sowieso ergebenden Fehlordnungen noch s (m — 1)/4
(= Mittelwert der Fehlordnungen bei den Permutationen von m Din-
gen) dazu, also je 1/2 fiir je 2 gleiche Werte, Jje 3/2 fiir jedes Tripel
gleicher Werte usw, Tst die Verteilung der Grundgesamtheit diskret, so
mull man daran denken, daf8 auch theoretisch derselbe MeBwert mehr-
mals auftreten kann, und die obige Uberlegung entsprechend ab-
andern.

Aufgaben zu Abschnitt 116

116.1 Man stelle die in Beispiel 116.1 angef gene Tafel fertig.

116.2 Man stelle die der Tafel in Beispiel 116.1 entsprechende Tafel fiir
7 =4 auf.

116.8—116.5 Man wende den im Text besprochenen Test auf die angegebene
Stichprobe an.

116.8 Die Stichprobe in Aufgabe 95.4.

116.4 Die Stichprobe in Aufgabe 95.5.

116.5 Die Stichprobe in Aufgabe 95.10.

116.6 Wie ist die Uberlegung im Text im Falle diskreter Verteilungen der
Grundgesamtheit zu modifizieren ?

117 Testen der Zufilligkeit in Stichproben

Wir werfen eine Miinze zehnmal und schreiben die Ergebnisse
nacheinander auf (K = Kopf”, W = ,Wappen*). Dann fassen wir
gleichartige nebeneinanderstehende Buchstaben zusammen, indem
wir sie unterklammern:

LS

W JCKGE W

Damit haben wir unsere Stichprobe in 5 Teile unterteilt. Diese heiBen
Iterationen. Zuwenige Iterationen, wie z. B. im Falle

K KEKKKEK W W W W (2 Iterationen),
oder zuviele Iterationen, wie z, B. im Falle

K W K W K W K W K W (10Iterationen)
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(und auBerdem die RegelmiBigkeit), lassen den Verdacht aufkommen,
daB die Zufilligkeit gestort ist.

‘Wie definiert und bestimmt man Iterationen, wenn es sich um eine
Stichprobe von Zahlenwerten handelt? Dann zeichnet man diese
Werte der Reihe nach auf und zieht eine horizontale Gerade M
(,, Medianlinie*) derart, daB die Hilfte der Stichprobenwerte ober-
halb und die Hiilfte unterhalb liegt. Unten hin schreibt man ein Plus-
zeichen bzw. ein Minuszeichen je nachdem, ob der betreffende Stich-
probenwert oberhalb oder unterhalb der Medianlinie liegt (siche

Abb. 117.1).
E °
25 L]
M
° . ®
23 .
- Al U e + o+

|_f_| L ey ey I J
Abbildung 117.1. Zur Definition der Iterationen (Stichprobe von Schalldimm-
zahlen in Aufgabe 4.4)

Es kann sein, dall es gar keine solche Gerade M gibt und daB auf
der horizontalen Geraden M*, die die Stichprobe wenigstens an-
nithernd in zwei gleich umfangreiche Teile teilt, zwei oder drei oder
noch mehr Stichprobenwerte liegen. Dann ordne man einen oder meh-
rere Stichprobenwerte auf M* demjenigen Teil zu, der weniger
Punkte hat, bis beide Teile gleichviele Werte umfassen. Dabei ist so
zu verfahren, dall moglichst viele Iterationen entstehen. In Abb. 117.2
konnen wir z. B, den mit einem Pfeil versehenen Wert dem unteren
Teil zurechnen, der dann aus 8 Werten besteht.

Wie wir ohne Beweis erwiihnen, hat im Falle einer stetigen Ver-
teilung die Zufallsvariable

V = Anzahl der Iterationen
bei Zutreffen der Hypothese, dall Zufilligkeit der Reihenfolge vor-
liegt, die Wahrscheinlichkeitsfunktion

m—1

flv) =P(V =) = 2(%(’} o5 2))7(2::) (v gerade)
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4 .
. .
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Abbild 117.2. 9 Tterationen in ciner Stichprobe von 25 Werten

bzw.

m—1 m —1 2m
fw) =PV =v) =2 (%(@ i 1)) (%(u 4 3))/(m ) (v ungerade).

Hierbei ist m die Anzahl der Pluszeichen, die man bei dem soeben be-
schriebenen Prozef erhiilt, und diese Anzahl ist voraussetzungsgemiifl
gleich der Anzahl der Minuszeishen. Man gewinnt diese Wahrschein-

lichkeitsfunktion, indem man die (2?;“) verschiedenen Reihenfolgen

von m Pluszeichen und m Minuszeichen als gleichwahrscheinlich ansicht
und jeweils die Anzahl von Iterationen bestimmt.

Ist die Anzahl der Iterationen zu klein oder zu groB, so verwerfen
wir die genannte Hypothese. Die kritischen Werte, von denen ab ver-
worfen wird, sind in Tafel 10b fir die Signifikanzzahlen 5%, und 1078
angegeben.

In Abb. 117.2 ist m = 8, und es liegen » = 9 Iterationen vor. Wir
withlen die Signifikanzzahl 5%. Aus Tafel 10b entnehmen wir dazu
die kritischen Werte 5 und 12. Da » — 9 zwischen diesen Werten Liegt,
wird die Hypothese, daB Zufilligkeit der Reihenfolge vorliegt, ange-
nommen.

Aufgaben zu Abschnitt 117
117.1—117.8 Man wende den im Text betrachteten Test auf die folgenden
Stichproben an:
117.1 Die Stichprobe in Aufgabe 4.3.
117.2 Die Stichprobe in Aufgabe 4.5.
117.8 97 3 16 12 55 16 84 63 33 &7
18 26 23 52 37 70 56 99 16 31
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118 Ein Rangtest

In Abschn. 115 haben wir ein Beispiel eines Tests kennengelernt,
bei dem man nur die Vorzeichen der Stichprobenwerte beriicksichtigt.
Es gibt andere Tests, bei denen man zwar auch Information ver-
schenkt, aber nicht gar so viel, indem man némlich auBer dem Vor-
zeichen noch die Grifle der Stichprobenwerte in gewisser Weise mit-
beriicksichtigt. Einen solchen Test wollen wir jetzt betrachten.

Liegen Differenzen von MeBwerten vor, wie z. B. in Aufgabe 79.7,
und ist die Annahme, dal die zugehorige Grundgesamtheit normal-
verteilt ist, nicht gerechtfertigt, so kann man einen Test von F. WiL-
coxoXN (Biometries 1, 1945, 80) fiir die Hypothese anwenden, daf} die
genannte Grundgesamtheit den Mittelwert 0 besitzt. Der Test ist rech-
nerisch sehr einfach. Wir erliutern ihn an einem Beispiel.

Beispiel 118.1. LaBt sich aus den in Aufgabe 79.7 angegebenen Stichproben-
werten
2.0 01 2. 2 3 -3 1 2 3 0 —1 1 =2 1

<der Sehluf ziehen, dali zwischen den beiden dort genannten MeBmethoden ein
signifikanter Unterschied besteht ?

Der Test der Hypothese, dal kein solcher Unterschied besteht, verliuft
folgendermaBen: Die 3 Werte 0 lassen wir weg. Die iibrigen m =n — 3 = 13
Werte ordnen wir dem Betrage nach, schreiben darunter das Vorzeichen, dann
die Platznummer und schlieflich den Rang. Letzterer ist die mit dem genann-

ten Vorzeichen h Pla ier bzw. das arithmetische Mittel der
Platznu betragsgleicher Stichprobenwerte. 8o ergibt sich:

Betrag Iy [ T A L | D )y BERES S
Vorzeichen - 4+ + + + =i —
Platz Nr. i3 a3 el S 6. AT SR sn e O 11 12 13
Rang =3 .8 3 8 3. =128 8 -8 8§ ‘8§ —12 12.12

In der Tat sind die ersten 5 Stichprobenwerte betragsgleich, und das arithme-
tische Mittel der Platznummern ist (1 +2 4 3 4 4 4 5)/5 = 3 usw. Die
Summe der negativen Ringe ist —3 — 8 — 12 = —23. Deren Betrag wu, = 23
ist unsere TestgréBe. Uberwiegen die positiven oder die negativen Rénge zu
sehr, 50 ist u, zu klein baw. zu groB, und die Hypothese wird verworfen. Den
unteren kritischen Wert in diesem zweiseitigen Test zeigt Tafel 10c. Zur Signi-
fikanzzahl o = 59 gehoért 17, und zu o = 1% gehdrt 10, denn es ist ja
m = n — 3 = 13, Den oberen kritischen Wert brauchen wir gar nicht, sobald
wir uns vergewissert haben, dalB w, nicht grofler als die Summe der positiven
Riinge ist. Wiire dies der Fall, hiitten wir einfach die letztere als Testgrofe wu,
zu nehmen. In unserem Falle ist u, = 23, und die Hypothese wird bei Wahl
von o = 1% und auch x = 59 angenommen.

Die Tafel 10¢ erhilt man durch kombinatorische Uberlegungen.
Zum Beispiel gibt es fiir m = 8 gemil Satz 37.1 genau 2% = 256 Stich-
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proben verschiedener Vorzeichenkombinationen, die wir nach stei-
gendem wu, geordnet hinschreiben:

Platz Nr.
R e e ] TG
SE e e SR G
S e e T
Gt ot e L R ] L
e L
S i e SR
5 TR o R A 1]
) B m o R LR B [

und so weiter. Die Stichprobenwerte sind ja jeweils Differenzen aus
zugehdrigen Werten zweier Stichproben. Deren Grundgesamtheiten
setzen wir als stetig verteilt voraus. Im Falle der Richtigkeit der Hypo-
these sind diese identisch. Dann sind die obigen 256 Stichprobentypen
gleichwahrscheinlich, wie man beweisen kann. Also bilden die ersten
6 (~ 2,5% von 256) und die letzten 6 Stichproben den Verwerfungs-
bereich beim zweiseitigen Test mit der Konfidenzzahl a — 59%;. Die
zugehdrigen kritischen Werte sind u, = 4, in Ubereinstimmung mit
Tafel 10e, und ferner g = 36 — 4 = 33,

Aufgaben zu Absehnitt 118

118.1--118.2 Man wende den besprachenen Test auf die folgenden Stich-
proben an:

118.1 Die Stichprobe in Aufgabe 79.5.

118.2 Die Stichprobe in Beispiel 115.1.

118.3 Man vergleiche die in Tab. 10c angegebene Niiherungsformel fiie
== 10, 15 und 20 mit den genauen Werten.

118.4 Man bercehne die kritischen Werte fiir m — 25, 30, 40 mittels der
in Tafel 10¢ angegebenen Niherungsformel.




Kapitel 2 1

Entscheidungstheorie

Die statistische Entscheidungstheorie wurde von A.WALD be-
griindet; vgl. [15] in Anhang 3. Sie behandelt statistische Verfahren
unter Benutzung von Ideen und Methoden aus der sog. mathematischen
Spieltheorie, die auf J.v. NEumaNN [11] zuriickgeht. Dies fiihrt zu
einer einheitlicheren Behandlungsweise und Giutebeurteilung sta-
tistischer Verfahren.

Das vorliegende Kapitel bringt eine Einfithrang in die Grundbegriffe
und -prinzipien der Entscheidungstheorie. Weitere Einzelheiten und
Literaturangaben findet man in [1] und [15] (s. Anhang 3).

Die Entscheidungstheorie umfaBt die Theorie der Punktschitzungen
fiir Parameter (Kap. 12), Konfidenzintervalle (Kap. 13) und Tests
(Kap. 14) als Sonderfille. Zu entscheiden hat man sich jeweils fiir eine
von mehreren maglichen Aktionen. Die Entscheidung wird getroffen
unter Beriicksichtigung des Ausganges eines Zufallsexperimentes.
DaB sich die Spieltheorie dabei als brauchbares Werkzeug erweist,
hat folgenden Grund: '

Rin Zuwei-Personen-Spiel ist ein Spiel fiir 2 Spieler. Genauer inter-
essiert uns hier der Begriff des Zwei- Personen-Nullsummen-Spiels, das
ist ein Zwei-Personen-Spiel, bei dem der Gewinn des einen Spielers
jeweils gleich dem Verlust des anderen ist, also insgesamt die Summe
null herauskommt. Jeder der beiden Spieler hat das Bestreben, seinen
Glewinn maximal (oder seinen Verlust minimal) zu machen. In der
Entscheidungstheorie wird ein statistisches Verfahren nun aufgefaBt
als ein Zwei-Personen-Spiel: Der eine Spieler ist fiktiv — wir nennen
ihn die ,, Natur (oder ,,Umwelt”) —, der andere ist der Statistiker.
Um diesen Grundgedanken verstindlich zu machen, betrachten wir
ein Beispiel:

Nehmen wir an, der Statistiker interessiere sich fiir eine normal-
verteilte Zufallsvariable X mit bekannter Varianz und unbekanntem
Mittelwert y. Wire dem Statistiker der Zahlenwert g bekannt (und
kinnte der Statistiker die Folgen aller Aktionen, die fiir ihn mdglich
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sind, genau iibersehen), so wiiite er genau, fiir welche Aktion er sich
verniinftigerweise entscheiden sollte. Da er aber den Wert u nicht
kennt, kann er sich vorstellen, er spiele ein Spiel gegen die , Natur®,
das sich so beschreiben lafit: Die »Natur wihlt einen Zahlenwert “
(den der Statistiker nicht kennt). Der Statistiker .Spioniert*’ dann etwas
(macht ein Zufallsexperiment), um Anhaltspunkte iiber das ihm un-
bekannte 2 zu erhalten. Er entscheidet sich schlie@lich fiir eine giin-
stige der fiir ihn méglichen Aktionen. Bej dieser Entscheidung be-
riicksichtigt der Statistiker das Ergebnis des Zufallsexperimentes und
bewertet jede mégliche Aktion nach den (noch von u abhingigen)
Folgen, die sie fiir ihn haben wiirde,

Entsprechend kann man andere statistische Verfahren als Spiele
gegen die Natur ansehen. Diese Auffassung hat zu wichtigen Fort-
schritten in der Statistik gefiihrt.

119 Entscheidungsproblem. Verlust. Risiko

Wir geben nun eine allgemeine Kennzeichnung von Entscheidungs-
problemen als Spielen des Statistikers gegen die Natur und fithren
dabei einige Grundbegriffe ein.

1. Die Natur wiihlt ein Element 6 aus einer gegebenen Menge 0.
Diese Menge 2 heifit Parameterraum, und jedes Element 6 von O
heiflt ein Zustand der Natur, (In unserem obigen Beispiel war § = u
ein Parameterwert.)

2. Der Statistiker wihlt ein Tlement (Aktion oder Entscheidung
genannt) aus einer gegebenen Menge 4. Die Menge 4 heiBt der Raum
der Aktionen des Statistikers.

3. Bei diesem Spiel hat der Statistiker einen Gewinn oder Verlust,
der davon abhangt, was die Natur tut und was er selber tut. Der Ver-
lust ist also eine Funktion L von 6 und a. Diese heiBt Verlustfunktion
(loss function im Englischen). Und jedem Paar (0, @) entspricht eine
gewisse Zahl L (0, a) als zugehériger Verlust. I darf auch negativ sein;
ein solcher negativer Verlust L(#, a) bedeutet dann einen Gewinn
fir den Statistiker.

L(0, @) ist also der Verlust fiir den Statistiker, wenn er Aktion a
wahlt und sich die Natur im Zustand 0§ befindet.

Wiirde der Statistiker den Zustand der Natur kennen, so wiirde er
aus den Werten der Verlustfunktion I, ersehen, welche Aktion fiir
ihn am giinstigsten ist, und ein Zufallsexperiment wiire dann ganz
tiberfliissig. Da er den Zustand der Natur aber nicht lkennt, sammelt er
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zuerst Informationen dariiber, indem er eine Zufallsvariable X (oder
(X, ¥) usw.) beobachtet, deren Verteilung vom Zustand 6 der Natur
abhiingt. Diese Information benutzt der Statistiker, wenn er schlie-
lich entscheidet, welche Aktion ¢ aus 4 er wihlt.

Der Statistiker spielt also ein Spiel gegen die Natur, das durch
Q, A, L gekennzeichnet ist und bei dem er im Rahmen eines Zufalls-
experimentes eine Zufallsvariable X beobachtet, deren Verteilungs-
funktion F (x, 0) vom Zustand § der Natur abhéngt. Ein solches Spiel,
das in dieser Weise mit einem Zufallsexperiment gekoppelt ist, heilit
ein statistisches Entscheidungsproblem oder statistisches Spiel.

Grob gesprochen werden also statistische Verfahren (samt mog-
lichen Konsequenzen) in der Entscheidungstheorie als Entscheidungs-
probleme aufgefaBt. Typische Beispiele folgen im nichsten Abschnitt.

Wie gesagt, hingt die Wahl einer Aktion ¢ von dem beobachteten
Wert x der Zufallsvariablen X ab, ist also eine Funktion von w, die
(nichtrandomisierte) Entscheidungsfunktion heifit (im Englischen
(nonrandomized) decision function) und mit d bezeichnet wird:

a = d(x).
(In der Sprache der Spieltheorie heiBit d eine reine Strategie.) Ent-
sprechend hat man bei Benutzung einer Stichprobe x,,..., #a die
Beziehung
(119.1) a=d{z, ..., Tn).

Setzen wir @ = d(x) in die Verlustfunktion L (6, a) ein, so erhalten
wir eine Funktion
L(0, d(2)),
die von = abhingt. x ist dabei, wie gesagt, ein beobachteter Wert einer

Zufallsvariablen X. Also ist d(x) ein beobachteter Wert der Zufalls-
variablen d(X). Demnach ist auch

L(6, d(X))

eine Zufallsvariable, und wir koénnen deren Mittelwert bilden. Dieser
wird mit R bezeichnet; er hingt von 0 und d ab und heilt Risiko-
funktion. Wir haben also, in Formeln geschrieben,

(119.2) R(0,d) = E(L(9, d(X))).

Dies ist der durchschnittlich zu erwartende Verlust des Statistikers,
wenn er eine gewisse Entscheidungsfunktion d wihlt und die Natur
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sich im Zustand 0 befindet. Vorausgesetzt wird dabei, daB d so be-
schaffen ist, da8 R fiir jeden Zustand 0 aus Q einen endlichen Wert hat.

Aufgaben zu Abschnitt 119

119.1 Jeder von zwei Spielern wiihlt eine ganze Zahl, Sind beide Zahlen
ungerade, zahlt 8, DM 1,— an S;. Sind beido Zahlen gerade, zahlt 5, DM 3,—
an S;. In den beiden iibrigen Fillen zahlt S, DM 2,— an §,. Man gebe Q, A4
und alle Werte von L (= Verlust des Spielers £,) an.

119.2 6 sei die Wahrscheinlichkeit fitr ,,Kopf* beim Wurf siner Miinze, und
es sel entweder § = 6, = 0,4 oder § — 0; = 0,6. Es sei A die Zahlengerade. Die
Entscheidungsfunktion d(x) sei gegeben durch die Werte d(0) — ag, d{l) =a;;
dabei seien @, und @, Zahlen, und 2 sei ein beobachteter Wert der Zufalls.
variablen X = Anzahl nwHopfe' beim einzelnen Wurf. Die Verlustfunktion sei
L0, a) = (0 —a)?, also L(8;,4d(0)) = (0,4 —ay)? usw. Man zeige, daB die
Risikofunktion die folgenden Werte hat:

B(0;, d) = 0,6(0,4 — a)* -+ 0,4(0,4 — a,)2,
(0, d) = 0,4(0,6 — a,)2 + 0,6 (0,6 — ay)2,

119.8 Eine Urne enthalte 2 Kugeln. @ sei die Anzahl woiler Kugeln in der
Urne, so daB also 0 = {0, 1, 2} ist. s sei 4 = {a,, Oy, @) mit ay = 0, g, = 1,
ay = 2. Der Statistiker zicht eine Kugel aus der Urne und beobachtet X —
Anzahl weifier Kugeln beim einzelnen Zug. Wie viele (nichtrandomisierte) Ent-
scheidungsfunktionen gibt es bei diesom Problem? Einige davon sind sinnlos,
Die iibrigens gebo man an, (Die ,,Aktion** a, des Statistikers bestehe also hier
lediglich darin, daB er die Festatellung trifft, dag ay = 0 weille Kugeln in der
Urne sind, usw.)

119.4 In Aufgabo 119.3 soi die Verlustfunktion
L0, a) =| 8 —al.

Man bestimme die Werte der Risikofunktionen, die zu den folgenden Ent-
scheidungsfunktionen gehéren:

d, (x) L1
dy () Ty iy
dy(x) a; a;
dy(z) a, a,

119.5 Man zeige, daB in Aufgabe 119.3 im Fall der Verlustfunktion L (B, a)
= (0 — a)* die Risikofunktion R die folgenden Werte hat:
I =0 =1 =2

d, 0 0,5 1
d, 0 1 0
1 1
1 0
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119.6 In Aufgabe 119.3 nehme man an, der Statistiker ziehe 2 Kugeln mit
Zuriicklegen und beobachte X = dnzakl weifler Kugeln unter den gezogenen.
Man gebe alle (nichtrandomisierten) Entscheidungsfunkti an, die sinnvoll
sind.

119.7 In Aufgabe 119.3 nehme man an, der Statistiker ziehe 2 Kugeln mit
Zuriicklegen und beobachte X = Anzahl weifler Kugeln unter den gezogenen.
Die Verlustfunktion sei L(f, a) = |0 — a|. Man bestimme die Risikofunktion
R(6, d;) fur die folgenden Entscheid o

z | di(@)  da(z)  dy(m)  dy(z)
0 0 0 1 1
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2

120 Beispiele

Diese Beispiele sollen zeigen, wie sich das Testen von Hypothesen
(vgl. Kap. 14), die Punktschitzung von Parametern (vgl. Kap. 12)
und die Angabe von Konfidenzintervallen (vgl. Kap. 13) als spezielle
Entscheidungsprobleme im Rahmen der Entscheidungstheorie for-
mulieren lassen.

Beispiel 120.1. Beim Testen von Hypothesen gibt es 2 mégliche Aktionen:

ay: Annehmen (Nichtverwerfen) der Hypothese
a,: Verwerfen der Hypothese

Also ist hier A = {a,, a,}. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da8 die Natur
auch nur 2 magliche Zustiinde # = 0, und 6 = 6§, hat, und wir wollen die Hypo-
these Hy: 0 = 0, gegen die Alternative H,: 8 = 0§, testen. Als Verlustfunktion
kénnen wir dann L(0, a) mit den folgenden Werten benutzen:

| 6=16, 6=0

a = a, 1] Ly
a =a, Ly 0

Ly und Ly; sind dabei positive Konstanten. Ist die Natur im Zustand 6, und
wiihlen wir Aktion a, (Annehmen der Hypothese), so ist der Verlust 0. Dasselbe
gilt, wenn die Natur den Zustand 8, hat und wir uns fiir a, (Verwerfen der Hypo-
these) entscheiden. In den beiden anderen noch méglichen Fillen begehen wir
einen Fehler 1. Art (zugehdriger Verlust L;) oder 2. Art (zugehériger Verlust
Lip); vgl. Abschn. 78. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten sind

& = P{d(X,, ..., Xy) = ay; & = 0, ist richtig)
bzw.
1—f = P(d(X,,..., Xs) =a;; 8 =6, ist richtig).
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Diese Wahrscheinlichkeiten hii gen von der Wahl der Entscheidungsfunktion
d ab. Die Risikofunktio

B(0,d) = B(L(0,d(X,, .. - Xa)))

hat die Werte
R(fy, d) = (1 —&)-0 + aLy =al;
und
B(fy,d) = (1 —B)Lyr + -0 = (1 — B Lys.

Wir sollten darauf hinweisen, daB die Theorie des Testens statistischer
Hypothesen wohl noch nicht, ihre endgiiltige Form gefunden hat, da man bei
der Begriindung vieler Tests gewisse Konventionen aus der Praxis mitberiick-
sichtigt.

Oft kann man von mehreren Tests fiir dieselbe Hypothese einen giinstigen
Test dadurch auswiihlen, daf man zuerst eine Verlustfunktion bestimmt, die
(durch ihre Werte) die relative Wichtigkeit des Fehlers angibt (und den Schaden,
der durch das Nichtverwerfen einer falsch Hypotlk tsteht). Man wiihlt
dann einen Test aus, bei dem der zu erwartende Verlust méglichst kloin wird.
Allerdings gibt es bei diesem Vorgehen gewisse Schwierigkeiten, auf dio wir
spiiter eingehen.

Beispiel 120.2, Die in Kap. 12 behandelte Aufgabe der Punktschiitzung von
Pa n LBt sich ebenfalls als ein istisches Entscheid geproblem auf-
fassen. Beispielsweise interessiore uns oine Zufallsvariable, deren Varianz wir
kennen und deren Mittelwert # wir abschitzen méchten. g ist dann der Para-
meter 0. Fs mége s irgendwelcher Werto fiihig sein. Dann nehmen wir als
Parameterraum 0 die ganze Zahlongerade. Fiir jedes 1 gebe es eine verschiedene
Aktion a. Als Raum 4 der Aktionen konnen wir dann ebenfalls dis Zahlen-
gerade nehmen, und jeder Schitzwert ji fir st eine Aktion, (Die ,,Aktion*
des Statistikers besteht also darin, daf er den Niherungswert ji fiir wahr hiilt;
der Begriff Aktion ist demnach hier etwas allgemeiner als in der Umgangs-
sprache. )

Eine Entscheidungsfunktion d, die solche Schiitzwerte liofert, ist

Beae L

Wir kénnten auch andere Entscheid igsfunktionen b und stehen damit
wiederum vor dem Problem der Wahl eciner méslichst »guten* Entscheidungs
funktion.

Als Verlustfunktion wollen wir die quadratische Verlustfunktion
(120.1) L0, a) = (6 — a)?

verwenden, Wir ko 1 nun versuchen, die Entsch Lktion
dix, ..., z,) 50 200 wihlen, dag
R0, d) = E((6 — 6y)

minimal wird; hierbei ist

6= d(X,, .. o X)




Anpscasrrr 120, BrisPiELE 361

eine Schiitzfunlktion fiir #. Und wenn wir anneh daB & er t iat,
s0 zeigt Abschn. 64, daB Minimisierung von R(6, d) bedeutet, dag s lsam
sein soll,

Nehmen wir d (%, ..., Zz) = &, so ist die Risikofunktion
32
= — 2 = —:
R(0, d) E((X 0)%) patd

dabei ist o die Varianz von X; vgl. Satz 59.1 und Formel (34.4).

Andere sinnvolle Verlustfunktionen wiiren z.B.

L(f,a)=|0—al|, L a) =(0—a)
Usw.

Beispiel 120.8, Es sei X eine Zufall iable mit bel £ Mittelwert u
und unbekannter Varianz ¢, und wir stellen uns die Aufgabe, Schitzwerte fiir
o* zu gewinnen. o2 sei irgendwelcher positiver Werte fihig. Dann ist £2 die
positive Halbgerade, und wenn jeder Schitzwert von o® eine Aktion darstellt,
ist A ebenfalls die positive Halbgerade. Dies ist so dhnlich wie im vorigen

Beispiel.
Als Entscheidungsfunktion kiénnen wir z.B.
1 by 2
Ay iy Ea)y =80 = o if?] (x, — Z)®
verwenden und als Verlustfunktion z.B.
(120.2) Lig?, d) = (d — a%)?
mit dem soeben angegel 1 d. Etwas allgemei kénnten wir
(120.3) L(e?, d) = k(o) (d — 0?)?

ansetzen und k(s) so bestimmen, dafl sich Verlustwerte ergeben, die aus der
Sicht des betreffenden Problems verniinftig erscheinen. Zugunsten des An-
satzes (120.3) spricht vor allem die Tatsache, daf sich viele Funktionen von g,
die fiir ¢ = ¢ ein Minimum haben, in der Umgebung von ¢ durch quadratische
Funktionen brauchbar annihern lassen.

Beispiel 120.4, Die in Kap. 13 behandelte Intervallschitzung von Para-
mct.am @ {Angﬂha von Konﬁdanmnmrvallen} liBt sich ebenfalls als ein sta-

id problem auffassen, Wir kénnen dann

G (X X =Xy s )

setzen; dabei ist i(wy, ..., ;) eine Intervallfunktion, die jeder Stichprobe
Zy, + . -y Tn ein Intervall zuordnet. Eine einfache Verlustfunktion ist

5 0 fiir § im Intervall 4,
L0 e D0 e et e
Dann ist das Risiko

R(f,d) = R(0,) =p- 04+ (1 —yp): 1l =1—y

(¢ = Konfidenzzahl), also gleich der Wahracheinlichkeit, ein Konfidenzint
vall zu erhal das den unbel wahren Parameterwert nicht uberd.uckt
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Aufgaben zu Abschnitt 120

120.1 Es sei x,, , eine Stichprobe aus ciner Grundgesamtheit mit dem un-
bekannten Mittelwert # und der Varianz 1, wobei # irgendeinen Wert haben
kann, Fiir die Entscheidungsfunktion

o 1
Az, 2) =7 = 3 (2, + 23)

und die quadratische Verlustfunktion
Liw, d) = (p —df = (u— 2
bestimme man den Wort der Risikofunktion R (u, d).
120.2 In Aufgabe 120.1 ersetze man d durch

i 3
dy (2, #;) = 75t T T

bestimme den Wert der Risikofunkti und vergleiche mit Aufgabe 120.1.

120.3 Tn Aufgabe 120.1 ersetze man o durch

dy(my, 25) = ka, + (1 — k),

und bestimme den Wert £, fiir den die Risikofunktion einon minimalen Wort
hat.

120.4 Es sei x,, o, %3 eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit un-
bekanntem Mittelwert ¢ und bekannter Varianz a?, wobei u irgendeinen Zahlen-

wert haben kann. Man bestimme die Risikofunktion R (y, d) im Falle der Ent-
scheidungsfunktion

dix;, xy, m,) = kv -+ kaay + (1 — Ry — LAES
und dor Verlustfunktion 4
Lipd) = (u— d)2

Fiir welche Werte von ky und &, wird R(p, d) minimal?

120.5 Man verallgemeiners Aufgabe 120.4 fiir eine Stichprobe z,, ..., x,
unter Benutzung von

d(m;,.,..xn]=}clx1-;—-Av-f-.i:.,x“ 4+ by =1)
und L wie zuvor,

120.6 Es sei 0 die Wahrscheinlichkeit von »Eopf* beim Wurf einer e
gebenen Miinze, wobei 8 ir leinen unbelk t Wert zwischen 0 und 1
einschlieBlich habe. Man zoige : Bei der Schiitzung von § vermoge eines einzelnen
Wurfs ist 4 das Intervall 0 = a= 1, und die Menge D aller (nichtrandomi-
sierten) Entscheidungsfunktionen | ht aus allen d () mit d (0} — ag, d(1) =a,
0= a=1, 0= a, = 1, wobei 2 ein beobachteter Wert von X — Anzahl
»Epfe' beim einzelnen Wurf ist. Die Verlustfunktion sei L (0, a) = (0 — a)2.
Man bestimmo die Risikofunlktion,

120.7 Man szecige, daB d{Xy, e, X)) mit d{xy, ..., @) wie in Aufgabe
120.5 cine erwartungstrene Schitzfunktion fir den Mittelwert ;1 ist.
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120.8 Welche Verlustwerte muB man in Beispiel 120.1 wihlen, damit die
Risiken mit den in Abschn. 78 angegebenen ilbereinstimment Warum ist der
Ausdruck ,,Risiko" hier besser gerechtfertigt als in Abschn. 787

120.9 Man beschreibe den Unterschied der drei Verlustfunktionen in Bei-
spiel 120.2 anschaulich. Alle drei Funktionen bewerten gleiche Abweichungen
nach oben und unten gleichstark. Man iiberlege sich Anwendungsbeispiele, bei
denen dies nicht sachgerecht wiire.

121 Allgemeine Bemerkungen zur Entscheidungstheorie

Wir machen nun einige allgemeine Bemerkungen zur entscheidungs-
theoretischen Behandlung statistischer Probleme und zu den Be-
griffen, die wir dafiir bisher eingefithrt haben.

Zwischen der Spieltheorie im eigentlichen Sinne und der Ent-
scheidungstheorie besteht ein grundlegender Unterschied. Dieser
kommt daher, dall in der Entscheidungstheorie einer der beiden
Spieler — nidmlich die Natur — nicht darauf bedacht ist, den anderen
Spieler moglichst weitgehend zu schidigen (um méglichst viel zu ge-
winnen), sondern in einer ,,neutralen®, d. h. nicht auf den Verlust des
Statistikers ausgehenden Weise vorgeht (seinen Zustand 6 wihlt).
Dies beeinflubt die Bewertung der Entscheidungen fiir den Statistiker
und erweitert die Klasse der ,,verniinftigen* Entscheidungsfunktionen
gegeniiber der Situation in der eigentlichen Theorie der Spiele zweier
intelligenter und auf ihren Vorteil bedachter Spieler. Zur Verdeut-
lichung ein Beispiel:

Bei einem gewissen Spiel habe die Verlustfunktion L (6, a) die
folgenden Werte:

| [ 0y
iy 3 1
iy 5 —2

Dies ist der Verlust des Spielers S,, der @ wihlt, also der Gewinn des
Spielers S, der § wihlt. In der Spieltheorie wird S, als intelligent
vorausgesetzt. Verniinftig ist fir ihn dann nur die Wahl von 6,, weil
er dabei mehr gewinnt als bei der Wahl von 0,. Also sollte Spieler S,
die Wahl e, (Verlust 3) treffen und nicht etwa a, (Verlust 5) wihlen.

Die Sache dndert sich, wenn Spieler S, die Natur ist, die keine
besonderen Absichten hat und demnach auch fl, wihlen kénnte. Dann
ist @, nicht mehr die einzige verniinftige Aktion fiir den Spieler S,
(den Statistiker): Wihlt die Natur namlich 0,, so ist a, die bessere
Aktion fiir S;, weil er dann einen Gewinn (2) erzielt.

23 Kroysali, Mothoden
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Welcher grundsitzliche Unterschied besteht zwischen unserem
klassischen Vorgehen in den bisherigen Kapiteln und der entschei-
dungstheoretischen Behandlung statistischer Probleme? Hierzu lift
sich folgendes sagen:

Klassisch zerfillt das Altionsproblem in 2 getrennte Teile; der
erste Teil ist z.B. die Bestimmung eines Konfidenzintervalles und der
zweite Teil dann die Aktion, die sich daraus ergibt.

Dagegen macht man in der Entscheidungstheorie den formalen
Versuch, die abschlieBenden Aktionen und die wirtschaftlichen und
psychologischen Verluste bei falschen Aktionen direkt mit in das eng-
scheidungstheoretische Modell hineinzunehmen.

Klassiseh tut man letzteres nur indirekt, vermdge von Begriffen
wie Konfidenzzahlen (Kap. 13), Langen von Konfidenzintervallen,
Signifikanzzahlen (Abschn. 78) und dergleichen. Dies braucht iibri-
gens kein Nachteil zu sein, sondern bringt oft Vereinfachungen. Zum
Beispiel kann ein Konfidenzintervall miglicherweise dazu fiihren,
dall man gewisse Aktionen, die zuniichst mit in Betracht kamen,
auller acht lassen kann und sich damit die heikle und zeitraubende
Bestimmung zugehoriger Verlustwerte erspart,

Dazu ist folgendes zu sagen: Das Festlegen der Verluste ist lein
mathematisches Problem (so wenig wie das Festlegen von y; vgl.
S. 183). Sondern es muB vom Standpunkt der Anwendung her gelsst
werden, indem sich der Statistiker in das Anwendungsgebiet, hinein-
zudenken versucht und zusammen mit dem Anwender eine verniinftige
Lésung findet. Das erfordert oft Zeit und Geduld. Und kann manchmal
eine Hauptschwierigkeit hei der Anwendung entscheidungstheoreti-
scher Methoden sein:

Wie soll man beispielsweise bei einer Forschungsarbeit die Verlusto
realistisch veranschlagen, die sich aus dem falschlichen Verwerfen
oder Annehmen einer Arbeitshypothese ergeben? Oder die Verluste,
die zu erwarten sind, wenn man ein schadliches Medikament filsch-
licherweise als gut ansieht und auf den Markt bringt? Oder die Ver-
luste beim Pam-mcterschﬁtzen, wenn die Schatzwerte unter Umstinden
ganz verschiedenen Zwecken dienen sollen, die der Statistiker vielleicht
nicht einmal alle kennt? Und so weiter,

Diese Beispiele illustrieren Grenzen der Entscheidungstheorie oder
zum mindesten praktische Schwierigkeiten, Dagegen ist positiv zu
sagen, dall man bei vielen prakischen Problemen geeignete Verlust-
funktionen ohne zu groBe Mihe finden kann. Kleine Ungenauigkeiten
in den Verlustwerten fallen dabei iibrigens kaum ins Gewicht, denn
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die Erfahrung lehrt, daf sehr viele Entscheidungsverfahren gegeniiber
kleinen Abweichungen nicht empfindlich sind. Weiterhin liefert die
Spieltheoriec Methoden, die helfen, das Festlegen von Verlustwerten zu
systematisieren und zu rationalisieren; hierauf gehen wir im nichsten
Abschnitt ein.

SchlieBlich sollten wir noch etwas zu der Frage sagen, wie sich die
Verwendung der Risikofunktion motivieren liBt. Hat man einmal
eine Verlustfunktion eingefiithrt, so kann der Statistiker die Wirkung
einer Entscheidungsfunktion d(x) bei den verschiedenen Zustiinden 6
der Natur feststellen. Leider hiingt der Verlust, den er tatsichlich
erfahrt, nicht nur von 6 und der speziell gewihlten Funktion d ab,
sondern auch von dem Wert der Zufallsvariablen X (oder X ki G
die zu beobachten ist. Dies legt es nahe, den zu erwartenden oder
durchschnittlichen Verlust R(f, d) einzufiihren und zu untersuchen,
der nur von 0 und d abhingt.

122 Verlust und Nutzen

Die bisherigen Ubericgungen zeigen, dall man bei einem Ent-
scheidungsproblem nun zwei Hauptaufgaben zu bewiltigen hat, nim-
lich erstens die Angabe einer brauchbaren Verlustfunktion und zwei-
tens die Wahl einer geeigneten Entscheidungsfunktion. Kriterien fiir
die zweite Aufgabe gewinnen wir spiter (in den nichsten beiden Ab-
schnitten); dies ist ein mathematisches Problem, bei der wir die Ver-
lustfunktion brauchen. Wir sagen nochmals: Ob eine Verlustfunltion
verniinftig ist, ist keine mathematische Frage, sondern eine, die von
der Sache her beantwortet werden mulBl. Praktisch bedeutet dies, der
Statistiler versucht, sich in das Entscheidungsproblem von der Seite
der Anwendung her — Wirtschaft, Technik, Biologie oder was es
immer sei — hineinzudenken und im Gesprach mit dem Anwender
(Wirtschaftler, Ingenieur, Arzt o. dgl.) eine problemgerechte Verlust-
funktion festzulegen, die der Wirklichkeit einigermafien sinnvoll
Rechnung tragt.

Obwohl hier also ein Problem der Anwendung und nicht der Mathe-
matik vorliegh (&hnlich wie bei der Wahl einer Signifikanzzahl oder
Konfidenzzahl im klassischen Fall), kann man doch mathematische
Hilfsmittel der Spicltheorie verwenden, um die Aufgabe, Verlust-
werte anzugeben, zu vereinfachen. In diese Moglichkeit und zugehérige
Begriffe wollen wir jetzt einfithren.

23*
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Wir verwenden dazu die Nutzenfunktion w(6, a) (utility function
im Englischen), die man in der Spieltheorie neben der Verlustfunktion
benutzt. Fir unsere Zwecke geniigt es, einfach

(0, a) = —L(0, a)

zu setzen. u (0, a) ist also der Gewinn fiir den Statistiker, wenn er die
Aktion @ wihlt und die Natur sich im Zustand 6 befindet. Wir geben
im vorliegenden Abschnitt einige allgemeine Eigenschaften dieser
Funktion an, die in der Entscheidungstheorie fiir den genannten
Zweck von Interesse sind. Dazu definieren wir zuerst einige weitere
Bezeichnungen und Begriffe.

Die Wahrsehein]ichkeitsverteiIung einer Zufallsvariablen, die Werte
in einer Menge § annehmen kann, wird auch Wahkrscheinlichkeitsver-
teilung auf S genannt. Der Binfachheit halber bezeichnen wir eine
Wahrsehcinlichkeitsverteilung im folgenden durch die zugehdrige
Wahrscheinlichkeitsfunktion bz, Dichte. Dann bezeichnen also m
und p, Verteilungen mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion (oder
Dichte) p, bzw. p,, und APt APy (=0, A=0, x4+ 1= 1) be-
zeichnet die Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion (oder
Dichte) xp, + Ap,.

Wir betrachten nun ein beliebiges Entscheidungsproblem. Das
Resultat einer ganz bestimmten Aktion des Statistikers bei diesem
Problem nennen wir ein Ergebnis des Entscheidungsproblems. Es sei
K die Menge aller Ergebnisse des Problems, Dann nennen wir eine
Wuh.rschei.n]ichkeitsvertei.lung auf K einén Prospekt.

Warum betrachtet man Wa,hrsc_]leinlichkcitsverteilungen auf K?
Der Grund ist der folgende:

Der einfachste denkbare Fall wire der, daB ein Entscheidungs-
problem mit Sicherheit zu einem Brgebnis r, fithrt. Dieser Fall ist aber
uninteressant, da man eine Zufallsvariable X beobachtet, also ver-
mige d(X) Wuhrscheinlichkeitsverteilungan in das Problem einfiihrt.

Noch einen weiteren Grund gibt es: Anstatt eine feste Entschei-
dungsfunktion d zu wéhlen, kann der Statistiker eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf der Menge D aller Entscheidungsfunktionen des
betreffenden Problems zugrundelegen. Dies bedeutet, der Statistiker
macht ein Hilfsexperiment zwecks Zufallsauswahl einer Entscheidungs-
funktion d aus D; bei diesem Experiment beobachtet er eine Zufalls-
variable, die gerade die genannte Wahrscheinlichkeitsverteilung hat.

Eine derartige wéufallsmischung von Entscheidungsfunktionen®*
heiit eine randomisierte Entscheidungsfunktion (oder gemischte
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Strategie in der Sprache der Spieltheorie), im Gegensatz zu einer nicht-
randomisierten. Entscheidungsfunkiion (oder reinen Strategie), wie wir
sie in Abschn. 119 eingefiithrt haben.

Dem Praktiker kommt diese Randomisierung vielleicht seltsam
vor, und er mag sich unbehaglich fithlen. Eine Methode, bei der man
nichts verliert, wenn man auf gemischte Strategien verzichtet, be-
sprechen wir in Abschn. 124,

Es ist klar, daB der genannte ZufallsprozeB (das Hilfsexperiment)
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der Menge K der Ergebnisse des
Entscheidungsproblems zur Folge hat.

Ein Prospekt des Statistikers hingt also nun ab von dem Zustand
0 der Natur und der Aktion « = d(x), wobei 4 eine (nichtrandomi-
sierte oder randomisierte) Entscheidungsfunktion bezeichnet. Damit
wird die Nutzenfunktion

w(0, a) = —L(0, a),

die den Gewinn des Statistikers bedeutet, eine Funktion der Pro-
spekte; wir schreiben

u = u(p).

u existiert, wenn wir einige einfache und natiirliche Annahmen
[(P1})—(P4); s. unten] machen.

Wir legen wieder ein beliebiges Entscheidungsproblem fest zu-
grunde. Wir nehmen an, der Statistiker ist sich iiber seine Ziele und
Absichtensoweitim klaren, daBervonirgend zwei Ergebnissen stetsweill,
welches er bevorzugt (bzw. ob sie ihm beide gleichwertig sind). Dies
ist die erste Annahme, die wir formal so fassen kénnen:

(P1) Bei Vorgabe von irgend zwei Prospekten p, und p, ist der
Statistiker fahig zu entscheiden, ob er p, dem 7, vorzieht oder ob
ihm p; mit p, gleichwertig ist oder ob er p, dem p, vorzieht; in For-
meln:

Py > P (p, ist dem p, vorzuziehen)
m ~ pp  (Gleichwertigkeit)
P2 >y (p. ist dem p, vorzuziehen)

Nun folgt eine vereinfachte Sprech- und Schreibweise: Ist p, dem
Statitiker gleichwertig mit p, oder zieht er p; dem p, sogar vor, sosagen
wir kurz, daBl ihm p, wenigstens gleichwertig mit p, ist, und schreiben
kurz

Py = P
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wenn also p; ~ p, oder p, > Ps gilt.
Wir nehmen weiterhin an:

(P2) Ist dem Statistiker Py wenigstens gleichwertig mit P, und
P2 wenigstens gleichwertig mit p,, dann ist ihm P wenigstens gleich-
wertig mit p;. In Formeln:

Aus p; > p, und p, > p, folgt  p, > p,.

(P 1) und (P 2) definieren eine lineare Ordnung auf den Prospekten ;
diese heiBt ein Vorzugsschema.

Einen Prospekt p, den man durch ein Zufallsexperiment aus einer
Menge von Prospekten auswihlt, nennen wir kurz eine Zufalls-
mischung dieser Prospekte. {Ther Zufallsmischungen von Prospekten
machen wir zwei ehenfalls naheliegende Annahmen :

(P3) Zieht der Statistiker P, einem Prospekt g, vor und P einem
Prospekt p,, so gibt es cine Zufallsmischung von p, und P3, die der
Statistiker dem p, vorzieht, und eine andere Zufallsmischung von
Py und p, derart, daB er p, dieser Mischung vorzieht; in Formeln:

Gilt p, > p, > ps, so gibt es Zahlen % und Lo<k<1,0<i<i
derart, daB gilt:

kpy+ (L —=E)ps > o, pa > Ipy + (1 —1)p,.

(P4) Zieht der Statistiker P, einem Prospekt p, vor und ist Py ein
beliebiger anderer Prospekt, so zieht der Statistiker auch eine Zu-
fallsmischung von p, und 5 derselben Mischung von P und p, vor;
in Formeln: !

Ist p; > p,, dann gilt fiir jeden Prospekt p, und jede Zahl F,
0< k<1,

Epy 4 (1 — k)py > kp, -+ (1 — k) p,.
Man kann beweisen, daB diese Eigenschaften der Prospekte hin-
reichen fiir die Existenz einer Nutzenfunktion u(p), die jedem Pro-

spekt p auf K eine Zahl « (p), den Nutzen des Prospektes 2 (fiir den
Statistiker), zuordnet und die folgenden Eigenschaften hat:

(U1) Es gilt %(p,) > u(p,) dann und nur dann, wenn der Sta-
tistiker p, dem p, vorzieht.

(U2) Ist p = kp; + (1 — k)p,, so gilt
(p) = ku(p,) + (1 — E)u(p,).
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Ubrigens garantieren die Annahmen (P1)—(P4) nicht nur die
Existenz, sondern sogar die Eindeutigkeit (bis auf lineare Transfor-
mationen) einer solchen Funktion « fiir ein gegebenes Vorzugsschema.

Die Eigenschaft (U2) ist sehr wichtig, weil sie es erméglicht, aus
bekannten Werten der Nutzenfunktion zahlreiche weitere Werte zu
berechnen. Uberhaupt helfen Uberlegungen wie die des vorliegenden
Abschnittes, gedankliche Arbeit im Zusammenhang mit Vorzugs-
schemata durch einfache Rechnungen zu ersetzen, die auch weniger
zeitraubend sind.

123 Minimax-Prinzip

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie man Entscheidungs-
funktionen auswiihlt. Als erste Methode betrachten wir das sog.
Minimax-Prinzip.

Dabei verwenden wir die Verlustfunktion und die zugehdrige
Risikofunktion R(f, d), die in Abschn. 119 eingefiithrt wurde. Fir
jede Entscheidungsfunktion bei dem betreffenden Entscheidungs-
problem kiimmern wir uns um das maximal mogliche Risiko (also
um den schlimmsten denkbaren Fall fiir den Statistiker) und wihlen
dann diejenige Entscheidungsfunktion aus, fir die dieses maximale
Risiko miiglichst klein (also minimal) ausfillt. Hat man nur endlich
viele Entscheidungsfunktionen zur Auswahl und hat die Natur nur
endlich viele Zustinde, so gibt es wenigstens eine solche Entschei-
dungsfunktion. Diese heifit Minimax-Entscheidungsfunktion. Und das
genannte Auswahlprinzip heifit Minimax-Prinzip. Das Risiko, das
zu einer Minimax-Entscheidungsfunktion gehért, 1t sich im Falle
endlich vieler Funktionen und Zustinde in der Form

min [max R(6, d)]
4 0

schreiben. In Worten bedeutet dies: Fiir jede Funktion d stelle man
zuerst den maximalen Wert von R(0, d) fest. (Dieser Wert entspricht
jeweils einem gewissen Zustand 6). Dann bestimme man die kleinste
dieser so erhaltenen Zahlen. Eine zu dieser kleinsten Zahl gehdrige
Funktion d ist dann eine Minimax-Entscheidungsfunktion des be-
treffenden Entscheidungsproblems.

Hat man bei einem Problem unendlich viele Entscheidungsfunk-
tionen zur Auswahl, kompliziert sich die Lage theoretisch, und es
braucht dann keine Minimax-Entscheidungsfunktion zu existieren.
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Praktisch ist dies aber ziemlich unwesentlich, weil dann eine »fast
80 gute® Entscheidungsfunktion existiert, Fiir eine priizise Beschrei-
bung des Sachverhaltes und weitere Einzelheiten siche g, B. [1] in
Anhang 3.

Praktische Nachteile des Minimax-Prinzips liegen in einer anderen
Richtung: Erstens ist der Rechenaufwand oft ziemlich erheblich
(, selbst wenn man ihn vermindert vermdoge gewisser Methoden der
Spieltheorie, auf die wir hier nicht eingehen kénnen). Zweitens ist
das Prinzip im allgemeinen zu Pessimistisch, wie wir gegen Ende dieses
Abschnittes sehen werden. Zuvor wollen wir das Verfahren an einem
einfachen Beispiel erliutern.

Beispiel 128.1, Wir betracl ein Entscheidung problem mit 2 Zustinden
der Natur und 2 Aktionen des Statistikers. s soi 0 — {6y, 65} mit 0, — 0,25,
0, = 0,5 und 4 — {a1, a;}. Die Verlustfuniction habe die folgenden Werte:

L6 o
@y 0 2
Gy 3 1

Im zugehérigen Zufallsexperiment bheobachte der Statistiker cine diskrete Zu.
fallsvariable X, die nur die Werte 0 und 1 annimmt, und zwar mit den folgenden
Wahrscheinlichkeiten :

flo) = 0,75, /(1) = 0,25 wonn 6§ = 0 =

,25 ist,
f10) =05, f(1) =05 wenn 0 = 6, — 0,5

ist.

Man bestimme die Minimax-]"]ntacheitlungsfunkt{on in der Menge D aller

ten Ent gsfunktionen.
D) besteht aus 4 Funktionen d{x), die die’ folgendon Werte haben:

5 chti‘(;f:nga- Wert an der Stelle
funktion i Ll
dy a ay
dy Ly G
dy ay &
dy 2] a

Man beachte, daB sich @, und d, gar nicht um den Ausgang des Zufallsexperi-
mentes, bei dem X beobachiet wird, kiimmern., Wir berechnen nun die Werte
der Risikofunktion, zuerst fiir d,,
B(0y,d)) = 0,750 +0,25. 0 — ¢
B(fy, dy) = 0,50-2 4+ 0,50-2 — o
dann fii d,,
R0y, d;) = 0,75 0 +0,25-3 = 0,75
B0, dy) = 0,50-2 + 0,501 — 1,50
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dann fiir dy,
R(8,,dy) — 0,75 - 3
R(0,,dy) = 0,50 - 1
und schlieflich fiir d,,
R{0yydy) = 0,753 +0,25-3 — 8
R{0,,d;) = 0,501 4+ 0,50 -1 = 1
Wie wir sehen, haben die maximalen Risiken die folgenden Werte:

Entscheidungsfunktion | d, dy  dy  d,
max R (6, dj) s e

Das Minimum ist 1,5. Also ist d, die Minimax-Entscheidungsfunlktion.

Gegen das Minimax-Prinzip gibt es ernsthafte Einwinde, und der
Grund ist der folgende:

8, und 8§, mégen gegeneinander spielen, S, wihle § und S, wihle
d. Ist 8, intelligent, wihlt er 0 so, dall S, moglichst viel verliert. Und
8, withlt eine Strategie, die ein d mit minimalem Maximalrisiko ergibt.
Dies ist genau das Minimax-Prinzip.

Fiir ein statistisches Entscheidungsproblem ist aber diese Haltung
des Statistikers zu pessimistisch, denn die Natur trifft ihre Wahl ohne
feindliche Absichten gegeniiber dem Statistiker. In der Tat besagt
ja das Minimax-Prinzip, man solle so vorgehen, als ob die Natur auf
ihren Zustianden eine fiir den Statistiker méglichst ungiinstige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung wihlt. Das ist aber viel zu konservativ. Denn
aus welchem Grunde sollte die Natur ausgerechnet eine derartige
Verteilung wihlen? Das Minimax-Prinzip kann unter Umstinden
sogar zu vollig unsinnigen Entscheidungen fithren, wie wir uns an
einem einfachen Beispiel klarmachen wollen:

Beispiel 123.2. Bei einem Produktionsproze8 von Dichtungen sei die Wahr-
scheinlichkeit 8, eine defelte Dichtung zu produzieren, unbekannt, aber kon-
stant. Fiir vine Menge von 1000 solcher Dichtungen betrachte man die beiden
Alktionen:

ay: Diese 1000 Dichtungen werden nicht verkauft, sondern weggeworfen.
ay: Die Dichtungen werden fiir DM 0,20/Stiick verkauft, und als Garantie
erhdlt der Kdufer fiir jede fehlerhafte Dichtung das Doppelte dicses Betrages zuriick.

Wiihlen wir ay, ist der Verlust 0. Also ist L(f, ¢,) = 0. Wir betrachten a,.
Da unter den 1000 Dichtungen 1000 § fehlerhafte zu erwarten sind, ist ein
Verlust 1000 @ - 0,4 = 400 8 DM zu erwarten, und auBerdem haben wir durch
den Verkauf einen Gewinn (negativen Verlust) von 1000 - 0,2 = 200 DM. Also
wird L (0, a,) = 400 0 — 200 DM. Wihlen wir a, mit einer Wahrscheinlichkeit
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& und ay mit der Wahrscheinlichkeit 1 — ky 80 ist dies eine randomisierte Ent-
scheidungsfunktion d, die noch von k abhiingt. Zu d gehirt die Risikofunktion

B(0,d) = k-0 + (1 — ) (400 0 — 200).

Bei festern & ist diese maximal fiir # = 1, wis wir sehen, und dann hat man den
Wert
max R(0,d) — (1— k) - 200,

Dieser Ausdruck hiingt von & ab und wird minimal fir & = 1. Auf Grund des
Minimax-Prinzipes bedeutet dies: Besteht eine — wenn auch geringe — Mag-
lichkeit, daB 8 > 0,5 sein kinnte, so sollte sich der Statistiker fiir Aktion a,
(Wegwerfen der Dichtungen) entscheiden,

Dieses pessimistische Ergebnis folgt daraus, daB ein feindlicher Gegenspioler
des Statistikers, wenn er 0 frei wiihlen kinnte, dieses so grof) wis miglich wiihlen
wiirde, also § = 1,

Dieses Ergebnis des Minimax-Prinzipes findort sich nicht einmal dann, wenn
wir eine Stichprobenentnahme durehfithren. Zum Beispiel kénnten wir eine
Stichprobe vom Umfange # mit Zuriicklegen zichen und uns fiir Aktion @y
entscheiden, wenn die Stichprobe wenigstens eine defokte Dichtung enthilt,
und fiir Aktion @, nur dann, wenn wir lauter sinwandfreie Dichtungen ziehon.
Aktion a, wiirde dann mit der Wahrscheinlichkeit (1 — Oy gewiihlt werden,
also @, mit der Wahrscheinlichkeit 1 — (1 — 8" Der zu erwartende Verlust
wiire dann

[1—(1—0)"1-0 + (1 — 6)(400 6 — 200)

und ist positiv fiir jedes 8 > 0,5. Also sollten wir die Dichtungen wegwerfon,
sogar, wenn wir keine defekto Dichtungen erhalten, sofern nur ein Wert 0 = 0,5
nicht ganz und gar auszuschlioBen ist.

Riickblickend mache man sich die prinzipielle Lage nochmals klar:
Die Minimax-Entscheidungsfunktion ist optimal beziiglich eines Kri-
teriums. Das Kriterium benutzt die Risikofunktion; es beurteilt die
Entscheidungsfunktionen nach der GroBe des Maximums der Risiko-
funktion. Die Risikofunktion hingt ihrerseits ab von der Verlust-
funktion (s. Abschn. 119). Deren Gewinnung ist eine Aufgabe des
Anwenders (, bei der die Mathematik nur Hilfestellung leisten kann;
vgl. Abschn. 122). Unsere Uberlegung zeigh: Ehe der Statistiker etwas
itber die Giite von Entscheidungsfunktionen (statistischen Verfahren)
sagen konnte, muBte der Anwender Verlustwerte angeben. Ohne Ver-
lustfunktion kein Giitekriterium. Und dieser Giitemafistab hingt ab
von den Annahmen, die der Anwender macht, wenn er Verlustwerte
festsetzt.

Genau dieselbe Situation liegt vor bei anderen Kriterien, zum Bei-
spiel beim Bayes-Kriterium im nichsten Abschnitt.
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Aufgaben zu Abschnitt 123

128.1 Man bestimme die Minimax-Entscheidungsfunktion in der Menge
= {dy, ..., d;} in Beispiel 123.1, wenn die Verlustfunktion L (6, a) die Werte

0 6
) 0 1
ay 1 0

hat und die iibrigen Annahmen wie in Beispiel 123.1 sind.

123.2 Essci 2 = {6,, 6,, 0} mit 6, = 0,2, 0, = 0,5,0; = 0,8und 4 = {m,,a,},
und es habe die Verlustfunktion L (0, a) die folgenden Werte:

X sei eine diskrete Zufallsvariable mit 0 und 1 als mdglichen Werten, und die
zugehorige Wahrseheinlichkeitsfunktion f(x | ) habe die folgenden Werte:

Ix:l} x =1

Man bestimme die Minimax-Entscheidungsfunktion in der in Beispiel 123.1 ge-
gebenen Menge D = {d,, d,, dy, d,}.
128.8 Eine Entscheidungsfunktion d* heilt besser als eine Entscheidungs-
funktion d, wenn gilt
R, d*) = R(0,d) firalle in2
und
R(B,d*) < R(# d) fiir wenigstens ein @ in 2.

Man wende diesen Begriff anf die Entscheid funktionen in Beispicl 123.1 an.

123.4 Eine Entscheidungsfunktion d in D heift zulissig, wenn es in D keine
Entscheidungsfunktion gibt, die besser als d ist. d heillt unzuldssig, wenn es
in D cme Entscheidungsfunktion gibt, die besser als d ist. Man bestimme die
zuli Entscheidungsfunktionen in der Menge D in Beispiel 123.1.

128,56 Eine Klasse ¢ von Entscheidungsfunktionen in D heiBt vollstindig
wenn gilt: Zu jeder Entscheidungsfunktion in I, die nicht zu ¢ gehort, gibt
es in € eine Entscheidungsfunktion, die besser ist. Man zeige, daf eine zuliissige
Entscheidungsfunktion d in jeder vollstiindigen Klasse enthalten ist.

128.6 Warum ist der Begriff der vollstindigen Klasse von Wichtigheit?
128.7 Es sei 2 = {1, 2}, 4 = {1, 2}, und L{0, a) habe die folgenden Werte:
|6, =18, =2

a =1 | —1 2
ay =2 2 —3
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Die Menge D hesteho aus den Entscheidungsfunktionen
dy: Wehle ay mit der Wahrscheinlicheit k und ay mit der Wahracheinlichheit
11—k

Dabei sei & eine Zahl zwischen 0 und 1 einschlieBlich. Man bestimme die Mini-
max-Entscheidungsfunktion in D und berechne das zugehbrige Risiko, Man
stelle das maximale Risiko R (6, dy) als Funktion von graphisch dar.

123.8 Man modifiziere Aufgabe 123.7, indem man eine andere Verlust-
funktion nimmt, mit den Werten

Gy =2 1 —24¢
Dabei soi ¢ eine Konstante, —1 = ¢ = 3. Man bestimme die Minimax-Ent-
scheidungsfunktion in p (D wie zuvor),
128.9 Welche der Entscheidungsfunktionon in Aufgabe 119.7 ist eine Mini-

max-Entscheidungsfunlktion ?

128,10 Welche der Entscheidungsfunktionen in Aufgabe 119.4 ist eine
M:’.nima.x-Entseheidungsﬁmktion ?

128.11 Man zeichne die zu dy,...,d, in Beispiel 123.1 gehdrigen Risiken
als Punkte in der Hbene mit den Koordinaten

= RO, d), 2y = RO, d), j=1,.. . 4

Es sei ¢ dio randomisiorte Entschoejd gsfunktion, die durch eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung pld) auf D =@, .. d;} gegeben ist. Man zeige, daB das
zugehérige Risiko einem Punkt entspricht, der zu dem Viereck mit, den Ecken
(s zag)§ =1,.. -+ 4 gehort (also auf den Seiten oder innerhalb des Vierecks
liegt); vgl. Abb. 123.1.

128,12 Tn Abb, 123.1 begriinde man die Lage der M:’.nimax-Entaeheidungs-
funktion in der Menge aller Enmchaidungsﬁmktionen. die man durch Ran-
domisierung von dy, .. ., d, erhilt.

R(0,, d’)T 2

1 dy
e Minimax-
| /f Emschcidunssl'unktion
e
-

0 ;——'———L———L__l____.____l____.

0 1 2 i

R0, d) —p=

Abb. 128.1. Aufgabe 123.1( und 123,12
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124 Bayes-Prinzip

Wir erliutern nun eine weitere Methode zur Wahl von Entschei-
dungsfunktionen, das sog. Bayes-Prinzip. Der Grundgedanke ist ein-
fach: Benutzt wird die Tatsache, dal es oft méglich sein wird, schon
vorher Anhaltspunkte dariiber zu gewinnen, wie haufig die Natur
die einzelnen Zustinde etwa annimmt. Mit anderen Worten: Wir
nehmen an, der Statistiker habe schon vorher Information iiber 6, die
er durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Parameterraum
£ ausdriicken kann. Es sei 2 = {f,, . . ., 0}, und die genannte Ver-
teilung habe die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(124.1) q(6) (0=0y,...0m.

Es sei d eine Entscheidungsfunktion aus der Menge D der Entschei-
dungsfunktionen des betreffenden Problems, und R(f, d) sei die zu
d gehirige Risikofunktion. Dann kénnen wir die Werte von R ,,mit-
teln* beziiglich der Verteilung q(ﬂ) Dies ergibt das Durchsehnitts-
risiko oder Bayes-Risiko

R{qr d) = _@1 q(65) B (65, d).

Anschaulich bedeutet dies, wir beriicksichtigen jeden Wert R(0;, d)
nach Mafligabe der Wahrscheinlichkeit g(8;).

Eine Entscheidungsfunktion aus D, die R(g, d) zum Minimum
macht, heit eine Bayes-Losung oder Bayes-Entscheidungsfunktion
des betreffenden Entscheidungsproblems in D beziiglich der Verteilung
g(0). Die Verteilung g(f) heiBt eine a-priori-Verteilung.

Offenbar ist ein Vorteil dieser Methode, daf ein Zustand der Natur
desto stirker ins Gewicht fillt, je wahrscheinlicher sein Auftreten ist,
so dall also praktisch nicht vorkommende Zustinde auch praktisch
nicht beriicksichtigt werden. Aber ein Nachteil ist eine gewisse Sub-
jektivitdt bei der Wahl einer a-priori-Verteilung fiir ein gegebenes
Problem; verschiedene Bearbeiter eines Problems werden unter Um-
stinden (je nach Sachkenntnis, Erfahrung, Veranlagung usw.) ver-
schiedene solche Verteilungen zugrundelegen und dann méglicherweise
zu verschiedenen Ergebnissen gelangen, obgleich sie dieselben ex-
perimentellen Daten benutzen.

Wir erliutern nun die Methode an einem einfachen Beispiel.
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Beispiel 124.1, Wir greifen zuriick auf dio vier Entseheidungsfunktionen
diy oy d, in Beispiel 123.1, Die Berool g der Risikofunktion ergab dip
Werte

0, 2: 10,75, 1,5; 2,25 155808, S
Mégliche Zustéinde der Natur waren
=0, =025 und @ = 0y = 0,5,
Wir nehmen nun eine s.-priori-Ver’ceihmg an, sagen wir
(124.2) a(0) = 0,6, g(8;) = 0,4,
Als zugehiorige Durchschnittsrisilen erhalten wir dann

Rig, dy) =0,6-0 +04.2 =08
Rig, ds) = 0,6. 0,75 +0,4.1,5 = 1,05
Rig, d)) = 0,6 . 2,25 +0,4. 1,5 = 1,05
Rigydy) = 0,63 4 0,4-1 — 2,3,

Wie wir sehen, ist 4y die Bayes-Entscheid funkti in der Menge
Di=1d,..., d} beziiglich dor gegebenen a-priori-Verteilung.

Im Falle endlich vieler Zustinde der Natur konnen wir das Bayes-
Prinzip geometrisch diskutieren, wie folgt. Es sei Q=1h O},
wie zuvor. Eine a-priori-Verteilung ¢ (6) ist dann durch m nichtnegative
Zahlen

== q(f,), .. o Gm = g (0m)

bestimmt. Hierbei jst 9 = q(0;) die Wahrscheinlichkeit, daf die
Natur den Zustand ; wahlt, und die Summe dieser m Zahlen ist 1
(warum?). Zu einer Entscheidungsfunktion o gehért eine Risiko-
funktion R (p, d) mit den m Werten R ) S B (0, d). Diese
Risikofunktion 146t sich nun im m-dimensionalen Raum als Punkt
mit den m Koordinaten

2= R(l,,d), z,—= ROy, d), ..., zy= B (O, d)

darstellen. Es sei @ die Menge aller Punkte im m-dimensionalen Raum,
die der Menge D aller (nichtrandomisierten und randomisierten) Ent-
scheidungsfunktionen des betreffenden  Problems entsprechen. Zu
der gegebenen Verteilung ¢ und einer einzelnen Entscheidungsfunk-
tion d in D gehort das Durchschnittsrisiko

R m m
£(g, d) = _El g5 B (6;, d) = ;21 2%
= =
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Also erhalten wir fiir alle Entscheidungsfunktionen d, fiir die
(124.3) Rig,d)= 3 gz = k = konst
i=1

gilt, denselben Wert des Durchschnittsrisikos beziiglich der gegebenen
a-priori-Verteilung. Formel (124.3) stellt eine Hyperebene H im m-
dimensionalen Raum dar, und (g,, ..., ¢w) ist der Normalenvektor
von f, d. h. H ist senkrecht zu diesem Vektor. Und eine Bayes-Ent-
scheidungsfunktion entspricht dem Minimum der Werte &, fiir die
die durch (124.3) gegebene Hyperebene H wenigstens einen Punkt
mit ¢ gemeinsam hat. (Eine Bayes-Entscheidungsfunktion braucht
nicht zu existieren, wenn der Rand von @ nicht zu @ gehirt.)

Ist m = 2, so wird alles ganz einfach: Abb. 1241 zeigt die Funk-
tionen d,, ..., d; in Beispiel 124.1. Jede Hyperchene H, die durch
(124.3) dargestellt wird, hat dann die Dimension 1, ist also eine
Gerade in der Ebene. Abb. 124.1 zeigt weiter den gemeinsamen
Normalenvektor ¢ dieser Hyperebenen (parallelen Geraden) im Falle
der a-priori-Verteilung (124.2) und die Gerade H,,,, fiir die k in
(124.3) in dem eben erklirten Sinne minimal wird. d, liegt auf H,,,,,
und dies bedeutet, d, ist die Bayes-Entscheidungsfunktion in der
Menge D = {d,, ...,d;}. Weiterhin sehen wir aus der Abbildung,
dali kein anderer Punkt des Vierecks mit den Ecken d, . . ., d, auf
H i liegt. Diese Punkte in dem Viereck und auf seinem Rand ent-
sprechen Entscheidungsfunktionen, die man durch Randomisierung
aus d,, . . ., d, erhilt. Die Situation ist typisch. In der Tat kann man
nimlich zeigen: Existiert fiir cin Problem eine Bayes-Entscheidungs-
funktion beziiglich einer a-priori-Verteilung ¢, so existiert stets auch
eine nichtrandomisierte Bayes-Entscheidungsfunktion des Problems
beziiglich g. Das ist ein grofier rechnerischer Vorteil des Bayes-
Prinzips gegeniiber dem Minimax-Prinzip, indem man jetzt nur noch
die nichtrandomisierten Entscheidungsfunktionen zu untersuchen
braucht. DaBl dies fiir das Minimax-Prinzip nicht gilt, wird durch
Abb. 123.1 belegt, denn die Minimax-Entscheidungsfunktion ist dort
randomisiert.

Interessant ist auch noch folgendes: Wir konnen eine a-priori-
Verteilung wihlen, fiir die (124.3) parallel zur Strecke dyd, in Abb.
124.1 verlduft. Dann erhalten wir unendlich viele zugehorige Bayes-
Entscheidungsfunktionen. Dazu gehoren auch d, und dy. Und es
gehort auch die Minimax-Entscheidungsfunktion dazu (vgl. Abb.
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123.1). Dies bedeutet, es gibt eine a-priori-Verteilung, die so ungiin-
stig ist, daB die M.inimax-Entscfmiduugsfunktion eine Bayes-Ent-
scheidungsfunktion beziiglich dieser Verteilung wird.

T |— / Bayes-Entscheidu ngsfunktion
ROyd) | A
2

J

3
R, d) —»=

Abb., 124,1, Bayes-Entscheidungsfunktion in Beispiel 124.

Aufgaben zu Abschnitt 124

124.1 Man bestimme eine Bayes-Entscheidungsfunktion in Beispiel 124.1
fir die a-priori-Verteilung
(8) g(8,) = 0,1, ¢(n,) —= 0,9
() q(6) = 0,3, g(6;) = 0,7
(e} q(6;) = 0,5, ¢(6,) = 0,5,

124.2 In Beispiel 124.1 bestimme man die vier Durchschnittsrisiken, wenn
die a-priori-Verteilung durch q(6) = gy, g(6,) =1 TG mit 0= g, = 1 ge-
gebon ist. Man stolle diese Risiken als Funktionen von ¢, graphisch dar. Man
bestimme die Werte von 4y, fiir die (a) d,, (b) dy, (c) d, eine Bayns-Entscheidungs-
funktion ist.

124.8 In Aufgabe 124.2 jst dy fiir keinen Wert von 71 eine Bayes-Fntschei-
dungsfunktion. Kann man das aus den in Beispiel 1241 gegebenen Werten der

1244 Essei — (1, 2}und 4 = {1, 2}. Ez habo L (0, a) die folgenden Werte:

|=1 6,2

& =1 ] 2
a; =2 2 —3
Die Menge D bestehe aus den Entscheidungsfunktionen

di: Wahle a, mit der Wahrscheinlichkeit k und ay mit der Wahrscheinlichieit

1— k.
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In D bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich der a-priori-
Verteilung
7(0;) = 0,4, g(6,) = 0,6.

124.56 Man lbse Aufgabe 124.4 im Falle der a-priori-Verteilung
3
q8) =+, q(0:) = 5

(die iibrigen Angaben unveréindert wie oben). Man zeige, daB dic Bayes-Ent-
echeidungsfunktion eine Minimax-Entscheidungsfunktion ist, und begriinde
diese Tatsache.

124.6 In Aufgabe 124.4 bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunltion

in D beziiglich der a-priori-Verteilung

70 =, q(0) =1—q
und zeige, daB g, = % der einzige Wert ist, fiir den diese Bayes-Entscheidungs-
funktion eine Minimax-Entscheidungsfunktion in [ ist.

124.7 In Aufgabe 124.6 zeige man, da8 das Durchschnittsrisiko der Bayes-
Entscheidungsfunktion fiir jeden Wert g, & ‘g kleiner als das zu der Minimax-
Entscheidungsfunktion gehorige Risiko ausfillt.

124.8 Es sei 2 = {f,, 6;}, A = {a,, a,}, und L(0, a) habe dic Werte

| 8 0,
ay —c 1
ay 1 —24e¢

wobei ¢ eine Konstante, —1 = ¢ = 3, ist. In der Menge D der Entscheidungs-
funktionen der Form
dy: Wahle ay mit der Wakrscheinlichkeit k und a, mit der Wahrscheinlichkeit

I—k
bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunktion beziiglich der a-priori-Ver-
teilung
2(0)) = @1, glf) =1—g, (g konstant, 0 = ¢; = 1).
124.9 Man kann beweisen: xistiert eine Bayes-Entscheid funktion

beziiglich einer a-priori-Verteilung g, so existiert auch eine nichtrandomisierte
Bayes-lintscheidungsfunktion beziiglich ¢. Man {iberlege sich, daf die Aufgabe
124.8 ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt liefort.

124.10 In Aufgabe 119.4 bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunktion
beziiglich der a-priori-Verteilung ¢(0) = 0,2, ¢(1) = 0,6, ¢(2) = 0,2.

124.11 In Aufgabe 119.4 bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunktion
beziiglich der a-priori-Verteilung g(0) = 0,5, g(1) = s 4(2) = 0,5 —gq,, wo-
bei 0= ¢; = 0,5 sei.

124,12 In Aufgabe 119.7 bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunktion
beziiglich der a-priori-Verteilung g(0) = 0,1, ¢(1) = 0,3, g(2) = 0,6.

24 Kreynzlg, Mothoden
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124,18 In Aufgabe 119.7 besti man eine Bayes-Entscheid A

beziiglich der a-priori-Verteilung q(0) = 0,25, g(1) — Qs q(2) = 0,75 —gq,,
wobei 0= ¢, = 0,75 gelte,

12414 In Aufgabe 119.2 bestimme man eine Bayes-Entscheidungsfunlktion
in der Menge D der nichtrandomisierten Entscheid funktionen d von der
Form

d(0) =a,, d(1) =t; (ag, o, beliebig),
wobei die a-priori-Verteilung die Form q(8) = 0,5, q(f,) = 0,5 habe.
124.15 Man bearbeite Aufgabe 124.14 fir den Fall, daB ¢(0,) = g, und
q(0;) = 1 —gq, ist (die iibrigen Angaben wie bisher).

124.16 In Beispiel 124.1 bestimme man eine a-priori-Verteilung derart, daB
Jede beliebige Zufallsmischung von d, und dy cine Bayes-Entscheidungsfunktion
beziiglich dieser Vorteil g ist.




Anhang 1
ZUSATZE

Zu Abschnitt 13. Begriffe aus der Mengenlehre

Fiir den Leser, der die Grundbegriffe der Mengenlehre etwas kennt, merken
wir an, dafi sich Abschn. 13 in der Sprache der Mengenlehre formulieren liBt.
Dazu bendtigen wir zuerst einige Begriffe und Bezeichnungen:

Eine Menge besteht aus Elementen. (Nach G. CaxTOR, dem Bagrundar der
Mengenlehre, versteht man unter einer Menge eine Zusammentfi
ter wohlunterschiedener Objekte der Anschauung oder des Denkens zu einem
Ganzen; diese Objekte heilen die Elemente der Menge.)

M sei eine gegebene Menge. Ist @ ein Element von M, schreibt man a € M.
Ist @ kein Element von M, schreibt man o ¢ M.

Eine Menge A heiBt eine Teilmenge von M, wenn jedes Element von A4
auch Element von M ist. Ist 4 eine Teilmenge von M, schreibt man 4 C M
(frither auch 4 = M).

Nach dieser Definition ist M eins Teilmenge von sich selbst. Es erweist sich
als praktisch, die Definition so zu fassen.

Die leere Menge (= Menge, die kein Element enthiilt) wird mit # bezeichnet.
Sie ist Teilmenge jeder Menge.

A und B seien Teilmengen von M. Alle Elemente, die zu 4 oder zu B oder
zu beiden gehdren, bilden eine Menge; diese heiBt Vereinigung von 4 und B
und wird mit

Au B

bezeichnet. Alle Elemente, die gleichzeitig zu 4 und B gehéren, bilden eine
Menge; diese heiit Durchschnitt von 4 und B und wird mit

4An B

bezeichnet.

Nun sind wir so weit, da8 wir Abschn. 13 in der Sprache der Mengenlehre
formulieren kinnen : ¥

Zu einem Zufallsexperiment gehdrt eine ganz bestimmte Menge, nfimlich
die Mcngua aller Ergebnisse des Experimentes. Diese heifit Grundmenge oder
E; ge. Wir bezeick sie mit S. Thre Elemente heiBen Elementar-
emignlsse oder Ergebnisse.

Beispiel. Beim Wiirfeln (8. 51) kénnen wir 1, 2, 3, 4, 5, 8 als Elementar-
ereignisse hen. Die Grundmenge ist dann
S ={1,2,3, 4,56}

24*
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Ereignisse 4, B, 0, ... bei einem Zufallsexperiment sind Teilmengen der
Grundmenge S des Experimentes. Das Ereignis A + B (Summe von 4 und B)
ist die Vereinigung der Mengen A und B. Dieses Ereignis heifit deshalb auch
Vereinigung der Ereignisse 4 und B und wird auch mit 4 U B bezeichnet.

Das Ereignis 4 B (Produkt von A und B) ist der Durchschnitt der Mengen
4 und B. Dieses Ereignis heillt deshalb auch Durchschnitt der Ereignisse 4
und B und wird auch mit 4 N B bezeichnet.

Also sind einand hliefende Ereignisse genau diejenigen, deren Durch-
schnilt die leere Menge § ist.

In Beispiel 13.2 kénnen wir nun schreiben:

S ={1,2,34,5 8

A =1(2,4,6

B =36

¢ =1}
A+B=AUB=12340)

AB = An B = (6

AC =40 =9

Zu Abschnitt 15 und 16. Aus der Mengenlehre

Auch die Uberlegungen dieser beiden Abschnitte lassen sich in der Sprache
der Mengenlehre formulieren. Hierzu einige Bemerkungen:

Zu Abschn. 13 haben wir in diesem Anhang soeben gesagt, daB einem Zu-
fallsexperiment eine Grundmenge oder Lrgebnismenge § zugeordnet ist, die
aus allen El reigni (Ergebnissen) besteht. Laut Axiom 2 ist
P(§) = 1.

B und C seien Teilmengen von §. Diese Mengen heiBen gleich, wenn jedes
Blement von 2 auch zu € gehért und umgekehrt. Ist B gleich €, schreibt man
B =0

Also sind zwei Ereignisse B und € dann und nur dann dquivalent, wenn die
Mengen B und € gleich sind.

A sei eine Teilmenge von 8. Die Menge aller Elemente von 8, die nicht Ele-
mente von A sind, heilt das Komplement von 4 (in 8); dieses wird oft mit
At bezeichnet.

Kompl tére Ereignisse 4 und A (s. Abschn. 16) sind also komple-
mentire Mengen. A und 4 schliefen einander aus; man hat 4 N A4° = @,
Weiter ist 4 U A° = S,

Das Ereignis A, + A4, + -- - 4 Ap in Formel (16.3) ist die Vereinigung
A VA, U U4 der Mengen A, ..., d,,.

Das Ereignis 4, + 4, + -« - in (16.6) ist die Vereinigung 4, U 4, U -- -
der abziihlbar unendlich vielen Mengen A,, 4,, ... Definitionsgemif ist dieso
Vereinigung die Menge aller Elemente von 4, die Element von wenigstens einor
der Mengen A,, 4,, ... sind.

Das unmégliche Ereignis ist die leere Menge §, und es ist P(f) = 0. Aus
P(4) = 0 folgt aber nicht notwendig 4 = §.

Es ist P(S) = 1. Aus P(d) = 1 folgt aber nicht notwendig 4 = §. Vel
Abschn. 16.
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Zu Abschnitt 21. Begrilf des Intervalls

Ein endliches Intervall I ist eine S auf der Zahl Sieht man
die beiden Endpunkte von I als zu I gehdrig an, so spricht man von einem
abgeschlossenen Intervall. Sind a und b diese Endpunkte, so umfalt also I
alle Zahlen =, fir die

a=x=b

ist., Entsprechend heifit I offen, wenn die Endpunkte nicht als zu I gehérig
angesehen werden. Dann umfaBt also I alle Zahlen x, fiir die

a<z<h

ist. Schlieflich heiBt I halboffen, wenn man nur einen der beiden Endpunkte
als zu I gehorig ansieht. I umfaBt dann alle Zahlen 2, fiir die

a=x<b oder a<zx=b

ist je nachdem, welchen der beiden Endpunkte man zu I rechnet.
Unendlich heiBt ein Intervall, wenn es die ganze Zahlengerade

— o0 D o0

umfalt oder sich nach links bzw. rechts hin ins Unendliche erstreckt. In den
letzten beiden Fillen umfaBt I also alle Zahlen =, fiir die

—mx=a (oder — oo < x << a)
bzw.
b=xz< oo {oder b < z < oo)

ist. Stattdessen schreibt man oft einfach

zT=a (oder x < a)
bzw.
z=b (oder = > b).

Zu Abschnitt 26. Integral und Ableitung

Es folgen einige (bewuflt naiv gehaltene) Bemerkungen, die sich an Leser
richten, die mit der Differential- und Integralrechnung wenig vertraut sind,
und ihnen zu einem b Ver inis des Ab wverhelfen sollen.

@ und b seien zwei Zahlen, und es sei @ < b. Diese kinnen wir als Punkte auf
der z-Achse darstellen (s. Abb. 26.1). Sie sind Endpunkte eines Intervalles (einer
Strecke auf der x-Achse).

f(x) sei eine gegebene Funlktion, die fiir alle x in dem genannten Intervall
erklirt und stetig ist. (Stetigkeit bedeutet, grob gesprochen, dal die Kurve
von f(x) keine Spriinge hat.) Dann kénnen wir uns die Aufgabe stellen, den
wFlicheninhalt unter der Kurve von f(x) von a bis b* zu berechnen; gemeint ist
damit der Flicheninhalt des (in Abb. 26.1 schraffierten) Stiickes der Ebene,
das nach unten durch einen Teil der x-Achse begrenzt wird, nach links und
rechts ebenfalls geradlinig durch zwei vertikale Strecken und nach oben krumm-
linig durch ein Stiick der Kurve von f(z) (die auch viel komplizierter aussehen
kann).
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Eine solche Inhaltsbesti g kr linig beg) r Kb titcke ist
Grundaufgabe der Integralrechnung. Die Losung ist das bestimmee Integral
b
(26.5) [ Ha) dz.
a
Drieses ist also g trisch der Flacheninhalt des Ebenenstiickes. f(x)

heiBt Integrand des Integrals, @ und b heiBen Integrationsgrenzen, die Strecke
von a bis b heiBt Integrationsintervall, und = heifit Integrationsvariable. Auf die
Bezeichnung der letat 1 s nicht an. Wir kénnen auch v schreiben —
wie in (26.3) — oder irgendeinen Buchstaben wiihlen, der sonst noch nicht
vorkommt. Das ist dhnlich wie beim § tionsbuchstaben in S f

Definieren kann man diesen Begriff des Integrals dadurch, daB man die
Kurve von f(x) zwischen @ und b durch kleine horizontale Strecken treppen-
stufenartig anniéhert, dadurch zu schmalen Rechtecken gelangt, deren Inhalt
man angeben kann (Hohe mal Breite) und dabei die Genauigkeit der Approxi-
mation stindig vergroBert, indem man zu immer schmiileren Rechtecken iiber-
geht (also in geeigneter Weise einen »Grenziibergang* ausfiihrt),

Berechnen kann man solche Integrale oft vermége der Tatsache, daB, grob
gesprochen, die Differentiation die Umkehrung der Integration ist. Damit hat
es folgende Bewandtnis:

Es sei F(z) eine gegebene Funktion, die in einer Umgebung einer Stelle
definiert. ist. Existiert dann der Grenzwert

lim Pz + &)
f=x0 &

50 heiBt F(x) an der betreffenden Stelle = differenzierbar, und der Grenzwert
heiBt die 4bleitung von F(x) an der Stelle = und wird mit F'(x) bezeichnet :

= F(z)

() — lim F@+h) — F(x)
(20.0) (2l { g ) T SR X
Kurve der Funktion F(x)
Q
F(x+h) [--- {
Filx+h) - F(x)
P a
F(x) — F i
1
Tangente i
F
i
X x+h

Abbildung 28.8. Zum Begriff der Ableitung einer Funktion F(z)
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Geometrisch ist das die Bteigung der Tangente an die Kurve der Funktion
F(x) im Punkte P mit der Abszisse x und der Ordinate F(x). (Diese Steigung
ist definiert als der Tangens des Winkels x zwischen der Tangente und der
z-Achse.) Der Bruch auf der rechten Seite von (26.6) ist némlich geometrisch
die Steigung der Geraden durch P und einen Punkt ¢ der Kurve von F(z)
mit der Abszisse x + A, also der Ordinate F(z + &). Und wenn h gegen 0 geht,
liuft @ auf der Kurve gegon P, und die genannte Gerade dreht sich gegen eine
Grenzlage, sie strebt gegen die Tangente der Kurve von F({x) im Punkte P.
Vgl. Abb. 26.3.

Nun zuriick zu Probl der Berechnung des Integrals (26.5): Es
sei also f(x) eine im Intervall von a bis b gegebene stetige Funktion, wie zuvor.
Konnen wir (durch Erinnerung an Formeln der Differentialrechnung) eine
Funktion F'(z) finden, deren Ableitung fiir jedes z in dem genannten Intervall
gleich f(xz) ist, also

(26.7) F{z) = Hz),

80 kénnen wir dns Integral (26.5) sofort berechnen vermdge der Formel
26.8) f,‘{x}dx - F(b) —F(a) (F'(2) = j(=)).
Beispiel. Man bereehne

+
S xtde
i

Losung: Es ist f(z) = z®. Eine Funktion, die (26.7) erfiillt, ist F(z) = %3,
denn durch Differentiation erhalten wir '(z) = 3%/3 = z* In (26.8) brauchen
wir F(4) = 4%/8 — 64/3 und F(1) = 13 = 1/3. Also ergibt (26.8)

i
[atde =F(4) —F(1) =% —1 =5 =21,
1
AbschlieBend weisen wir noch auf folgendes hin: In (26.1) ist die untere

Intsgra.blomgrme —oo; man hat also ein unendliches Integrationsintervall.
Ein Integral heilt igentlich. Begrifflich bedeutet es

¢ de = li dv,
__{o flv)dv i Ef fv) dv

in Worten: Man berechne erst das Integral iiber ein endliches Intervall von.
& bis x und lasse dann in dem Ergebnis k gegen — oo streben.

Ferner haben wir in Abschn. 26 zugelassen, daB f(x) an endlich vielen Stellen
unstetig sein kann; an einer solchen Stelle gilt (26.7) dann nicht mehr. Und
man integriert dann (ber jedes Teilintervall zwischen benachbarten Unstetig-
keitsstellen und addiert zum SchluB diese Teilergebnisse.

Zu Abschnitt 50. Beweis des Satzes 50.1

Aus der STIRLING-Formel

}/Q:r_k(é)taﬂm 0 <6 <1)



876 Axiana 1. Zusinze

[Beweis siche z B. in K, Kxore, Theorie und Anwendung der unendlichen
Reihen. 5. Aufl. Berlin: Springer, 1964] folgt,

1 1
Ll n—z_ _i___ f"p)x+? ng )N_‘H'? 1
/() xl(n __z“p’g o V2anpq ( z, (u -z 2
.__-.__..1'__s—1\e¥
V2anpg
mit
L lalh Ty )
STz it e o= 1)

und

n—x

b= x+%)lﬂ£ﬁ+(u—x+-%)ln—;-q—-

=(ﬂp +%+3V’§§:)]n(i +*V§§)
G e

wobei z in (50.4) definiert ist, 2] ist nach Voraussetzung beschriinks. Fiir hin-
reichend grofle n ist also

L] yZ|
:sVnp"ci' ’z ng|S
und dann gelten wegen
In{1 + u) = u —
die Entwicklungen
/1_ /r_‘f___..ls_q_
ln(1+z]'ﬂp)_=]'np 2 ap T

(1 —:)z)- R ey
g g 27 ng

Dies setzen wir in den Ausdruck fiir h ein, multiplizi aus und b
P + ¢ = 1. Dann ergibt sich

3t a 4
TS (lu] < 1)

Hierbei ist B eine Funktion, die fiir 7 — 00 dem Betrage nach beschrinkt =
bleibt. Also gilt in Jjedem beliebigen endlichen Intervall &« < 2 < g gleich-
miilig

e~ . g2z fiir n— o0,

Aus o < z < f und 1—p =g folgt

¢_f“:np('l+al/g§). va—z_%nq(l—ﬂl/%)

und demnach

407 1 1 : 1 1
17"<§(IT?'-“;;:';)51?,4(’ 'r‘rT/Tj+'( ?)-
Pll+a g q 1"13]/;3)
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Also gilt in & =< z = f gleichmiBig
=0 oder ef =1 fiir = 00
und damit nun insgesamt in o =< 2 = f gleichmiig

o2

Ha) > e
V2anpg
Zu Abschnitt 50. Beweis des Satzes 50.2

Man setze
X —np a —np b —np

e p=— § =

Vnpq Vapg Vnpq
Vorausgesetzt wird, dal ¥ und d§ auch fir n — oo endlich bleiben. Wegen
Satz 50.1 gilt dann

Z ==

PaesX=bh=Py=Z:s4
(50.8) b

= 3G m e e 2

FT

(Summation iiber alle z;, fiir die x ganzzahlig ist und in dem Intervalle
a = x = b liegt). Hierbei bleibt [B,| fiir # — oo beschriinkt. Wendet man auf
das Integral

1
1 & 2ynpg e
e~ W2 gy
e J 1

Ll

b

den 1. Mittelwertsatz an, so ergibt sich
1 1
I A o ( 0| < _:)
T 1ol 2)/npg
a U ey BY

VZanpg 7

wobei |R*| fiir n — oo beschriinkt bleibt. Also lassen sich die Exponential-
funktionen in (50.8) durch Integrale ersetzen, und es wird

8t

1
2¥npe 7
1 —uie Ry
e

Py =2 =8 =

2Ynpg
R,
= D) — D) + >

mit & und § wie in (50.5). Hierbei bleibt [ﬁ,l fiir n — oo beschrankt. Die letzte
Summe hat

b—a+1={(6—19 g+1
Glieder. Thr Wert strebt also fir n — oo gegen null.
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Zu Abschnitt 0. Herleitung der Dichte der (}hi-Quadrnt-Vortollung
In (60.1) stehen lauter Quadrate. #* kann also keine negativen Werte an-
nehmen. Demnach jst fiz) =0 fiir # < 0, Da nun dem Interval] =Xtz
das Intervall — V:; =X, = Vn: entspricht, so gilt also
PR =2) = P(0 = X2 < =P(-Jz = x, <)),

Und da X, normalverteilt ist mit dem Mittelwert, ¢ und der Varianz 1, so sehen
wir aus dem letzten Ausdruck, daf X2 die Verteilungsiunktion

B =PEpsa = F oy,
; AR 6T ¥z
besitzt. Da der 'Int.egrand symmetrisch ist, so wird
2 1= i
) = 'yg‘ﬁf e WE gy,

Wir setzen 4? = o, Dann ist {iber v von 0 bis  zu integrieren, es ist 4 — I/;,
dip = fiw’?],/v, und wir erhalten

1 Fe-vz
T T L du.
ate) V2= Df Ve

Differentiation nach ergibt die Dichte

(60.9) Vit %1:1 & i":ﬁ!? 52 g—aj2 (> 0).
Dies ist die Dichte von X2 und damit zugleich auch die Dichte von z%im Falle
7 = 1, denn dann ist ja 2 = X2 In der Tat sind (60.9) und (60.2) mit » — 1
wegen (60.8) identisch. o

Damit is¢ (60.2) fiir n = 4 bewiesen. Wir beenden den Beweis fiir beliebiges n
durch Induktion, Statt f schreiben wir dabei f, und statt #* voriibergehend s
Wir zeigen:

Gilt (80.2) fiir 5 — 1, so daB also

1
SE=— e,
e 7Bt (2> 0)
2
ist, so gilt (60.2) auch fiir n Freiheitsgrade.
Es st

' = -1+ AR

Hierbei hat y,, —1% gemil Induktionsvorsussetzung die Dichte f, _; (+), und X,z
hat die Dichte Filz), wie gezeigt wurde. Diese heiden Variablen sind unabhiin.
gig, weil dies fiir Xy X, gilt. Wir diirfen also (57.5a) (siche Aufgabe 57.3)
anwenden und erhalten fiir djo Dichte von 7,2 den Ausdruck

oo
@) = [ i@~ ) fury ) dy.
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Wir brauchen nur von 0 bis @ zu integrieren, denn f,_;(y) ist fiir negative y
gleich null, und fy{z — ¥) ist null fiir x —y < 0, also y —x = 0 oder y > x.
Indem wir f; und f,_; einsetzen, ergibt sich demnach zuniichst

z—=y =3
e 2 gy g Zdy.

e

T
1 —_
fulz) = [on f@—u
EL —— = 1}
P o ‘l)
2
Dureh Vereinfachung erhalten wir hieraus

1 F st -
fy2 (v —y) Zdy.
0

o7 > Y/ r(---- 1)

Das Integral bezeichnen wir mit I. Wir setzen y = xu. Dann liuft » von 0
bis 1, esist # — y = x — zu = 2(1 — u), dy = xdu. So wird

|a| B

(60.10) Inlx) =

1
I= a:“'j-‘ﬁ]‘ w2 (1 — u) 2 du.

Nun b wir die bel Formel
1
(60.11) 6[ w1 (1 — w)b—1du = F:::':(:]} {@a>0,b=0),

die wir zum Schluf} beweisen. Dann wird

or )

Dies setzen wir in (60.10) ein. Wegen I'(1/2) = V:r; ergibt sich dann gerade
(60.2). Damit ist der Beweis beendet. Die dabei benutzte Formel (60.11) kann
man folgendermafen gewinnen:
Gemil (60.5) ist
L=l o0

T'(a) I‘[b):ﬁf et s““"dtﬂf e~ pb=1dp

0 o
=6f f e—(tEv)ga—=1,0=1 gy gy,
1)

‘Wir filhren neue Integrationsvariable » und w ein, indem wir
t=ru und v =7l — u)

setzen. Dann ist dide durch drdu mal dem Absolutbetrag der Jacomischen
Determinante

[ ed] u r
aft,v) _ |&r Fuw| oy
arw) v o | FE A

S
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ersetzen. So folgt
1 oo
I'{a) I'(b) = f!e—" (ra)®=1 [r(1 — u) ]~ ¢ dr du

i

oo 1

= _,r eryatb—1 drﬂf =l (1 — )bl gy
i
1
= Il + b}ﬁf wt=1 (1 — yph—1gy

Division durch I'(a 4 b) liefert (60.11).
Zu Abschnitt 62. Herleitung der Dichte der ¢-Verteilung
Nach Voraussetzung hat X in (62.1) die Dichte
1

Silz) = Vom Gl

und ¥ hat die Dichte [vgl. (60.2)]
n—2 v
e

felt) = ———y y = 0)
)
und fy(y) = 0 fiir y < 0. Da X und ¥ unabhiingig sind, hat die zugehirige

zweidimensionale Verteilung die Dichte
flx y) = fil=) fay).

éz):P(Xézl/YTn)

Fiir die Verteilungsfunktion
X

Fiz) = P(T=2)=P{-22>__

2 = (l/?}?{

der ¢-Verteilung erhalten wir damit
P =[] f g ddy.

z=zVyin
Setzen wir f = fi /s ein, so ergibt sich suniichst
S i n e
F(2) = @, ff e 2242 gody,
=
¥=0
Hierbei ist
gt ""—_1_'_»'"
G on2 pf B
(CETAE| (2)

In diesem Doppelintegral kinnen wir zuerst bei festem y {iber  von — oo bis
z }y/n integrieren und dann iiber ¥ von 0 bis co. Demnach wird
Ayln _ 2 v n=2

2 2y 2 d::] dy.

Flz) = 0,6( [_{a
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Setzen wir @ = u|/y/n, so ist dz = du|/y/n und

b ! Lk u?

E---|,--E——2- mit H—1+?.
Uber  ist dann von — oo bis z zu integrieren. Da diese neuen Grenzen nicht
von y abhiingen, kénnen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen. So ergibt
sich
o0 Hy n—1

=
Fe=Sn [ [Ty 2 aydu
Prf: —co 0
Das innere Integral 1aBt sich durch die Gammafunktion ausdriicken, indem wir
Hy = 2v setzen. Dann ist y = 2u/H, dy = 2dv/H, und wir erhalten

ni+1 z o0 n—1
Dby du gk
Fizy=22% =2 [ =s | e7%v 2 de.
Vn -J;o Hint+1)2 5(
Wegen (60.5) ist das letzte Integral gleich I’ (ﬂ—-_;i) Indem wir H und €,

wieder ausfiihrlich schreiben, erhalten wir (62.3) und daraus durch Differen-
tiation (62.2).

Zu Abschnitt 73. Beweis des Satzes 73.1
Ersetzen wir X,, ..., X, durch X; —p, ..., Xy —p, 50 hat das auf ¥

keinen Einflu8, weil X'dann auch durch X — p zu ist. Im vorli len

Beweis kénnen wir deshalb ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annchmon,
es sei g = 0. Die n Variablen (X, — X)%in Y sind nichf unabhiingig, denn oa ist

n o n =
S(X;—X)= XX —nX =0.
e D s d et
Wir wollen zeigen, dall die Quadratsumme
n &
Qn = jz; (X; — X)?
in der Form

(73.8) Qu= Y24 -4 ¥uq?
darstellbar ist, wobei ¥, . . ., ¥, unabhiingige normalverteilte Variable mit
dem Mittelwert 0 und der Varianz ¢® sind. Wir setzen
1
Py
1 1-2 { 1 ﬂ)
Y, L S e )
2 Vz"'g 1 2 3,
(73.8)  woecsvsnannieisens L Ry P S & S R
v 1 X+ Xt X — (= 1) X
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Diese sogenannte HErmEerT-Transformation ist eine lineare Transformation der
Form
Vimap Xy +ap Xy + 0o - 0, X,

(73.10) Yo= ayX; + 0 X, + - + 6 X,

Yo=auX) + 00 Xs + ' 4 04X,
Wie man auvs (73.9) erkennt, geniigen die Kogffizienten den ,,Orthogonalitiits-
bedingungen**
0 (J =+ k)

B Gy + Ggalpa + 0 * - Gy = {l k)

Fiir # = 3 sind dies die bekannten Bedingungen dafiir, daB (73.10) eine (még-
licherweise mit einer Spiegelung an einer Ebene durch den Nullpunkt ver-
bundene) Rotation eines rechtwinkligen Koordinatensystems um den Nullpunkt
darstellt. Dabei bleibt das Abstandsguadrat jedes Punktes (X, X,, X;) vom
Nullpunkt unverindert,

X2+ Xpr L X2 = V2 ¥ Vi
Dasselbe gilt auch fiir beliebiges n, also
XL X2 X 3= ¥k ¥ V2
Aus (73.9) sehen wir unmittelbar, dal}
Y= -l— (nX): = nX?
ist. Demnach wird
n s L s n
Q. :;,'13'; {X; — Xp Tj-_‘; X2 —_nX2 = !‘3_; WE— Yt

und (73.8) ist bewiesen.

Aus Satz 71.2 folgt, daB die Zufallsvariablen —X,, —2X,, —3X,,... in
{73.9) normalverteilt sind mit dem Mittelwert 0 und der Varianz o2, 462, 80, ...
AubBerdem sind die jeweils in einer Zeile von (73.9) auf der rechten Seite ste-
henden Summanden unabhiingig. Damit ergibt sich aus Satz 71.1 unter Benut-
zung von (34.2) und (34.4), daB Y,/o, ..., ¥,./o normalverteilte Variable mit
dem Mittelwert 0 und der Varianz 1 sind. DaB diese Variahlen auch unabhiingig
sind, ergibt sich durch die Betrachtung der n-dimensionalen Normalverteilung,
auf die wir hier nicht eingehen; vgl. H. CRAMER [2]. Wegen

2 2
Vi ";_EQN L i-'; eSS %:1..
ist also ¥ nun durch eine Summe von Quadraten von n — 1 unabhingigen
normalverteilten Variablen mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1 dargestellt,
hat also eine y*-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (vgl. Abschn. 60).
Weiterhin sind die Zufallsvariablen ¥, ..., ¥, alle auch unabhiingig von

345 V; X. Hieraus folgt, dafl auch ¥ und Z unabhingig sind.




Anhang 2
AUFGABENLOSUNGEN

6.9 Weil die Werte nicht genau sondern auf die angegebene Ziffernzahl
abgerundet sind.

71 Fa) =0 fir z <0, F=04fir 0 s2<1, F =1 fir x = 1.

7.8 n = 30, f(41) = 430, f{42) = 3/30 usw., also Fiz) =0 fir = < #,
F = 2015 fiir 41 = = < 42, F = 7/30 fiir 42 = = < 43 usw.

7.5 Klassenmitten 65, 85, 105, ... Relative Klassenhiufigheiten 2/125, 0,
47125, ... Also Fig) = 0 fiir & < 65, F'(x) = 2/125 fir 65 =z < 105, F(z)
— 6/125 fur 105 = = < 125 usw.

8.3 T —_-_751.813 = 80,23, s* = 9,075/7 = 1,208, & = 1,14

8.5 —1/)2, U)/2.

8.7 Die Spannweite ist einfach zu berechnen. Sie hat aber den Nachteil, dag
sie nur durch 2 Stichprobenwerte bestimmt ist, wihrend die itbrigen ganz
unberiicksichtigt bleiben.

8.9 dH/dt = 0 liefert ¢ = Z.

91 X (x;— 52 = X (xf — 22, + &)

= X¥Xxt— 2% ¥z, +nit

il

. 40 i 1
=2.zx!_2;(31'5:"+“;§(23’1}’
. 1 -
'_—2.313_;(2-?1!-
= 1 1 5 1
9.32=-;E (c+x,‘}=;(nc+z,x;‘) :.z:+;_§‘x,‘.
9.5 £ =5, & = 20/3.
Lln * L T L B
9-95—,”2;{':13: +'3'z)—-“2.13.{ i = =0, 3% +cp
zy— E =g tog— (F F o) = e [z — 2%).

Also wird 3 (%, — )2 = ¢,° X (x,* — £%)% Daraus folgt (9.7).
9,11 79,0 und (2 + 4)/2 = 3 baw. 3,05.

m "
1017 =— Somdy= S, 4= absolute Hiufigkeit von z;,

Ayfn = 7(%} :

de R mpa= TS e (Am).
n—157 LT Uy |

10.8 ¥ = 18,37, s* = 8,68.
10.5 £ = 15603, s* = 41665.
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10.7 (a) 3,205, (b) 3,260, (c) 3,225, urspriinglich 3,235,

18.1 h(d) = 3/50, k(B) = 4/50, k(A B) = 1/50, k(A + B) = 6/50.

18.5 Ai(d) = 62,29, h(B) = 61,9%, h(4B) = 47,1%, h(d + B) = 77,0%,

h(B|A) = 75,1%.

14,1 509;. 14.8 1/8. 14.5 1/6.

16.1 A ist ein sicheres Ereignis; also ist P(4) =1, und P(4) = 0 folgt
dann aus (16.1).

181 P(4 + B + C) = P(4) + P(B) + P(()

— P(4AB) — P(AQ) —P(BO) + P(ABC)

19.1 (7/10) (6/9) (5/8) = 299,

19.3 BBEBB, BBBED, BEDE, BDEB, DEBBE sind die sich gegenseitig
ausschlieBenden Formen des betrachteten Ereignisses (B = brauchbare Kappe,
D) = defekte Kappe). Summation der zugehérigen Wahrscheinlichkeiten ergibt
die Antwort (1/6) 4 4(1/8) = 2/3.

19.5 Aus (19.4) folgt der recht betriichtliche Wert

40 39 38 37 36
Pld,4,---45) = 50° 10 48 47 38 31%,.

20.1 1/16.

20.8 P(d) = P(B) = P(C) = 2/4 = 1/2, P(AB) = P(AC) = P(BO) = 1/4,
also P(4) P(B) = P(AB) usw., d. h. die Ereignisse sind paarweise unabhiingig.
Wiiren alle drei Ereignisse unabhingig, so miite P(ABC) = P(4)P(B) P(C)

= 1/8 sein. Es ist aber P(ABC) = 0, weil es kein Los Nr. 111 gibt.

21.1 1/4, 12, 1/4, 0, 3/4, 3/4, 1/4, 3/4.

21.8 Das Ereignis X = cist die Summe der einander aussehlieBenden Ereig-
nisse X = bund b < X = ¢. Gemifl Axiom 3 gilt also

PX=c)=PX=b +Plb<X =¢)
Gemiil Axiom 1 ist der letzte Summand nicht negativ. Daraus folgt die
Behuuptung.

28.8 :1 ‘I,, = % Tr % ar § T =1 (geometrische Reihe).

28.5 13/18, 1/3.

987 1(0) = f(4) = 1/16, f(1) = j(3) = 1/4, (2) = &8.

26,5 f(0) = 1/3, f(1) = 8/15, (2) = 215.

26.1 Die erste Bezichung folgt daraus, dall Wahrscheinlichkeiten nicht-
negative Zahlen sind, die zweite aus (24.1) zusammen mit der Tatsache, daB
— oo < X < oo ein sicheres Ereignis ist, also die Wahrseheinlichkeit 1 hat.

26.8 fix) =1/2 fiir —1 <z <1, F(z) =0 fiir x < —1, F(z) = (x + 1)/2
fir —1<z<1, Fl@ =1 fir 2>1, P(X 20)=1/2, P(0 = X = 0,3)
=0,15, P(X = 0',5) =0.

26.6 Weil f(z) = 0 sein mull.

2;.1 Je ein Massenpunkt der Masse 1/8 in den Punkten 2 =1,2,..., 6.

7.3 Verteilung im Intervall 0 < = < 27 mit der konstanten Dichte 1.’21

33.1 Tl

=

oo

288 p = f 2% ¢=* dx = 2 (partielle Integration).
(1

1

0 4 : o0
285 p = S‘EL._ Es ist ¥ =
z=0

z=1

y (l#| < 1). Differentiation nach y

1
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ergibt

¥ z—1 5 z=1 1
zYsT = e
5%0 7 z‘-sl 2 1 —ypP

i Xz 1
Z e 22;;(1—__}-;7.—_4. also p = 2.
2
it o e el D Reihe ergibt
U p_...g:glx(_ﬁ.) _-Ei--ﬂﬁ_ﬁ, er Wert der ihe ergi

sich dabei, indem man y = 5/6 in die differenzierte Reihe der Losung der Auf-
gabe 28.5 einsetzt.

29.1 p = 4/3, o = 2/9.

29.8 k = 750, p =1, of = 0,002.

1ia

295 [ f(z)de=09. a = 0073, Grenzen 0,927 und 1,073.
1-a
29.7 0,8 chm.

80.1 Im diskreten Falle ist
E(ag(X) + bh(X)) = X [ag(x)) + bh(z)]/ (=)
—a X gle)flz) + b 3 b)) flz) = aB(giX) + bE(h(X)).
20.8 1,50 Mark
311 B(X — p) = B(X) — pB(1) = E(X) —p =0.
818 E([X — o) = B([(X —w) — (e — M)
= E([X —au)P—2(c— m (X — m) + [e — u])
— B([X — u)) — 2(c— ) B(X —p) + [o— pl*
=gt — 2(c—p) -0 + [e—pu]t = o
Das letate Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn ¢ = pu ist.
815 of = B([X — p]3) = B(X[X —1] + X —2u X + p¥) usw.
331 Mit = — ¢ — ¢ wird wegen g = cund f(c —#) = f(e + ¢} im stetigen
Tralle

==
E(X —pP)= [ &fCc+nd
-0
0 o
= [fle+)dr +dj‘ Bf(c 4 1) dt
-0
0 -]
= [ (=0rfle—0(=d) + 6[ £ flo+t)dt = 0.
oo
Hierbei wurde 7 = — ¢ gesetat.
32.8 2 1/2;5
83.1 “9“9’:0 P Ets'q} ——E;.;

83.5 1E(e”)| —|zeﬂw ) | sz]cuﬁmxﬂ = z[(x,} =1, denn

|s“’1| = Voo«‘{::c,] I sin®(tz;) = 1
88.7 u = 1/m, o = 1/ad.
84.1 G*(f) = B(e/X") = E (o tal) — B(entX o)
= gl E;(amx} - G(cll)
26 Kreyselg, Mothoden
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85.1 Sind die El e alle verschieden, so gibt es n! Permutationen. Fallen
nun die unterscheidenden Merkmale der #; Elemente der 1. Klasse fort, so
fallen je n,! Permutationen in eine einzige zusammen, nimlich jedesmal die-
jenigen, die durch Vertauschung der n; Elemente untercinander ohne Anderung
der tibrigen Elemente auscinander hervorgehen. Ubrig bleiben nur noch n!/n,!
Permutationen. Entsprechend schlieBt man, dafl die Gleichheit der 7, Elemente
der 2. Klasse das Zusammenfallen von je n,! Permutationen in eine cinzige
zur Folge hat, so dall dann nur noch s!/n,! n,! Permutationen iibrigbleiben,
usw.

835.3 1/1260, denn gemil Satz 33.2 gibt es 915/2! 3! 4! = 1260 Permuta-
tionen der Kugeln, also 1260 gleichmégliche Fille beim Ziehen.

36.1 Aus (19.4) oder Satz 36.1 folgt, dal dic Wahrscheinlichkeit, cin Spiel
zu gewinnen, 1/60 betriigt. Der Einsatz ist 1/50 des Gewinns, das Spiel also
auf lange Dauer ungiinstig fiir den Spieler.

86.3 Aus Satz 36.2 folgt, dalB die Gewinnaussicht pro Spiel nun 1/10 be-
trigt und das Spiel sehr ginstig fiir den Spieler ist.

3%.1 Fiir k = 1 trifit die Behauptung zu. Wir nehmen an, sei sei fiir cine
beliebige positive ganze Zahl & richtig, und zeigen, dall dann die Anzahl der

L
Kombinationen (k <+ 1)ter Ordnung (1‘ 18 D betrigt. Hierzu vereinigen wir

jeweils alle die Kombinationen (& 4 1)ter Ordnung, die mit dem gleichen
o 3 - + . + k=1 .
Element beginnen, zu einer Klasse, Dies ergibt (n i " ) mit dem Element 1
beginnende Kombinationen, da man auf das Element 1 alle Kombinationen
k-ter Ordnung der Elemente 1, 2, ..., # mit Wiederholung und ohne Beriick-
sichtigung der Anordnung folgen lassen darf. Weiterhin hat man Sy ; i 2)
mit dem Element 2 beginnende Kombinationen (& + 1)ter Ordnung, denn da
man die Anordnung nicht bericksichtigt, diirfen auf das Anfangselement 2 nur

noch die Kombinationen &-ter Ordnung der n — 1 Elemente 2, 3, ..., # mit
Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung folgen. Entsprechend

ergeben sich (u i ;: 2 J) mit dem Element 3 beginnende Kombinationen usw.,

Sehliefilich ergibt sich (n A i’ 0 ﬂ) = 1 mit dem Element n beginnende Kom-

bination. Also erhiilt man insgesamt

Bt G S0 )
F
Kombinationen (E + 1)ter Ordnung der betrachteten Art, wie aus (38.10) im
nichsten Abschnitt folgt. Damit ist der Satz bewiesen.
37.3 26° = 11881370
875 f(1) = f(4) = 1/8, f(2) = f(3) = 3/8.

) (i)z*%j (2)= =35 (Bt > T

Damit dies identiseh in « gilt, miissen die Koeffizienten entsprechender Poten-
zen von z auf beiden Seiten iibereinstimmen. Durch Vergleich der Koeffi-
zienten von a7 ergibt sich (38.8).
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8.8 Die Formel gilt fiir n = 1. Wir nehmen an, sie gelte fiirein n == =1,
"2‘—."(::—;—3)‘_ (r+ k)
=\ & B4
und zeigen, daB sie dann auch fiir n = r + 1 gilt. Letzteres folgt durch Addi-
tion von (k 1_ r) wegen (38.5). ;

29.8 Es ist (n—a)pflx+1)g=> 1 baw. <1 fiir x<np—g bzw. >np—q.
Also hst f(x) im allgemei {d. h. von trivialen Ausnahmefillen abgesehen)
suniichst an und nimmt dann wieder ab. Das Maximum liegt bei der kleinsten
ganzen Zahl x =np—q. Ist np—gq ganzzahlig, so gilt aulerdem f(np—gq+1)
= linp—a).

41.1 (a) 3/8, (b) 1/4, (e) 1/16.

41.8 % [(1:) + (115)1 = 56?4_3 , also sehr gering.

41.6 29%.

41.9 Die Wahrscheinlichkeit, daB eine einzelne Zwiebel nicht keimt, ist
p = 0,05. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daB 10 Zwiebel die G iebedi
gung erfiillen,

" (1) (0,05)* (0,9519-= = 919%.
()

Die Antwort lautet demnach 9%.
41.11 Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Arbeiter Strom beniitigt, betrigt
p = 10/60 = 1/6. Dic Wahrscheinlichkeit, dafl 4 oder 5 Arbeiter gleichzeitig
Strom bendtigen, ist demnach gleich
5 /5 75\~

2 E) - 0%

=4
also recht gering. A

4118 (’x") (0,05)7 (0,05)19—% .

1000
4.1 > (17) 001 0.99i00-=
&L
w1l
S 10¢ 10 10
~e~10 —.—-1—c—l";‘~«—=42%.
S_Zl'l x! = x!

48.8 Wir nehmen an, daf die Geburtstage ganz zufillig verteilt sind, und
konnen dann das Modell eines BErNoutLl-Experimentes mit p = 1/365 und
n = 500 anwenden. Aus (39.0) in Aufgabe 39.5 folgt

P =1 — (364/365)%00 = 1 — 0,2537 = 74,639,
Die PorssoN-Niherung mit g =np = 500/365 fir 0,2537 ist 0,2541.

4 4
5 N (100Y o g gi00—z & g-10 YA _ 40
43.»ch54;_2_6($)0,1 0,010—= ~ ¢ ,Zo'r! =39
48.7 X = Zahl der Anrufe je Minute. g = 300/60 = 5 = durchschnitt liche
Zahl der Anrufe je Minute. P(X = 10) = F'(10) = 0,0863 (s. Tafel 2 in An-
26%
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hang 5). Antwort 1,49,
3 w S (uet)
44,1 @ (1) :ngxg-ﬂ___l.-.__e-—# M) =t gt
= z1 = !
448 GH(f) = Ml =t—T} gr(g) — 1,
G* (t) = p(e!— 1) G*(t), G*(0) =0,
G¥(1) = p et G¥(Y) + p(e! — 1) G (), o* = G*(0) = p.
45.1 Gemil) Satz 36.2 kann man aus N Schrauben i ) verschiedene Kom-
binationen n-ter Ordnung bilden. Das ist die Anzahl gleichmaglicher sich aus-
schliefiender Fiille. x defekte Schrauben lassen sich auf (j:) verschiedene Wei-

sen aus den M defekten auswihlen und n — z brauchbare auf (f:i : f) Weisen
aus den N — M brauchbaren. So ergibt sich (45.1).

s e 200,

I~

Durch Nachrechnen bestiitigt man

7 (}f) i (f—_:) ]

Wegen (88.8) mit p =M —1, k=x—1, g=N— M, r—k —n — 2 wird

damit o u N M 0 2 o
R CCIET- )4
s [4(3) - () - o o

45,7 Enthilt eine Packung von N = 100 Stiick genau M = 10 fehlerhafte
Stiicke, so betriigt die Wahrscheinlichkeit, daB unter n = 10 Stiicken kein
fehlerhaftes Stiiek ist,

10 = (5) (10)/(10) = 100 v = 33%-

Antwort 67%. Das Priifverfahren ist also unzuliinglich.

159 P = f(0) = (’.Of) (100 ; M)f;r(ioo) _ (100 — ;1?0{;;5‘;9-;.39{; (98 — M)
.-‘lf,.'N[%]| 0 [10|20|30|40i50|60'i|80

P(%] [100 | 73 | 51 (34 | 21 | 12 | 6 _1 38 |1
4511 N =90, n =5 M=% =1,2,...,5

P16 =(52)](3) = et
Antwort 1/18, 2/801, 1/11748, 1/511038, 1/43940268,
e i Dy
N® N2 N =1

=

i
!
|

46.1 npg =
vgl. (40.4) und (45.3).
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46.8 Schreibt man die Binomialkoeifizienten in (45.1) auvsfiihrlich, so sieht
man, daB f(z) = (:) AB/C mit
A=MM—1) (M — 2+ 1) = M5,
=(N—M)(N—-—M—1)---(N—M—ntzti)=(N-M"*
C=N(N-—1)-"-(N—n+1)> (N —n)
ist. (Fiir & = 0 bzw. nist 4 = 1 baw. B = 1 zu setzen.) Wie behauptet wurde,
gilt also

im0 Sees =GR C e

46.5 229;, 439, 209, 8% baw. 179, 50%, 30%, 3%, p =12, ¢* =0,72
baw. 0,56.
46.7 o = 3p. Die Niherung ist nur fiir kleine p brauchbar.

1 o0 o0
48.1 P*(c0) = 5— J eviau [ em"rRdv
s -0

14 [- R -] 1 28 o0
.y — (i e 2, —rie
== f f DUt ol dudu—ﬂ—f fs PI2 gy dr dep
—oo [
4 dw}oc_"'mrdr—-— 2.1 =1
s 2n

(% = reos @, v = rsin g, dudu = rdrdg).
48.8 Wir schreiben in (47.1) zunichst f statt o. Dann ist

g Ll 1
m:-}@iﬂ [ (@ —nye 2(#)@ (u:l_ﬁ_.u)
V_ J" gzuag-—w»ﬂd“ 1 V_ f ut a2 du
afl —eo
V2:= F (=) (—ue=v2) du
-
1 oo
=g [VT(—-BJ o~z Vﬁ il e—u2 du] = M.

48.6 P =P(c) — P(—¢) = 2\#[";] — 1=
49.5 P(9,07 < X < 10,03) = 45(0 03) q»(:i?-""‘-”—) = D(E:—s) — 999,
0,03/0 = 2,576 (aus Tafel 3b), ¢ = 0,012.

49.7 ¢ = 0,608. 49.9 16.
49.11 ¢ = 13,29, f§ ~ 1. § wiichst.

10
50.1 P — Z'; (10:0) 0,017 0,091000—=
L

~ofl0=10408) o (0=t1 =0
Va9 Y99
(exakt 0,583).
o ¢(3000 — 1500 4 0, o) (1578 — 1500 — 0,5 a) M
V780 V750

) = 0,564
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also sehr gering. Unsere Annahme diirfte deshalb falsch sein,

4040 — 2020 0,5 2048 — 2020.— 0,5
50.5 (=52 2020+ 05) 4, (2048 — 2020 0,5 ) =19,3%.
( V010 ) ( V1010 .
200 — 10 4 0,5 10 — 10 — 0,5
50.7 p(—— —_ T %0 — e e e R = 569,
V9,5 ) ( Vo5 ) %
T

52.1 Rechts stehen die Wal
F(by, by), mit der (X, ¥Y) in 4, B, 0 oder D liegt (d. h. irgendein
Wertepaar annimmt, das einem Punktin 4, B, ¢ oder D ent-
spricht),
Fa,, b)), mit der (X, ¥) in 4 oder liegt,
F(by, a,), mit der (X, ¥) in € oder D liegt, und
Fay, a;), mit der (X, ¥) in C liegt.
Wird der zweite und dritte Ausdruck von der Summe des ersten und vierten
abgezogen, so bleibt gerade die zu B gehérige Wahrscheinlichkeit ibrig, und
(52.2) ist bewiesen.

Y=b,

4 B

¥rew'a

Xe=a X=1

G e L
5 e 212120 — o — )1 ! i 4
54.1 0 fiir 2 < «, od = A,
b5 Pl e “r 1 oder y = a,
(@ —oq) (b—a)/k  fiir o= ap und y > a
mit,
xfﬁra,{xsﬁ, y fir oy <y < g,
& = und b =

By ft'i"“"""lﬁ:l Bz fir y > g,.

55,3 file) = (P — o) fiir & <x <y,

L) =1 — ) fir o, < ¥ < fla.

56.1 Aus (24.3) folgt

Ploy <X =b)Pla,< v = be) = [Fy (b)) — F,(a,)] [Fy(by) — Fy(ay)].
Rechts erhiilt man im Falle der Unabhingigkeit wegen (56.1) durch Ausmulti-
plizieren 4
L(by, by) — F(ay, b,) — by, az) + F(a,, a,)
und hieraus (56.3) wegen (52.3). Gilt umgekehrt (56.3) fiir jedes Paar der
genannten Ereignisse, so kénnen wir &y und a, gegen — oo streben lassen und
statt by bew. b, auch = baw., ¥ schreiben. Dann wird (56.3) mit (56.1) identisch.

= _N-—M N_M g _N— M L

56,8 £(0, 0y = TN N LG = NG e i (10))

RO =100 4100 =T _ o) 1o 10y 5 40,0,
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871 flzy) =1 in Q, F(z) = ff dedy = Fliche des Stiickes wvon
T+ ﬂ z
wunterhalb” der Geraden = 4y ==z, also F =0 fiir 2 = 0, F =242 fir
0<z=1 F=1—-24Y2—2)2fiir 1 <z<2 F=1 fiir z> 2. Differen-
tiation ergibt f=0 fiir z <0 oder 2> 2, f =z fiir 0 =z <1, f=2—2
fiir 1 <z <2,

578 F() = _r:f {(w, ) dz dy = J:f f1(a) faly) dz dy
Lo =y #
i [ [ h@ de dy.
—0 =%
Hieraus folgt (57.5a) durch Differentiation unter dem Integralzeichen.
58.1 Gy(t) = E(e9). Zu X, + - -+ + X, gehirt

LG(t) = E(efditotXn)) — Feth. .. ot¥n)

= B(e™)... Ben) = @, () -G, ().
688 & =X, 4+ -+ + X,, X; = Anzahl der roten Kugeln beim j-ten Zug,
E(X;) = vl(r - 8), Antwort nr/(r + 5).

oo 00

oo
60.1 I'(x + 1) =1§[ e idle= —-c"t"“ + & f et 1dt = 0 + o I'(x)
0

611 p =-— ____6,’ a2 =2
2r|,|'31 ( )
n
ale+2yz 2 21‘(? A ;)
i f ey iy 2R

wor )’ )
62.1 o --.-u"(" 2 )J ra:rP( ) - mit

n-1 3 .1 1

= = -2 -
=2Ufzz(i+g) R d'z_ws*fr'e (1 —2dt
2r(5 - ‘)f'(%)
L }—.(E ;1) o
Hierbei ist 1 + z_s = -1-'« .80 wird
emn (e Y@ o))
iG=G UGt
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64.1
| s|a.5|4]4.u|las|n.5[s
- 3 s |65 1 o O ’ 1
o) 6 | 3% 3 | 3 | 3 | 3 | 3 | 36 | 35
1 )
648 8§ = AT 2 lX — ) — (X — e
b e Sl i
T i e s e e
1 % =
T X — e — ;%—i- (X — )2,

denn aus (64.2) folgt = (X — ) =n(X — ). So wird

ey 7112 A UL METC SEN

BBt 2 W R
Sams () e,
denn X hat wegen Satz 59.1 und (34.4) die Varianz o%/n,

66.1 7 ~ 50em, # ~ 2om.

668 * ~ 165¢cm, & ~ 6om.

68.1 | = 1/(b — a)» wird am griiten, wenn b — g s0 klein wie méglich ist,
also fiir @ = kleinster Stichprobenwert, b — gribter Stichprobenwert,

65.8 Setzen wir die Inverse u — ¥(®) von @(u) in die Likelihood-Funktion
U{u) ein, =0 erhalten wir L (). Da I sein Maximum fiir o — % hat, so muB
fiir das @ = @, das I sum Maximum macht, & = p(@) gelten. Hieraus folgt
F = pli). |

6.1 5+ 1,86, 5 L 0,188, |

698 a = 2,576 - 24115 = 0,41.

69.5 22,576 - 3/)/n = 0,2, n ~ 6000,

70.3 KONF {4,48 = = 5,75},

70.5 Bei festem y, ¢ und n wird {e; + ey) a;]/;& am kleinsten, wenn c + ¢,
am kleinsten ist. Letztercs gilt wegen (70.8) fiir e =c,.

71.1 Normalverteilung mis # =8, —4 bzw. 0 und o* = 100, 25 bz, 225.

71.3 Das Gewicht Z = X + ¥ der Packungen ist gemiB Satz 71.1 normal-
verteilt mit 4 = 105 g und o* — 1,25 g% Antwort P(104 < % = 108) = 839

715 X, — X, ist normalverteilt mit g = pu, — 1 und o* = 0,2, Also wird

- 0 — (g, — 1) 1 Hy — 1
P& =X =0 =g "W N 1 g 3,090, — 2,38,
(X, 1= 0) ( Vo2 ) 000 Vo, M
2.1 KON (0,726 < u < 0,751).
728 o/)/n = 0,715, = — 4,37, 5§ — 0,157, KONF (4,25 < pu = 4,49},
725 ¢f|/n = 0,198, 2 = 165,05, s — 5,558 (vgl. Beispiel 10.2),
KONF {163,8 < u < 166,3).

27 0 = 1,98, & — 0,445, 5 = 0,035, KONF {0,438 = # = 0,453},
729 n = 8.
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741 o = 0,41, ¢; = 16,7, KONF {0,00004 < o = 0,00187}.
748 ¢, — (/258 — 2.58)%2 = 88,79, c, = 170,87,
KONF {1,42 < ¢* < 2,75},

745 (n— 1) s* = 0,01301, KONF {0,0005 < o® < 0,0076}.

74.7 (n— 1) * = 3396,75, KONF {244 = o® < 51,1}.

75.1 KONF {0,507 < p = 0,516}. Der Wiirfel war also oifenbar nicht vollig
regelmiifig.

75.8 KONF {0,491 = p < 0,523}, KONF {0,402 = p = 0,511},

KONF {0,404 < p =< 0,507}.

76.1 £ = 1502,7, & = 41665, KONF {1479 = p =< 1526},
KONF {35766 = o = 49333}.

76.8 £ = 154,1, s* = 353,2, KONF {151,7 < ;. < 156,5}.
KONT {298 < o® < 426).

76,5 2 = 4,197, 5* = 0,0024, KONF {418 = u = 4,21},
KONF {0,0018 < o* < 0,0033}.

77.1 Hypothese p = 0,5, Alternative p > 0,5, p = Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses ,,Kopf** beim einzelnen Wurf. Uberlegung wie im Text: Ist die
Hypothese richtig, so ist X (= Anzahl der , Kopfe" bei 4040 Wiirfen) an-
nithernd normalverteilt mit ¢ = np = 2020 und ¢* = npg = 1010, g =1 — p.
Im Text stand P(X = ¢) = 0,05, weil die Alternativwerte kleiner als das
hypothetische p waren. Nun ergibt sich ¢ aus P(X = ¢) = 0,05 [also
P(X = ¢) =1 — 0,05 = 0,95], weil die Alternativwerte grofler als das hypo-
thetische p sind. So wird

P(ch)mé(" ¢ — 2020

e = 1,645,
Y1010
e = 2020 + 52,28 ~ 2072 > 2048.

Die Hypothese wird angenommen.
77.8 ¢ = 6090 > 6019, ¢ = 12127 > 12012. Hypothese angenommen.
79.1 Alternative u > 20, ¢t = V‘lﬂ{ﬂ‘l.‘l — 20)/0,738 = 4,71 > ¢ = 1,83
(x = 59%), Hypothese verworfen.
798 t = L/-IF(I,H}ZS— 1,200)/0,038 = —0,58 > ¢ = —1,83 (ax = 59%),
Hypothese angenommen.
79.6 Alternative u > 0, t = VT (0,286 — 0)/4,31 = 0,18 < ¢ = 1,94
{x = 5%), Hypothese angenommen.
.7 n=16, =075, =287 t=1,77<c =218 [x = 5%, Alter-
native w0, ¢ aus P(—e¢ = T = ¢) =1 — ], Hypothese angenommen.
81.1 z = 376,3, § = 335,3, 5,* = 1009,3, 2,* = 869,3, t, = 1,64 < ¢ = 2,13
(x = 5%, 4 Freiheitsgrade), Hypothese angenommen (Alternative p; > p,).
51.3 Hypothese p, = u,, Alternative p, 5= u,, % = 106,22, § = 106,34,
8% = 0,717, 8,* = 0,243, #, = — 0,27 liegt zwischen ¢; = — 2,31 und ¢, = 2,31
(e = 5%, 8 Freiheitsgrade), Hypothese angenommen,
81.5 2. Art: T =260, s®="796,4. 1.Art: § =236, &2 =6071.
ty =19 = ¢ =175 (x = 5%), Hypothese verworfen. Wir nehmen also an,
dal die 2. Art-des Lesens besser ist.
81.7 2 = 10,84, §=10,02, 2 =639, 22 =652 # =023 <¢c=1,73
(& = 59%), Hypothese angenommen.




394 ANIANG 2. AUFoABENLOSUNGEN

81.9 Nein.

88.1 v, = 679/254 — 2,67. Wir withlen o — 5% Tafel 9a enthilt keinen
Wert fiir (11, 5) Freiheitsgrade. Dieser Wert, ist aber sicher groBer als vy, Wie
ein Blick auf die in der Tafel benachbarten Werte zeigt. Wir nehmen also die
Hypothese an, daB kein Unterschied zwischen den Varianzen besteht.

83.8 vy =24 — ¢ — 318 [x =59, (9, 9) Freiheitsgrade .

885 F = 219, § = 183, 8, = 111, 5,2 — 133, = 6,8 > ¢ = 1,75 (x = 5).
Antwort: Ja. o

83.7 vy = 13,61/2,36 — 577 = e = 3,70, Antwort: Ja,.

851 n =100, K — 6, e = 1006, by =16, |b, — el = 23 usw.,
%' = 1,28 < ¢ = 11,07 (* = 5%). Die Hypothese wird angenommen.

853 a = 32mal, denn es ist

2= lle — 250 4 (50 _ g 25)2] = ¢ = 3,84
fiir @ = 32 (oder natiirlich auch fiir o < 18),
86,5 e, = 78700, Zot = 2000 = ¢ = 19,68 (x =59%, 11 Freiheitsgrade).
85.7 Fiir die Theorie, denn es ist
Bt =047 < ¢ — 7,81 (¢ = 593,
85.89 n = 200, 7 — 122/200 = 0,61, flx) = e~ 0010 gyzi

2 |0 |5t | 2 |3 und mehr
b,_f 100 | e | 23 et
& 1 10867 | 66,20 | 2092 | 4r7a

=03 <c =59 e =59, 2 Freiheitsgrade). Die Hypothese, daf die
Grundgesamtheit nach Potsson verteilt ist, wird angenommen.

S3.11 p = /8 = 0,5147, ¢, — 165, ez = 1402, ¢, — 5203, ¢ — 11035,
¢ = 14628, ¢ = 12410, ¢, = 6580, ¢, — 1094, % =264, 7,2 = 92 ~ ¢ — 14,07
{x=5%, 7 Freiheitsgrade), Hypothese verworfen. Offenbar ist also das zu-
grunde gelegte Modell otwas zy einfach. GroBe Abweichungen treten an den
Enden auf (nur zum Teil durch die Neigung zur Gleichgeschlechtlichkeit be
Zwillingsgeburten erklirbar) und in der Mitte,

871 n = 100, 7 — 1,944, 5= 0,053, a — 0,072 = ¢ = 0,134 (> = 59%),
Hypothese angenommen.

878 1 =247, 2 =1541, 6 =1870, o= 014~ 1,36/)/247 = 0,00,
Hypothese verworfen. Das Ergebnis jst typisch: Auch andere (umfangreichere)
Stichproben haben eine starke Schiefe.

Sidimemt a0ty % ido0nl S Gl ) = e 1,36/)/201 = 0,08
(x = 5%), Hypothese verworfen.

891 n =8, r—3 my =2, gy = 0,028, 9= 0471, v, = 0,09 < ¢ — 955
(x = 59%). Antwort: Zufallsbedingt,

898 n =275 =9r=3 2 — o599, Fa = 265,8, 7, — 246,3, ¢, — 8696,
e = 15260, v, = 0,68 < ¢ — 3,40 (a2 = 52). Die Hypothese, daB zwischen den
Standorten kein Unterschied besteht, wird also angenommen.

895 n =12, = 3. n; =4, g, = 0,605, g, = 4,70, v, = 0,48 < ¢ — 4,26
(= = 59%). Die Hypothese, daf das Pilanzdatum den Ertrag nicht beeinflult,
wird angenommen,
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89.7 n =30, r =3, q, = 9,89, ¢, = 36,3, v, = 3,68 > ¢ = 3,35 (x = 5%).
Antwort: Ja,

899 n =12, r=38, q =5 ¢;=29, v,=078 <c =426 (x=5%).
Antwort : Nein.

98.1 Zusitzlich zu der Rechnung in Aufgabe 89.3 sind nur die Spalten-
summen und daraus ein neues ¢, = 12051 sowie g3 = ¢ — q, — ¢, = 3209 zu
berechnen. Dann folgt v, = 2,17 < ¢; = 3,63 [« = 5%, (2, 16) Freiheitsgrade],
vy = 7,61 = ¢y = 2,59 [(8, 16) Freiheitsgrade]. Demgemill wird angen
dall zwischen den Zeilen (= Standplitzen) kein signifikanter Unterschied
besteht, wohl aber zwischen den Spalten (= den 8 Teilnehmern).

98.8 g, = 0.0188, g, = 0,0991, g, = 0,0238, v; = 1,58 < ¢, = 6,94 [x =5%,
(2, 4) Freiheitsgrade], v, = 8,31 > ¢, = 6,94 [(2, 4) Freiheitsgrade]. Dem-
gemiB wird angenommen, daB die Gewichte keinen signifikanten Einflul haben,
wohl aber die Bewegungsarten.

98,5 q, = 565, g, = 259, gy =031, v = 24,28 > ¢, = 4,46 [x = 5%,
(2, 8) Freiheitsgrade], v, = 5,56 > ¢, = 3,84 [(4, 8) Freiheitsgrade]. Also wird
angenommen, dafl hinsichtlich des Ertrages zwischen den Sorten und auch
zwischen den Orten ein signifikanter Unterschied besteht.

98.7 ¢, = 2,72, g, = 109,23, g, = 0,20, v, = 13,4 < ¢, = 19,0 [ = 5%,
(2, 2) Freiheitsgrade], v, = 1074,4 > ¢, = 18,5 [(1, 2) Freiheitsgrade]. Also
wird angenommen, dall zwischen den Gruppen kein signifikanter Unterschied
besteht, wohl aber zwischen den beiden Methoden.

9Bl (n—1) gy = X (&, — &) (yy — ) = X erfey* — &%) calyy® — 7%)
=0y 03 8"

95.8 y — 281,16 = 1,93 (x — 50).

95.5 y — 40,9 = — 0,17 (x — 47,5).

95.7 y — 14,0 = 0,84 (z — 20,5).

95.9 y — 21,8 = 1,07(z= — 9.8).

97.1 :h'—dffzfx-ry)sizdy:lg Hy =

&l

11
oyt = Of dr (2 — py)? (x + y) dedy = 144

151
oxy = [ f(x—w:,) — ) &+ 9) dudy = — o1
a

P iia)

9.8 oxy =0, ¥ =p, = 1/3.
98.1 » = 959%, ¢ = 3,18, #® = 20500, 5 = 382520, b =43, a =973,
=02 KONF{41 < § < 4,5}.
988 y = 0,95 ¢ =210, &®*=1774, &2 =608, b =539, a =1748,
1 = 1,13, KONF {4,26 < f§ < 6,52}.
99.1 » =95%, c¢=237, &®=0,037, £?=11,25, b =12,07, a =47,
y =12,07x — 8,01, I = 6,14,
1, (& — 318
3 = s e i e
ht = ry -+ Z

i
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9.8 3 =959, ¢ — 2,81, 82 = 4,0, 8 =24 1= 0,55, a = 8,4,
¥ =055z + 17,7, | — 2,45,

1, (= — 50,4
S me

1001 a* =59, o — 1,86, 5° = 9,6, ¢, — 140, b =35, ¢, — 6,34 > ¢,
Hypothese verworfen.

1003 a* = 59, ¢ — 8,31, a8t =1, 8" = (3 + p%/3, b= 1, a =2p¥3,
t=V/3]Ipl, also t, = 6 fizr l2] = V/8Je = 0,27, t, < o fiie lpl > 0,27. Sobald
demnach die Punkte hinreichend stark streuen, wird die Hypothese 8 =10
angenommen, obwohl b relativ grof ist.

1021 g =4, ¢, — 2, =2 v,=2<c=185 (x = 5%), Hypothese
angenommen.

1028 n =10, g = 40,1, g, — 14,9, 9 =252, v, = 4,73 < c — 5,32
(x = 5%), Hypothese angenommen, ;

102.5 n =10, ¢ = 1259, ¢, = 1050, ¢, — 209, v = 40,25 > ¢ — 5,32
(& = 59%), Hypothese verworfen,

", ng
108.1 ,zj (W = n0* = 3 (5 — 1) + (v — g2
A =

i ny
= el — ) + )_.}; By — 72 + 25, — ) ;T‘l (W — 7).

Die letate Summe ist null [vel. (103.1)]. Summation iiber ; von 1 bis r ergibt
(103.4).

1088 n =10, r = 5, 9= 31,8, ¢, = 9,8, 2 = 22,0, v, =075 < ¢ — 5,41
(% = 5%), Hypothese angenommen,.

1085 n =12, r — g, g = 9697, 5, = 0623, 7: = T4, v, =186 > ¢ = 4,53
( = 5%), Hypothese verworfen.

1041 y = 0,5 + 1,522,

104.8 y = 6642 + 762,32 — 156,122,

1061 y = 29,12 — 0,172 + 0,0002822, 1 = 2,66, g, = 0,12,
Yo =32>¢=337 [x = 5%, (B, 9) Freihei grade], Hypoth verworfen.

105.83 Man berechne Yu* = In gy, dann die Regressionsgerade

¥*— 2,59 = — 0,007 (x — 116,7)
der (x,, y,;*)-Werte und schlieBlich
Yy = eV = 300,007z,

106.1 —0,028. 106.3 0,98, 106.5 0,55. 106.7 0,5.

107.8 my, = my, = 712 — 0,58, iy * = Mige* = 11/144 = 0,078,
my* = —1/14d = — 0,008, p — — 1/11 = 0,001,

107.5 myg = my, — 1/3, :’n“" = g™ = 1/18, my * = g, o =0.

O3t oxr =B(X — ] (¥ — ) = B0, X* [o0,X* 4 1 —gs
B(X*) =1, B(X*¥%) = B(X% E(Y*) = 0, also oxy =0, 00,
oxy/oy oy = g, vgl. (107.4),

108.8 45°.

108.5 Ellipsen mit Hauptachsen parallel zu den Koordinatenachsen,

108.7 Man benutze (19.1).

oy Y"]) G
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109.1 ¢ =2,576, r=0,47, z,=0,61, a=1,82, KONF {—0,87 =p=0,99}.

109.8 ¢=2,576, r = 0,128, 2, =0,120, a = 0,974, KONF {— 0,60 =p =< 0,81}.

109.5 ¢ =2,576, r=0,66, z,=0,79, a=0,13, KONF {0,68 < ¢ =< 0,73}.

110.1 Ist b = 0, so ist 8,, = 0, also b* = 0, und die Geraden stehen aufein-
ander senkrecht. Ist b 4= 0, so folgt aus (110.6) sofort = — & = (1/b) (y — 7).
Dies stimmt genau dann mit (110.8) iiberein, wenn b* = 1/b, also bb* = 1 ist.
GemiiB (110.10) ist dann r* = 1. Hieraus folgt die zu beweisende Aussage (vgl.
Abschn. 106),

110.8 y = 0,6z + 0,2, = = 1,5y, r = 0,95.

1105 y =04, z =1,8, r=0.

111.1 2434,46 + 4,39, & = 3,29.

111.8 80,02 + 0,13, & = 0,10.

1116 KONF {0.8 < ¢* = 6,0}.

112.1 X, hat die Dichte

filay) = __V__._ i + (g)ﬂ 4
T

Man bilde I gemiB (67. 1}. dann In /. Dann setze man
élnl
o
gleich null. Auflésung nach u ergibt die Abschitzung
;l'___ Gy &y + - _+Cuxn

,. lon (= — &) + - + ca (2 — @)}

6+ -+ oy
Wegen (112.3) sind dle o umgekehrb pmport.mnal zu den Varianzen. Wir kon-
nen also ¢; = g, setzen. Dann wird i = 2%
¢ 1 P 5 m%
112.8 PR P P EE
(a) = e + @ + % + +_z..) +m+ Crare
wegen & + -+ #, =nxund ¥, + - + 7, =mz.
-— = 1 - -~

(b) X bzw. X = ;{Xl + -+ + X ) hat wegen Satz 59.8 und Formel

(34.4) die Varianz

o¥/n bew. o*fm. Also hat X* = g, X + g, X wegen (34.4) und Satz 59.1 die

Varianz ] )
(5 ge™
o = (84 &) s,
Man setze g, = 1 — g, ein und 80*¥/dg, gleich null.
112.5 73°2'8".
1181 F = ab = 12000 4 17 [em?].
118.8 45 + 0,012 [m].
118.6 ¢ = 8,014 + 0,038 [g/em?].
118.7 m = Ja* m;? + b m,?.
114.1 y — 1,76 = 0,04 (z — 55).
114.8 y — 0,038 = 0,0088 (x — 6).
114.6 4by + 26, + Bb, = 4
2b, + 6b, + Bby = 4
6b, -+ 8b, + 185, = 10.
¥=103— 041z + 0,522,
115.1 Hypothese u = 0, Alternative u > 0, % = 0,83, ¢ = }/10 - 0,83/0,82
=321 > ¢ = 1,83 (a = 5%, 9 Freiheitsgrade, Tafel 8), Hypothese verworfen
(auch bei « = 19).
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115.3 Hypothese x = 0, Alternative g > 0, & — 1,58,  — J/10 - 1,68/1,23
=406 > ¢ =183 (x = 59%), Hypothese verworfen.

1155 n =8, P(X 2 7) =1—P(X < 6) = 1 — 0,9648 = 3,59
(siche Tafel 1d), Hypothese, daf kein Unterschied besteht, bei Wahl der Sig-
nifikanzzahl & = 59 verworfen.

116.8 n = 7. Hypothese: Kein Trend. Alternative: Negativer Trend. 5,6
und 5,4 stehen vor 6,0 (also 2 Fehlordnungen). Im tbrigen sind die Werte fal-
lend angeordnet. P(T < 2) = 0,5%, (s. Tafel 10a), und die Hypothese wird ver-
worfen.

116.5 Hypothese: Kein Trend. Alternative: Positiver Trend. P(T < 10)
= 1,4% (s. Tafel 10a), Hypothese verworfen (Signifikanzzahl 59;,).

171 n =20, M*—84, m =90, v—4 < ¢ =6 (x = 5%), Hypothese,
daB die Reihenfolge zufillig ist, verworien.

119.8 n = 20, M = 35, m =10, » =10 > ¢ =6 (x = 5%), Hypothese,
daB die Reihenfolge zufallig ist, angenommen.

118.1 n =17, m = 6, uy, = 8, Hypothese, daB die Grundgesamtheit den
Mittelwert O besitzt, angenommen (s. Tafel 10¢).

119.1 2 = {1, 2}, 4 = {1, 2}, wobei { — Wahl einer ungeraden Zahl und
2 = Wahl einer geraden Zahl bedeutet, .

[6,=10,=2
a =1 [ —1 2
a, =2 PR

119.8 9 Entscheidungsfunktionen. 5 davon sind sinnlos, denn & = 0 macht
= 2 unméglich, usw. Die anderen 4 sind in Aufgabe 119.4 angegeben.

9.7 R(0, dy) = 0, 0,25, 1; (8, d;) = 0, 0,5, 0; R(6,dy) — 1, 0, 1;
R(6,d;) = 1, 0,25, 0.

120.1 0,5.

120.8 R, dy) = 12 4 (1 — )2, & = 0,5,

1206 R(u,d) = (k2 4 -« 4 k2ot by =0 = ky = 1/n.
123.1 d,.

128.8 d, ist besser als d,.

128.5 Es gobe einc vollstindige Klasse, die d nicht enthéilt. Dann enthilt
diese Klasse ein o*, das besser als d ist, im Widerspruch zu der vorausgesetzten
Zulissigkeit.

1287 k = 5/8, R, =1/8. Maximales Risiko R(f,,d;) =2 — 3k fiir
k= 5/8 und R(0,,d;) = —3 + 5k fir k= 5/8.

128.9 d,.

124.1 (a) d,, (b) dy, (c) d.

124.56 & beliebig; (g, dy) — 1/8, dies ist der Wert von R0, dy) und R(0,,
dy) im Falle der Minimax-Entscheidungsfunktion.

12411 d, fiir 0= g, = 1/3;d, fibr 1/3< ¢, = 1/2.

12418 d, fir 0= g, = 0,654, fir 0,6 < g, < 0,75,

124.15 Die Bayes-Entscheidungstunktion entspricht den Werten
152 Le—g

Gg = 2“‘_*_—9,1- Gy = 3—q,
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ENGLISCHE FACHAUSDRUCKE

Deutsch—Englisch

Anhang 4

A
Abbrechen (einer Erhebung) Cut-off
Abhingig Dependent
Abhiingigkeit, Dependence
Ablehnen Reject
Ablehnungsbereich Rejection region
Abnahmepriifung Acceptance inspection
Absolute Hiiufigkeit Absolute frequency
Absolute Klassenhiiufighkeit Absolute class frequency
Abweichung Deviation
Additi der Wahrscheinlichkeit Th of total probability, addition
rule
Alternative Alternative, alternative hypothesis
Alternativhypothese Alternative, alternative hypothesis
Annahmebereich Acceptance region
Annehmen Accept
Anordnungsstatistik Order statistics
Anpassung, beste Best fit
Anzahl in einer Klasse Absolute class frequeney, absolute cell
frequency
Arithmetischer Mittelwert Arithmetic mean
Asymmetrie Dissymmetry
Aufspaltung Decomposition
Ausfithrung eines Experimentes Experimentation
AusschuBanteil Fraction defective
AusschuBzahl, zulissige Tolerance number of defects
Auswahleinheit Sampling unit
Auswahlverfahren, syst 1 Syst tie sampling
Autokorrelation Autocorrelation
Autoregression Autoregression
B
Balkendiagramm, Stabdiagramm Bar chart
Bedingte Wahrscheinlichkeit Conditional probability
Behandlung Treatment




Anmaxag 4. Exonisone FACHAUSDRUCKE

Belegungsproblem
Beobachtung
Beobachtungsfehler
Beobachtungsmaterial
Bereich
BerNOULLI-Experiment
BerNoULLI-Verteilung

Besetzungsproblem
Beta-Verteilung
Bevolkerung
Binomialverteilung

Block
Borer-Menge

Caveny-Verteilung
Charakteristische Funktion
Chi-Quadrat-Test
Chi-Quadrat-Verteilung

Daten

Dezil

Dichte

Diskrete Verteilung
Diskriminanzanalyse
Dosis

Durchschnitt

Eigenkorrelation
Eigenregression
Einander ausschlieBende Ereignisse

Eindimensionale Verteil

Einfacher Stichprobenplan
Einfach-Klassifikation
Eingipflig

Einteilung in Schichten
Endliche Gesamtheit
Entgegengesetztes Ereignis
Entscheidung
Entscheidungsiunktion
Ereignis

20 Kreyszlg, Mathoden

401

Oceupancy problem

Observation

Error of observation

Data

Region

BerwoULLI trial

BervovLLt distribution, binomial
distribution

Occupaney problem

Beta distribution

Population

Binomial distribution, BERNOULLI
distribution

Block

BoreL set

c

Caveny distribution
Characteristic function
Chi-square test
Chi-square distribution

D

Data

Decile .

Density

Diserete distribution
Discriminant analysis
Dose

Arithmetic mean, mean

Autocorrelation

Autoregression

Mutually exclusive events,
incompatible events

One-dimensional distribution,
univariate distribution

Single-sampling plan

One-way classification

Unimodal

Stratification

Finite population

Complementary event

Decision

Decision function

Event
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Erfolg
Erfolgswahrscheinlichkeit
Erhebung

Erwartung
Erwartungstreu
Erwartungswert
Erzeuger-Risiko
Experiment

Exzel}

Faktorenanalyse
Faltung

Fast sicher
Fehler

Fehler 1. Art
Fehler 2. Art
Fragebogen
Freiheitsgrade
Frequenzfunktion
Frequenziunktion der Stichprobe
F-Verteilung

Gavss-Verteilung

Geburtenziffer
Gegenhypothese
Geometrische Verteilung
Gerechtes Spiel
Gesamtheit

Gesetz der grolen Zahlen
Gewicht

Gewogenes Mittel
Gitterplan

Gleichirmige Verteilung
Gleichverteilung
Glockenkurve
Grenzverteilung
Grenzwertsatz
Grundgesamtheit

Gruppe

Gruppierung

Giite der Anpassung
Giitefunktion
Giiteliberwachung, statistiscl

Suceess

Probability of success
Census, inquiry, survey
Expectation

Unbiased

Expectation, expected value
Producer’s risk

Experiment

Excess

Factor analysis

Convolution

Almost certain

Error

Type I error

Type I error

Questionnaire

Degrees of freedom

Frequency function

Sample frequency function

F-distribution, variance-ratio
distribution

Normal distribution, Gavss
distribution

Birth rate

Alternative, alternative hypothesis

Geometrie distribution

Fair game

Population

Law of large numbers

Weight

Weighted average

Lattice design

Uniform distribution

Uniform distribution

Bell-shaped curve

Asymptotie distribution

Limit theorem

FPopulation, parent population,
universe

Group

Grouping

Goodness of fit

Power function

Quality control, statistical
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H
Hiiufigheit Frequency
Haufigkeitsfunktion Frequency function
Hanhgkeltapolygm Frequency polygon
Hiufigkeitstabelle Frequency table

Hiufigkeitsverteilung

Hiufigkeitsverteilung einer Stich-
probe

Hiufigster Wert

Herstellerrisiko

Herstellungslos

Herstellungsposten

Histogramm

Hypergeometrische Verteilung

Hypothese

Intervallschiatzung
Iterationen

Klasse

Klasseneinteilung
Klassenhiiufigkeit
Klassenintervall
Klassenmitte
Klassifizierung

Klumpen
Komplementiires Ereignis
Konfidenzbereich
Konfidenzgrenzen
Konfidenzgiirtel
Konfidenzintervall
Kon[ldenmh]

K Schiitzfunktion
HKonsumentenrisiko
Kontrolle

Kontrollkarte
Korrelation
Korrelationskeeffizient
Korrelierte Variable
Kovarianz
Kovarianzanalyse
Kreisdiagramm
Kumulante

Kurven gleicher Wahrscheinlichl

2+

Frequency distribution
Sample distribution

Mode
Producer’s risk
Lot

Lot

Histogram

' Hypergeometric distribution

Hypothesis

Interval estimation
Runs

Class

Grouping

Class frequency, cell frequency
Class interval, cell

Class midpoint, class mark
Grouping

Cluster

Complementary event
Confidence region, confidence belt
Confidence limits
Confidence belt
Confidence interval
Confidence coefficient
Consistent estimator
Consumer’s risk

Control

Control chart

Correlation

Correlation coefficient
Correlated variables
Covariance

Analysis of covariance

Pie chart

Cumulant

Equiprobability curves
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Langiristiger Trend
Larracescher Grenzwertsatz
Lateinisehes Quadrat
Lieferposten
Likelihood-Funktion
Likelihoud-Gleichung
Likelihood-Quotiententest,
Lineare Korrelation

Lineare Regression

Linearer Trend
Logarithmische Normalverteilung

Macht,

Malzahl

Mafzahl der Stichprobe

Mathematische Erwartung

Maximum-Likelihood-Methode

Medianwert

Mehrdimensional

Mehrstufen-Stichprobenverfahren

MeBfehler

Methode der kleinsten Quadrate

Methode der maximalen Mut-
maBlichkeit,

MiBerfolg

Mittel

Mittelwert

Mittlerer Fehler

Modalwert

Moment

Momentenmethode

Momenterzeugende Funktion

Multinomialverteilung

Multiplikationssatz

Mutmallichkeit
Mutungsgrenzen

Nebenbedingung
Negative Korrelation
Negative Schiefe
Neuerkrankungszifier
Nichtbeantwortung
Nicht erwartungstren

L

Secular trend

Limit theorem of Larrace
Latin square

Lot

Likelihood function
Likelihood equation
Likelihood ratio test
Linear correlation
Linear regression
Linear trend
Log-normal distribution

Power

Statistic

Sample statistic
Mathematical expectation
Maximum likelihood method
Median

Multivariate

Multi-stage sampling

Error of observation
Method of least squares
Maximum likelihood method

Failure

Mean, average

Mean, mean value
Standard error

Mode

Moment

Method of moments
Moment generating function
Multinomial distribution

Theorem of compound probability,

multiplication rule
Likelihood
Confidence limits

Constraint

Inverse correlation
Negative skewness
Attack rate
Non-response
Biased
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Nichtlineare Korrelation
Nichtparametrische Methoden
Normalgleichungen
Normalverteilung

Normalverteilung, mehrdimensionale

Normalvertei 1

nle

g,
Nullhypothese

0C-Kurve
Operations-Charakteristik
Orthogonale Regression

Parameter

Parameterfrei

Parzelle

Periode

Permutation

Planung des Experimentes
Poisson-Verteilung
Positive Korrelation
Positive Schiefe

Posten

Prinzip der kleinsten Quadrate
Probeerhebung

Produkt von Ereignissen
Produzentenrisiko
Provisorisches Mittel
Prozeld

Priifverfahren
Punktdiagramm
Punktschiitzung

Qualititskontrolle
Quartil

Randverteilung
Rangkorrelation
Reaktion
Rechteckverteilung
Regression
Regressionskoeffizient
Relative Haufigkeit

Curvilinear correlation

Nonparametric methods

Normal equations

Normal distribution, Gavss
distribution

Multivariate normal distribution

Bivariate normal distribution

Null hypothesis

0

0C curve
Operating characteristic
Orthogonal regression

P

Parameter
Nonparametrie

Plot.

Cyele, period
Permutation

Design of experiment
Porsson distribution
Direct correlation
Positive skewness

Lot

Prineiple of least squares
Exploratory survey, pilot survey
Product of events
Producer’s risk

Assumed mean

Process

Test (of significance)
Dot frequeney diagram
Point estimation

Q

Quality control
Quartile

R

Marginal distribution

Rank correlation

Response

Uniform distribution

Regression

Regression eoefficient

Relative frequency, frequency ratio
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Relative Klassenhiufigkeit
Relative Summenhiiufigkeit
Risiko 1. Art (2. Art)
Riickweisungsbereich

Saisonschwankung

Schiitzfehler

Sehitzfunktion

Schi g der P t

Schiitzwert

Schicht,

Schichtung

Schiefe

Schlu von der Stichprobe auf die
Grundgesamtheit

Schwankung

Sequenzanalyse

Sicheres Ereignis

Sich gegenseitig ausschliefende Ereig-
nisse

Signifikanzzahl

Spalten

Spannweite

Spieltheorie

Stabdiagramm

Staffelbild

Standardabweichung

Statistik

Statistische MaBzahl

Statistischer Fehler

Statistisches Material

Sterbetafel

Sterbeziffer

Stetige Verteilung

Stichprobe

Stichprobenentnahme

Stichprobenumfang

Stichprobenverteilung

Stichprobenwerte

Stochastische Abhiingigkei

Stochastische Unabhingigkei

Stachastische Konvergenz

Stochastische Variable

Streuung
Streuungszerlegung
Strichliste

Exausone Facnavsonitokr

Relative class frequency
Cumulative relative frequency
Risk of Type I (of Type 1I)
Rejection region

8
Seasonal variation

Error of estimation
Estimator
Estimation of

Estimate

Stratum

Stratification
Skewness, asymmetry
Statistical inference

Variation

Sequential analysis

Certain event

Mutually exclusive events,
incompatible events

Significance level

Columns

Range

Theory of games

Bar chart, bar diagram

Histogram

Standard deviation

Statistics

Statistic

Statistical error

Data

Life table

Death rate

Continuous distribution

Sample

Sampling

Sample size

Sample distribution

Sample values

Stochastie dependence

Stochastic independence

Convergence in probability

Random wvariable, variate, stochastic
variable

(siche Abschnitt 8)

Analysis of variance

Tally chart
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StunexTsche Verteilung
Summe von Ereignissen
Summenhéufigkeit

g ccohe Verteil
Symmn Ver

Systematischer Fehler

Tabelle

Test
Toleranzgrenzen
Tortendiagramm
Trend
Treppendiagramm
t-Verteilung

Uberwachung

Umfang einer Stichprobe
Unabhiingige Ereignisse
Unabhingigkeit

Unendliche Grundgesamtheit
Unkorreliert

Unmégliches Ereignis
Untersuchungseinheit, kleinste
Unvollstindig

Urne

Varianz
Varianzanalyse
Verbraucherrisike
Verlanfsrichtung
Verschlisselung
Versuch
Versuchsfehler
Verteilung
Verteilungsiunktion

Verteilungsunabhiingige Veriahren

Vertrauensbereich

Verwerfen
Verwerfungsbereich
Vierfeldertafel
Voraussage

Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeitsdichte

STUDENT's {-distribution

Sum of events

Cumulative frequency
Symmetric distribution
Systematic error, procedural bias

Table

Test

Tolerance limits
Pie chart

Trend
Histogram
t-distribution

Control

Size of a sample
Independent events
Independence
Infinite population
Uneorrelated
Impossible event
Elementary unit
Incomplete

Urn

Variance

Analysis of variance

Consumer’s risk

Trend

Coding (vgl. Abschnitt 9)

Trial, experiment

Experimental error

Distribution

(siche Abschnitt 24)

Nonparametric methods

Confidence region, confidence inter-
val, confidence belt

Reject

Critical region

Fourfold table

Prediction

w

Probability
Probability density funection
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Wahrscheinlichkeitsfunktion
Wahrscheinlichkeitsmasse
Wahrscheinlichkeitsnetz
Wahrseheinlichkeitspapier
Wahrscheinlichkei o
Wartezeitproblem
Wirksamkeit

Zeilen

Zentraler Grenzwertsatz
Zentrales Moment,
Zentralwert

Ziehen mit {ohne) Zuriicklegen
Zufilliger Fehler
Zufallsbeobachtung
Zufallsereignis
Zufallsexperiment,
Zufallsproze3
Zufallsvariable

Zusammengesetztes Stabdiagramm
50

Z ionale Verteil

B

Zweifache Einteilung

Annane 4. Bxousons FAcHAusorioke

Probability function
Probability mass
Probability paper
Probability paper
Probability distribution
Congestion problem
Efficiency

=

Rows

Central limit theorem

Central moment

Median

Drawing with (without) replacement

Statistical error, random error

Random observation

Random event

Random experiment,

Random process

Random wvariable, stochastic variable,
variate

Component bar chart

Bivariate distribution, joint
distribution

Two-way classification

Englisch — Deutseh

Absolute cell frequency
Abzol class freq v
Absolute error
Absolute frequency
Accept

Acceptance inspection
Addition rule

Aleatory variable
Alternative

Alternative hypothesis
Analysis of covariance
Analysis of variance
Arithmetic mean
Asymmetry
Asymptotically normal
Asymptotic distribution
At random
Autocorrelation

A

Absolute Klassenhiufigkeit
Absolute Klassenhiufigkeit
Absoluter Fehler

Absolute Hiufigkeit

Annehmen, nicht verwerfen
Abnahmepriifung

Additionssatz

Zufallsvariable

Alternative, Alternativhypothese
Alternative, Alternativhypothese
Kovarianzanalyse
Varianzanalyse, Streuungszerlegung
Mittelwert

Schiefe

Asymptotisch normal
Grenzverteilung

Zufillig

Autokorrelation
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Autoregression
Average
Average quality protection

Bar chart

Bar diagram
Bell-shaped curve
Berxouvrnn distribution

BerxouLLI trial
Beta distribution:
Beta error

Bias

Biased

Bimodal distribution
Binomial distribution

Birth rate

Bivariate distribution
Block

BoreL set

Caveny distribution
Cell

Cell frequency

Census

Central limit theorem
Central moment
Certain event

Chance, by
Characteristic function
Chi-square distribution
Chi-square test

Class

Class frequency

Class interval

Class mark

Class midpoint
Closed-ended question

Cluster
Cluster sampling
Coding

Autoregression

Mittelwert (auch Medianwert)

Gewihrlei g der Durchscl
qualitit

Stabdiagramm

Stabdiagramm

Glockenkurve

BervouLLI-Verteilung, Binomial-
verteilung

BerNoULLI-Experiment

Beta-Verteilung

Fehler 2. Art

Bias, systematischer Fehler

Mit einem systematischen Fehler be-
haftet

Zweigipflige Verteilung

Binomialverteilung, BERNOULLI-
Verteilung

Geburtenziffer

1 A

Zweir ionale Vert

Block
Borer-Menge

Caveny-Verteilung

Klassenintervall

Klassenhiufigkeit

Totalerhebung

Zentraler Grenzwertsatz

Zentrales Moment

Sicheres Ereignis

Zufallig

Charakteristische Funktion

Chi-Quadrat-Verteilung

Chi-Quadrat-Test

Klasse

Klassenhiufigkeit

Klassenintervall

Klassenmittelpunkt

Klassenmittelpunkt

Frage mit vorgegebenen Antwort-
méglichkeiten

Klumpen

Klumpenauswahlverfahren

Verschliisselung
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Columns

Combination
Complementary event
Component. bar chart
Compoesite hypothesis
Conditional probability
Confidence belt

Confidence interval
Confidence level

Confidence limits
Confidence region
Congestion Problem
Consistent estimator
Consumer’s risk
Continuous distribution
Continuous variate
Convergence in probability

Convolution
Correlation
Correlation coefficient
Covariance

Critical region

Cumulative relative frequency
Cumulative distribution function
Curvilinear correlation
Curvilinear regression

Cut-off

Data

Death rate

Decision function
-Degrees of freedom
Density

Dependence
Dependent.

Design of experiment
Discontinuous variate
Discrete variate
Distribution
Distribution curve
Distribution function
Dot frequency diagram

Spalten

(siche Abschnitt 36)
Entgegengesetztes Ereignis
Z

Stabdi

Zusammengesetzte Hypothese
Bedingte Wahrscheinlichkeit,
onfid 1 ich, Konfid firtel,
Vertrauensbereich
Konfid i vall, Ver
intervall
Konfid hl, Vertra: wahr-
scheinlichkeit

K 1Zgr 1, Vertr enzen

Konfidenzbereich

Wartezeitproblem

Konsistente Schitzfunktion

Verbraucherrisiko

Stetige Verteilung

Stetige Zufallsvariable

Konvergenz im Sinne der Wahrschein-
lichkeit, stochastische Konvergenz

Faltung

Korrelation

Korrelationskoeffizient,

Kovarianz

Kritischer Bereich, Verwerfungsbe-
reich

Relative Summenhiiufighkeit

(Siehe Abschnitt 24)

Nichtlineare Korrelation

Nichtlineare Regression

Abbrechen einer Erhebung

Daten

Sterbeziffer
Entscheidungsfunktion
Freiheitsgrade

Dichte

Abhiingigkeit

Abhiingig

Planung eines Experimentes
Diskrete Zufallsvariable
Diskrete Zufallsvariable
Verteilung

Kurve der Verteilungsfunktion
(Siehe Abschnitt 24)
Punktdiagramm
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Drawing without replacement
Drawing with replacement

Efficient. estimator
Equiprobability curves
Error

Error of observation

Error of first (second) kind
Estimate

Estimation of parameter
Estimator

Event

Expectation

Experiment
Experimentation
Exponential distribution

Factorial

Failure

Fair game
F-distribution
Fertility rate
Finite population
Freehand method

Frequency
Frequency function
Frequency polygon
Frequency ratio
Frequency table
F-test

Gamma distribution
Gavss distribution
Generating funetion
Geometrie distribution
Goodness of fit
Group

Grouping

Histogram
Hypergeometric distribution
Hypothesis

Ziehen ohne Zuriicklegen
Ziehen mit Zuriicklegen

E
Wirksame Schitzfunktion
Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit
Fehler

MeBfehler, Beobachtungsfehlér

Fehler 1. (2.) Art

Schitzung, Scha t, auch Schit
funktion

Parameterschiitzung

Schitzfunktion

Ereignis

Erwartung

Experiment

Ausfithrung eines Experimentes

Exponentialverteilung

Fakultit

MiBerfolg

Gerechtes Spiel

F-Verteilung

Fruchtbarkeitsziffer

Endliche Grundgesamtheit

Graphische Ausgleichung nach Augen-
mafl

Haufigheit

Hiufigkeitsfunktion

Haufigkeitspolygon

Relative Hiufigkeit

Hiufighkeitstabelle

F-Test

Gamma-Verteilung
Gavss-Verteilung, Normalverteilung
Erzeugende Funktion
Geometrische Verteilung

Giite der Anpassung

Gruppe

Klassifizieren, gruppieren
H
Histogramm, Stafielbild

Hypergeometrische Verteilung
Hypothese
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Illusory correlation

Impossible event
Incompatible

Independent
Infinite population
Information
Inquiry
Interviewer bias

Joint distribution

Latin square

Law of large numbers
Least squares method
Life table

Likelihood

Likelihood function
Limit theorem

Linear regression

Loss of-information
Lot

Lot quality protection

Marginal distribution
Mathematical expectation

Maverick

Maximum likelihood method

Mean

Mean value

Median

Method of moments
Made

Moment,

AL o i fi

& g
Moment of inertia

I

LQahaink
tion

Unmégliches Ereignis

Unvertriiglich, einander aus-
schliefend

Unabhiingig

Unendliche Grundgesamtheit

Information

Erhebung

Ergebnisbeeinflussung durch den
Beirager

elation, U rela-

7

Mehrdimensionale, insbesondere
zweidimensionale Verteilung

Lateinisches Quadrat

Gesetz der groBen Zahlen

Methode der kleinsten Quadrate

Sterbetafel

Likelihood, MutmaBlichkeit

Likelihood-Funktion

Grenzwertsatz

Lineare Regression

Informationsverlust

Herstellungsp . H 1 1

Gewihr der Qualitiit eines Her-
stellungspostens

Randverteilung

Erwartung, mathematische Erwar-
tung

Ausreiller

Maximum-Likelihood-Methode,
Methode der gréften MutmaBlich-
keit

Mittelwert

Mittelwert

Medianwert, Zentralwert

Momentenmethode

Hiufigster Wert:

Moment

Momenterzeugende Funktion

Triigheitsmoment
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Most. powerful test
Multinomial distribution
Multiplication rule

Multi-stage sampling
Mutually exclusive events

Negative binomial distribution
Nonlinear regression
Nonparametric methods

Nonsense correlation

Normal distribution
Normal equations
Null hypothesis

Observation
O¢cupaney problem
One-way elassification

Open-ended question

Operating characteristic

Parameter

Parent population
Pascarn distribution
Permutation

Pie chart

Porsson distribution
Population

Power

Powerful

Principle of least squares
Probability

Probability density
Probability distribution
Probability function
Probability mass
Probability paper
Producer’s risk
Product of events

Exouscur Facuavsprioxs 413

Michtigster Test

Multinomialverteilung

Multiplikationssatz der Wahr-
scheinlichkeit

Mehrstufenstichprobenveriahren

Sich geg itig ausschlieBende Ereig-
nisse

Negative Binomialverteilung

Nichtlineare Regression

Nichtparametrische Methoden, vertei-
lungsunabhiingige Methoden

Unsinnskorrelation, Scheinkorrela-
tion

Normalverteilung, Gavss-Verteilung

Normalgleichungen

Nullhypothese

Beobachtung

Besetzungsproblem

Klassifizierung nach einem einzigen
Merkmal

Frage ohne vorgegebene Antwortmig-
lichkeiten

Operations-Charakteristik

Parameter

Grundgesamtheit
Pascar-Verteilung

(sieche Abschnitt 35, 36)
Tortendiagramm, Kreisdiagramm
Po1ssoN-Verteilung
Grundgesamtheit

Macht

Michtig

Methode der kleinsten Quadrate
Wahrseheinlichkeit
Wahrscheinlichkeitsdichte
Wahrscheinlichkeitsverteilung
Wal heinlichkeitasfunlkti
Wahrseheinlichkeitsmasse
Wahrscheinlichkeitsnetz
Produzentenrisiko

Produkt von Ereignissen




414 Awnaro 4. Exovsone Facmavspntoke

Quality control
Questionnaire

Random error

Random event

Random experiment
Random observation
Random sample
Random variable

Range

Rank correlation
Rectangular distribution
Regression

Regression cocificient
Reject

Relative class frequency
Relative frequency
Replacement

Risk of Type I (Type IT)
Rows

Runs

Sample

Sample distribution
Sample frequency function
Sample mean

Sample regression line
Bample space

Sample statistic

Sample values

Sampling

Seasonal variation
Sequential analysis
Sign test
Significance level
Size of sample
Skewness

Standard deviation
Standard error
Standardized variable

Statistic
Statistical error

Q
Qualititskontrolle
Fragebogen

R

T TS gt
u 3

Fehler

Zufallsereignis
Zufallsexperiment
Zufallsbeobachtung
Stichprobe, zufillige Stichprobe
Zuiallsvariable
Spannweite, Bereich
Rangkorrelation
Rechteckverteilung
Regression
Regressionskoeffizient
Verwerfen

Relative Klassenhiufigkeit
Relative Haufigkeit
Zuriicklegen (beim Ziehen)
Risiko 1. Art (2. Art)
Zeilen

Iterationen

Stichprobe

Hiufigkeitsverteilung der Stichprobe

Hiufigkeitsfunktion der Stichprobe

Mittelwert der Stichprobe

Regressionsgerade der Stichprobe

Stichprobenraum

Mafzahl einer Stichprobe

Stichprobenwerte

Stichprobenentnahme, Stichproben-
verfahren

Jahreszeitliche Schwankung

Sequenzanalyse

Zeichentest

Signifikanzzahl

Stichprobenumfang

Schiefe

Standardabweichung

Mittlerer Fehler

Zufallsvariable in Standardform (vgl.
Abschnitt 34)

MafBzahl

Zufilliger Fehler, statistischer Fehler
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Statistical inference

Stochastically independent
Stochastic process
Stochastie variable
StrupenT’s distribution
Subsample

Buccess

Sum of events

Symmetric distribution
Systematic error

Tally chart

t-distribution

Test

Theorem of total probability
Theorem of compound probability

Trend
Trial

Type I error
Type I error

Unbiaszed

Unecorrelated
Uniform distribution

Universe

Variance
Variance ratio distribution
Variate

Weight
Weight function
Weighted average

U

v

w

415

SchluB von der Stichprobe auf die

Grundgesamtheit
Stochastisch unabhéngig
Stochastischer Prozel
Zufallsvariable
t-Verteilung von STUDENT
Gruppe (bei der Varianzanalyse)
Erfolg
Summe von Ereignissen
Symmetrische Verteilung
Systematischer Fehler

Strichliste
t-Verteilung von STUDENT
Test

Additic tz der Wahrscheinlichl

Multiplikationssatz der Wahrschein-

lichkeit
Trend
Zufallsexperiment
Fehler 1. Art
Fehler 2. Art

it

Frei von systematischen Fehlern, er-

wartungstreu

Unkorreliert

Rechteckverteilung, gleichiGrmige
Verteilung

Grundgesamtheit

Varianz
F-Verteilung
Zufallsvariable

Gewicht
Gewichtsfunktion
Gewogenes Mittel



ZAHLENTAFELN
1 Fakultiit. Binomialkoeffizienten. Binomialverteilung.
Gammafunktion
Tafel 1a. Fakultiit
1:|n!lin n! [ n| ! n n! X
1] 1 [] 720 | 14| 39 916 800 | |16 20 922 789 888 000 |
2 2 7 5 040 12 ‘ 479 001 600 17 355 68T 428 096 000__
2ice 8| 40 320 | (13| 6 227 020 800 | |18 6 402 373 705 728 000 |
4| 24 9| 362 BBO | |14 | 87 178 201 200 [ |19 | 121 645 100 408 832 000
[5]120] [10(3 628 800 | |15 |1 307 674 368 000 | |20 |2 432 802 008 176 640 000
Tafel 1b. Logarithmus der Fakultit i
70 log (n!) —| |__;a log (n!) ! !—n log (nl) [ [_ﬂ log () '
1| 0,000 000 6 | 2,857 332 11 | 7,601 156 16 | 13,320 620
210,301 030 73702 431 12 8,680 337 17 | 14,551
310,778 151 8 | 4,605 521 13 | 9,794 280 18 | 15,808
411,380 211 9 | 5,559 763 14 | 10,940 408 | 19 | 17,085
5| 2,079 181 [10 ] 6558 763 | |15 | 12,416 500 | 20 | 18,386




AXHANG b. ZAHLENTAFELN

Talel 1e. Binomialkoeffizienten

417

WG () () () G) () (8) () () ()
(k k (!c (k (k k) \Ek (k (k k (k k (k
0 p Gt U TR | 1 1 1 1 4 il 1 1 d
1 % ENE- e fiAr § b (] 7 8 ] 10 11 12 13
2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 fili) 13 78
3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
4 1 5 415 35 T0 126 210 330 495 715
b 1 6 21 0566 4126 252 462 792 1287
6 1 7 28 84 210 462 924 1716
it 1 8 36 120 330 792 1718
8 1 9 456 165 495 1287
9 1 10 65 220 715
10 1 11 66 286
11 1 12 78
12 1 13
13 4
14 15’ 16 17 18 19 20

a6 G ) e e
0 1 1 4 1 1 1 1
1 14 15 16 17 18 19 20
2 91 105 120 136 153 171 190
3 364 455 560 680 816 969 1140
4 1001 1365 1820 2380 3060 3876 4845
5 2002 3003 4368 6188 8568 11628 15504
6 3003 5005 8008 12376 18564 27132 38760
1 3432 G435 11440 19448 31824 50388 77520
8 3003 6435 12870 24310 43758 75582 125970
] 2002 5005 11440 24310 48620 92378 167960
10 1001 3003 8008 10448 43758 92378 184756
11 364 1365 4368 12376 31824 76682 167960
12 91 455 1820 6188 18564 50388 125970
13 14 105 560 2380 8568 27132 77520
14 1 15 120 G680 3060 11628 38760
15 1 16 136 816 3876 15504
18 : | 17! 153 969 4845
15 1 18 171 1140
18 1 19 190
19 - 20
20 | 1
27 Ereyszlg, Mothoden
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Talel 1d. Binomialvertellung

Vergleiche (39.4) und (39.7)

=04
N | Fx)

0,8000
1,0000

0, |
8000
2000 ‘

p=102

l7(e) || @),

0,8000
1,0000

p =03
| flz) | F)

p =104

S | Fz) |

0!
7000 | 0,7000

0,8100
0,9900
1,0000

6400 |
3200 |
04001

0,6400
0.9600
1,0000

4200 | 0,9100

2000 | 1,0000
4900 | 0,4900
| 0900 | 1,0000

0, |

6000 |

4000

3600
4800
1600

0,6000
1,0000

0,3600
0,8400
1,0000

| 0,7290

0,9720
0,9990
1,0000

0,6561 | 4
0,9477
0,0963

| 0,9999

1,0000

5120 |
3840
0960 |
0080

0,5120
0,8960 |
0,8920
1,0000 | |

3430 | 0,3430
4410 | 0,7840

| 1890 | 0,9730

0270 | 1,0000

2160 |

4320
2880
0640

0,2160

1,0000

10,4006 |

14,0000

0,8192
0,9728
0,9984

2401 | 0,2401
4116 | 0,6617
2646 | 0,9163

0081 | 1,0000

0756 | 0,9919 |

1206

3456 |

3456
1536
0256

0,5905
0,9185
0,9914
10,9995
1,0000
1,0000

=3
b2
=3
=3

0,3277
0,7373
0,9421
0,9933
0,9997
1,0000

-1

0,5314
0,8857
0,9841

0,9987 |

0,9999
1,0000
14,0000

0,4783

1,0000

10,2621

0,6554
0,9011
0,9830
0,9984
0,8999
1,0000

0,2097
0,5767
0,8520
0,9667
0,9953
0,9996
1,0000
1,0000

1681 | 0,1681
3602 | 0,5282
3087 | 0,8369
1323 | 0,9692
0284 | 0,9976
0024 | 1,0000

1176 | 0,1176
3025 | 0,4202
3241 | 0,7443
1852 | 0,9295
0595 | 0,0891
0102 | 0,0993
0007 | 1,0000

2471 | 0,3294
3177 | 0,6471
2260 | 0,8740
0972 | 0,9712
0250 | 0,9962
0036 | 0,9998
0002 | 1,0000

0824 | 0,0824

1 0000

0,0280 |
01586
0,4199
0,7102
0.9037
0,9812
0,9084
1,0000

00 ~1 % U

0,4305
0,8131
0,9619
0,9950
0,6996
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,1678
0,5033
0,7969
0,9437
0,9896
0,9988
0,9999
1,0000
1,0000

0576 0,0576
1977 | 0,2553
2085 | 0,5518
2541 | 0,8059
1361 | 0,9420
0467 | 0,9887
0100 | 0,9987
0012 | 0,9999
0001 1 0000

0007

0,0168
01064
0,3154
0,5941
0,8263
0,9502
0,9915
0,9993
1,0000

0039 | 1 0000
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Talel 1d. Binomialverteilung (Fortsetzung)

F(z) fir p = 0,5 [vgl. (30.7)]

419

n=19

n=10

n=11

n=12|

n=13

n=14}n=15|n=15|n=17

cwan akwws o8

0,0020

0,0195
0,0898
0,2539
0,5000

0,7461 |

0,9102
0,9805
0,9980

,{}000

0,0010
0,0107

0,6230

0,8281
0,9403
0,9893
0,9990
1,0000

0,0005
0, 0059

U,-JOOO
0,7256
0,8867
0,9673
0,9941
0,9995

1,0000

0,0002

=
o
L=
=1
1S

0, 9968

0,9998
1,0000

0,0001

0,007
0,012
0,0461
0,1334
0,2905

0,5000

| 0,7095 |
| 08666

0,9539
0,9888
0,9983
0,9999

1,0000 |

0,0001

0,0009
0,0065
0,0287
0,0898
0,2120

0,3853
0,6047
0,7880
0,9102
0,9713
0,9935
0,9991
0,9999
1,0000

0,0000

0,0005
0,0037
0,0176
0,0592
0,1509

0,3036
0,5000
0,6964
0,8491
0,9408

0,9824

0,9963
10,9995
1,0000

1,0000 |
| 1,0000

0,0000

0,0003
0,0021
0,0106
0,0384
0,1051
0,2272
0,4018
0,5982
0,7728
0,8049

0,9616 |
0,9894 |

0,9979
0,9997
1,0000

0,0000

0,0001
0,0012

0,6855
0,8338
0,9283
0,9755
0,9936
0,9988
0,9999

| 1,0000

n=18

n=19| n=20

n=21

N -~

-
Lt =R

REE3
1}

0,0000 |

0,0001
0,0007
0,0038
0,0154

| 0,0481

0,1189
0,2403
0,4073
0,5927
0,7597

0,0000 | 0,0000

0,0000 |

0,0004
0,0022
0,0096
0,0318

0,0835
0,1796
0,3238
0,5000
0,6762
0,8204
0,9165
0,9682

0,0000
0,0002
0,0013
0,0059
0,0207
0,0577
0,1316
0,2517
0,4119
0,5881

0,7483
0,8684

0,9423 |

| 0,9993

0,9999
1,0000
1,0000

00904
0,9978

0,9996
1,0000
1,0000
1,0000

09793
0,9941
0,9987
0,0008
1,0000
1,0000

1,0000 |
[ 1,0000

|
0,0000 |
0,0000
0.0001
0,0007
00036
| 0,0133
| 0,0392
0,0046
0,1917
0,3318
0,5000

0,6682
0,8083
_0,9054
0,9608
0,9867

0,9964
0,9993
0,9999
14,0000
1,0000

| n=24

n=25

| 7 =28

0,0000

0,0000
0,0001
0,0004
0,0022
0,0085

0,0262

0,0669 |

0,1431
0,2647
0,4159

0,5841

0, ,9738
0,0015

0,9978 |
0,9996
0,0099 |

1,0000

1,0000
1,0000

0 0053

0,0173
0,0466 |
0,1050
0,2024 |
0,3388

0,5000
0,6612
0,7976
0,8950
0,9534
0,9827
0,9947
0,9987 |
0,9908 |
1,0000 |

1,0000 |
1,0000 |

0,0000
| 0,0000

0,0000
0,0001
0,0008
0,0033

0,0113
0,0320

0,0758 |

0,1537
0,2706
0,4194
0,5806
0,7294

0,8463 |
0,9242 |

0,680 |

0,9887
0,9967
0,9992
0,9099
1,0000
1,0000

0,0000 |

0,0000
0,0000
10,0004
0,0005
0,0020

0,0073
0,0216
0,0539
0,1148
0,2122

0,3450
0,5000
0,6550
0,7878
0,8852

0,9461
0,9784
0,9927
0,9980
0,995

0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
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Tafel 1e. Konfidenzintervall fiic den Parameter p der Binomialverteilung
» = Konfid hl, n = Stichy
k = beobachtete Anzahl in der Stichprobe.
Vergleiche Abschnitt 75.
Beispiel: Fir n = 20, k = 8 wird k/n = 409}, und ein 959%-Konfidenzintervall
ist KONF {019 = p = 0,64}.

fang,

100 I
1=0,95 1
I - 074
% ] ZARW/D
| p7i
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60 o 4
Al
/1 i
A 1A y
A A
40 717
¥ /
///.«"/
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0
2 [ 1, e
y/ARPZO =D
v ]
0
i 20 10 60 80 100
Kfn [*fs] —=
100 e
= [
1=0.99 2P AV
L LT A i
20 P P P4
A . 'y
s A 2
4 i Pid L/ ,/
L —t
60 A ol AL 14
7 “ ".\@0 AX /
Vi % / A A
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V. £ Vi
(B VA v
A4 A P
A LS,
20 LA AL pd
L/ (A2 i ]
v A T
v A L
-
o L4
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Tafel 1f. Gammafunktion

Definition siehe (60.5). Werte auBerhalb des Intervalls von 1 bis 2 berechnet man
mittels (60.6). Beispiel: I'(3,4) = 2,4 I'(2,4) = 2,4-1,4 - '(1,4) = 2,4 1,4 (,8873

« I'(x) a | Pl ® I'(x) « I(x)
0, 0, 0, 0,
1,00 | 9943 1,26 | 0044 1,51 | 8866 1,76 | 9214
1,02 | 9888 1,27 | 0025 1,52 | 8870 1,77 | 9238
1,03 | 9835 1,28 | 9007 1,53 | 8876 1,78 | 9262
1,04 | 9784 1,20 | 8990 1,54 | 8882 1,79 | 9288
1,05 | 9735 1,30 | 8075 1,55 | 8889 1,80 | 0314
1,06 | 9687 1,31 | 8060 1,56 | 8896 1,81 | 9341
1,07 | 0642 1,32 | 8946 1,57 | 8905 1,82 | 9368
1,08 | 9597 1,33 | 8934 | 1,58 | 8914 1,83 | 0307
1,09 | 9555 1,34 | 8922 | 1,59 | 8924 1,84 | 0426
1,10 | 9514 1,35 | 8912 1,60 | 8035 1,85 | 0456
1,41 | 9474 1,36 | 8902 1,61 | 8947 1,86 | 0487
1,12 | 9436 1,37 | 8893 1,62 | 8950 1,87 | 9518
1,13 | 9399 1,38 | 8885 1,63 | 8972 1,88 | 9551
1,14 | 9364 1,39 | 8879 1,64 | 8986 1,80 | 0584
1,15 | 9330 1,40 | 8873 1,65 | 9001 1,90 | 0618
1,16 | 0208 1,41 | 8868 1,66 | 9017 1,91 | 9652
1,47 | 9267 1,42 | 8864 1,67 | 9033 1,92 | 9688
1,18 | 9237 1,43 | 8860 1,68 | 9050 1,93 | 9724
1,49 | 9209 1,44 | 8858 1,60 | 9068 1,94 | 9761
1,20 | 9182 1,45 | 8857 1,70 | 9086 1,95 | 0799
1,21 | 9156 1,46 | 8856 1,71 | 9106 1,96 | 9837
1,22 | 9131 1,47 | 8856 1,72 | 9126 1,97 | 9877
1,23 | 9108 1,48 | 8857 1,73 | 9147 1,98 | 9917
1,24 | 9085 1,49 | 8859 1,74 | 9168 1,99 | 0958
1,25 | 9064 1,50 | 8862 1,75 | 9191 2,00 | *0000 |
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2 Poisson-Verteilung

Tafel 2. Wahrscheinlichkeitstunktion 7(x) und Verteilungstunktion F (x)
der Poisson-Verteilung
Vorgleiche (42.2) und (42.3)
=0, ‘ #=102 u=03 p= 04 ,u-=0,5_~r
170 | 7 | f@) | F@ |16 | P@ | 1@ | Fo) | fe) | 2@

]
0, | 0, 0, 0, 0,
9048 | 0,9048 | 8187 | 0,8187 | 7408 | 0,7408 | 6703 06703 | 6065 | 0,6065 |

0

1 0805 | 0,9853 l 1637 | 0,0825 | 2292 | 0,9631 | 2681 0,9384 | 3033 | 0,9098 1
2 0045 | 0,9998 | 0164 | 0,9989 | 0333 0,9964 | 0536 | 0,9921 | 0758 0,9856 |
3 00021 1,0000 | 0011 | 0,9999 | 0033 0,9997 | 0072 | 0,9992 | 0126 0,9982 |
4 0000 1,0000! 0001 | 1,0000 | 0003 | 1,0000 | 0007 0,9999 | 0016 | 0,9098 | |
& ! ! 0001 | 1,0000 | 0002 | 1,0000. ]

. | r=o0s [ a=0n T 508 T wos | and

IO | 6 [S6) | 26 | ) | 7o [ 10| P |10 | 2

0, 0, 0, | 0, | 0, |

5488 | 0,6488 | 4066 0,4966 | 4493 | 0,4493 | 4066 0,4066 | 3679 0,3679 L
3293 | 0,8781 3476 0,8442 | 3595 | 0,8088 | 3659 0,7725 3679 10,7358 |
, 0988 | 0,9768 ! 1217 0,9659 | 1438 0,9526 | 1647 0,9371 | 1830 0,9197

0198 | 0,9966 | 0284 | 0,9942 | 0383 | 0,9909 | 0494 | 0,9865 | 0613 0,9810
0030 | 0,9996 | 0050 | 0,9992 | 0077 | 0,9986 | 0111 | 0,9977 | 0153 0,0963
0004 | 1,0000 | 0007 ’ 0,9999 ' 0012 | 0,9998 | 0020 | 0,9997 | 0031 0,9904

| 0001 | 1,0000 | 0002 | 1,0000 | 0003 | 1,0000 0005 | 0,9990
| | _ 0001 | 1,0000

S e o

:

£ p=15 |  u—o i #¥4 s n=25
/6 | F@ | 1) | @ [ f6@) | Fo) | 1) | P f@) | F)
0 il o st s EAH I

0, | o | .o | 0,
’1358 0,1353 0493!0.0493'0133 0,0183 | 0067
2707 | 0,4060 | 1494 | 0,1901 | 0733 | 0,0016 | 0337
2010 | 0,8088 | 2707 [ 0,6767 | 240 | 04232 | 1465 | 0/2381 | Daon

1255 | 0,344 | 1804 | 0,8571 | 2240 | 0,6472 | 1954 | 0’4935 1404'
0471 | 0,9814 | 0902 | 09473 Iwao[o.sisa 1954 | 0,6288 1755’0,4405

e

0, |
2231 10,2231
3347 ! 0,5578

0141 | 0,9955 | 0361 | 0,9834 | 1008 0,8161 | 1563 | 0,7851 | 1755

h 0035 | 0,9991 I 0120 | 0,9955 | 0504 | 0,9665 | 1042 | 0,8893 | 1462
0008 | 0,9998 | 0034 | 0,9989 | 0216 0,9881 | 0595 | 0,0489 | 1044
001 i 1,0000 b 0009 | 0,9998 | 0081 | 0,0962 | 0298 0,9786 | 0653

| I 0002 | 1,0000 | 0027 | 0,9989 | 01 32 | 0,9919 | 0363

|
|

=
COXIE IR o

0008 | 0,8997 [ 0053 0:9972 0181 | 0,0863
0002 | 0,9999 | 0019 | 0,9991 | 0082 0,9945
0001 | 1,0000 | 0006 | 0,9997 | 0034 0,9980
0002 | 0,0909 | 0013 0,903

!

12 | l
14 |

0001 | 1,0000 | 0005 | 0,9998
0002 | 0,0999

0000 | 1,0000

1601 |
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3 Normalverteilung
Talel Ba.
Verteilungsfunktion (48.8)
Diz) = ®(z) — D(—2).
P(—2) =1-B(z), D(0)=0,5
z [m{-z}[cb(z]. D(z) z [#(=2) D(2) | D(z) 2 |(D(—z]| @(z) | D(z)
O P T s o, | o | o o, | o | 0
0,01 | 4060 | 5040 | 0080 | [ 0,51 | 3050 | 6950 | 3899 1,01 | 1562 | 8438 | 6875
0,02 4920 | 5080 | 0160 | | 0,52 | 3015 | 6985 | 3968 1,02 | 1539 | 8461 | 6923
0,03 4880 | 5120 | 0239 | | 0,53 | 2081 | 7019 | 4039 1,03 | 1515 | 8485 | 6970

0,04 | 4840 | 5160 | 0319 0,54 | 2046 | 7054 | 4108 1492 | 8508 | 7017
0,05 4801 | 5199 | 0399 0,55 | 2012 | 7088 | 4177 | 1469 | 8531 | 7063
|

¥(=)

0,06 4761 | 5230 | 0478 0,56 | 2877 | 7123 | 4245 1446 | 8554 | 7109

0,07 4721 | 5279 | 0558 0,57 | 2843 | 7157 | 4313 1423 | 8577 | 7154 |
| 0,08 | 4681 | 5319 | 0638 0,58 | 2810 | 7190 | 4381 1401 | 8599 | 7199 |
10,09 4641 | 5359 | 0717 0,69 | 2776 | 7224 | 4448 1379 | 8621 | 7243 |
0,101 4602 | 5398 | 0797 0,60 | 2743 | 7257 | 4515 1357 | 8643 | 7287 |

0,11 | 4562 5438 0876 0,61 | 2700 | 7291 | 4581 ¥ 1335 | 8665 | 7330 |
0,12 | 4522 | 5478 0955 0,62 | 2676 | 7324 | 4647 2| 13814 | 8686 | 7373 |
0,13 | 4483 | 5517 | 1034 0,63 | 2643 | 7857 | 4713 J13 11292 | 8708 | 7415 |
0,14 | 4443 | 5557 | 1113 0,04 | 2611 | 7389 | 4778 ,14 | 1271 | 8720 | 7457 |
0,15 I 4404 | 5596 ‘ 1192 0,65 | 2578 | 7422 | 4843 A6 | 1251 | 8749 | 7400 |
0,16 | 4364 | 5636 | 1271 0,66 | 2546 7454 | 4907 5 1230 | 8770 | 7540
0,17 I 4325 | 5675 | 1350 0,67 | 2514 | 7486 | 4071 | 15 1210 | 8790 | 7580
0,18 | 4286 | 4714 | 1428 0,68 2483 | 7517 | 5035 | |1, 1190 | 8810 | 7620
0,19 | 4247 | 5753 | 1507 0,69 2451 | 7549 | 5098 | |1, 1170 | 8830 | 7660
0,20 4207 | 5703 | 1585 0,70 | 2420 | 7580 | 5161 | | 1, 1151 | 8849 | 7699
0,21 4168 | 5 1663 0,71 | 2389 | 7611 | 5223 | |1, 1131 | 8869 | 7737
0,22 | 4129 | 5874 | 1741 0,72 | 2358 | 7642 | 5285 | > 1112 | 8888 | 7775
0,23 4090 | 5910 | 1819 0,73 | 2327 | 7673 | 5346 | |1, 8907 | 7813 |
0,241 4052 | 5948 | 1897 0,74 | 2206 | 7704 | 5407 | 1075 | 8925 | 7850
0,25 | 4013 | 5087 | 1974 | | 0,75 | 2266 | 7734 | 5487 | H 1056 | 8944 | 7887

2051 0,76 | 2236 | 7764 5527 1038 | 8962 | 7923

3]
@

1 3 ol
ne

|

0,26 | 3974 | 6026 i

0,27 | 3036 G064 | 2128 0,77 | 2206 | 7794 | 5587 3 1020 | 8980 | 7959
0,28 3897 6103 | 2205 | 0,78 | 2177 | 7823 | 5646 A 1003 | 8997 | 7995
0,29 | 3858 @ 6141 | 2282 0,79 | 2148 | 7852 | 5705 , 0985 | 9015 | 8029
0,30 | 3821 | 6170 | 2358 | | 0,80 | 2119 | 7881 | 5763 ¥ 0068 | 9032 | 8064
0,31 | 3783 | 6217 2434 0,81 | 2090 | 7910 | 5821 0951 | 0049 | 8098
0,32 | 8745 | 62556 2510 0,82 | 2061 | 7939 | 5878 0034 | 9066 | 8132
0,33 | 3707 | 6293 2586 0,83 | 2033 | T967 | 5035 0918 | 9082 | 8165

0,34 3669 | 6331 2661 0,84 | 2005 | 7995 | 5991
0,35 3632 | 6368 2737 0,85 | 1977 | 8023 | 6047
0,36 | 3594 | 6406 2812 0,86 | 1949 | 8051 | 6102
0,37 35657 | 6443 2886 0,87 | 1922 | 8078 | 6157
0,38 3520 | 6480 2961 0,88 | 1804 | 8106 | 6211
0,39 | 2483 | 6517 | 3085 0,89 | 1867 | 8133 | 6265
0,40 | 3446 | 6554 | 3108 0,90 | 1841 | 8159 | 6319 |
8186 | 6372 | | 1,41 | 0793 | 9207 | 8415
8212 | 6424 | | 1,42 | 0778 | 9222 | 8444
8238 | 6476 | | 1,43 | 0764 | 9236 | 8473
| 8264 | 6528 | |

B2BD | 6579 | 1,45 0735 | 9265 | 8520 |
8315 | 6629 | | 1,46 0721 | 9279 | 8557 |
8340 | 6680 | 1,47 | 0708 | 9292 | 8584
8305 | 6720 | | 1,48 | 0694 | 9306 | 8611 |
8389 | 6778 | 11,49 | 0681 | 9319 | 8638

8413 | 6827 1,50 | 0668 | 9332 | 8664 |

e R R R R R R R e b e e e e e e e e e e e e e e e e e

=
&
123
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=
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b(z)

Tafel Ba.
Yerteilungsfunktion (48.8)
(Fortsetzung)

5 3

z [o(—2)] @@) | D) | rz [o(—2)] @) | D@ | [z o=z @) | D)
oo, o, | o [ 0 | o s Lo o
1,51 0655 9345 8690 | | 2,00 0222|0778 | 9556 | 2,51 0060 | 9940 | 9870
1,52 0643 | 9357 | 8715 | |2,02 0217 9783 9566 | |2.52 | 0059 | 9941 | 9888
1,53 | 0630 | 0370 | 8740 | 2,03 | 0212 | 9788 | 9576 | | 2153 | 0057 | 9043 | 9886
1,541 0618 | 9382 | 8764 | 2,04 | 0207 | 9793 | 9586 | | 2,54 | 0055 | 9045 | ass9
1,55 0606 | 9394 | 8789 | (2,05 0202 | 9798 9596 | |2,55| 0054 | 9946 | 9892
1,56 | 0594 | 9406 | 8812 | | 2,06 0197 | 9803 [ 9806 | 12,56 | 0052 | 9948 | 0895
1,67 0582 9418 | 8836 | | 2,07 0192 | 9808 | 9615 | | 2:57| 0051 | 9949 0808
1,58 0571 | 9429 8859| 12,08 0188 9812 | 9625 | 2,58 | 0049 | 9951 | 9901,
1,501 0550 | 9441 | 8882 | | 2,09} 0183 | 9817 | 9634 | 1259 | 0048 | 9952 | 9904
1,60 | 0548 | 9452 | 8904 | |2,m 0179 | 9821 | 9643 | | 2,60 | 0047 | 9953 9907
1,61 0537 | 9463 | 8926 | 1211|0174 | 9826 9651 | 2,61 0045 | D955 | 9909
1,az| 0526 | 9474 | 8048 | 212 0170 | 9830 | 9660 | [2,62/ 0044 | 8956 | 9912
1,63 0516 9484 | 8969 | 2,13 0166 | 9834 | 0668 | | 263 [ 0043 | 9957 | 9915
1,64 0505 | 9495 | 8990 | 1214|0162 | 9838 9676 | 2,64 0041 | 9959 | 9917
1,55[0495 *i!_fﬁi,!mu‘ 2,15 | 0158 9342| 9684 | | 2,65 0040 9960 9920
1,66 0485 0515 9031 | |2.16 0154 | 9846 | 9692 | | 2,66 | 0039 | 9961 | 9922
[1,67 | 0475 | 9525 | 9051 | | 217 | 0150 | 9850 | 9700 | | 2,67 0038 | 9962 ' 9924
(1,68 | 0465 9535 | 9070 | 2,18 | 0146 9854 | 9707 | | 268 | 0037 | 9963 9926
1,69 0455 | 9545 9090 | | 2110 0143 | 0857 | 9715 | 2,09! 0036 | 9964 | 9929
1,70/ 0446 | 9554 | 9109 | 2,20/ 0130 9861 9722 | | 2,70 0035 | 9965 9931
1,711 0436 0564 | 9127 | | 2,21 | 0136 | 9864 | 9720 | | 2,71 | 0084 | 9966 | 9933 |
1,72 0427 | 9573 9146 | | 2,22 0132 9868 | 9736 72| 0033 | 9907 | 9935 | 8
1,73 m|a| 9582 | 9164 | 2,23 0120 9871 0743 73| 0032 | 9068 | 9937 |
{1,74| 0400 | 9591 | 9181 | 74 0031 | 0969 0939

2,24 | 0125 | 9875
|1,75 0401 | 9599 9199 | 2,25 0122 | 9878 | 8756
[1,76 | 0392 | 0608 92m| | 2.26i 0|19| 9881 | 9762 |

275 | 0030 | 9970 | 9940

2

|2
9749 [ |2

27

2,76 0029 | 9971 | 9942
7

1,771 0384 | 0616 | 9233 | | 2,27 [ 0116 | 9884 | 0768 | [ 2,77 | 0028 ( 9972 | 9944 |
1,78 | 0375 | 9625 | 9249 | | 2,28 0113 ' 9887 9774 | | 2,78 0027 | 9973 | 9946 | 1
[ L,79| 0367 | 9633 | 9265 | 2,20 | 0110 | 9890 | 9780 | 2,79 0026 | 9974 | 9947

| GBU0350 | 9641 | 9281 2,301 0107 | 9593 | 9786 | 2,801 0026 | 9974 | 9949
1,81 0351 | 9649 | 9207 | | 2,31 | 0104 | 9806 9791 | 2,81 0025 | 9975 | 9950 |
1,82 | 0344 0656 9312 | 2,32 0102 | 9898 | 9797 | 12,82 | 0024 | 9976 | 0952 |
1,83 0336 | 9604 | 9328 2,33 0099 0901 | 9802 | 2,83 0023 | 0977 | 9955
(1.84] 0320 | 9671 | 9342 | | 2,34 | 0096 | 9904 | 9807 | 2:84) 0023 | 0977 | 0955 |
[ 1,85 0322 | 9678 | 0357 | 2,35 | 0094 | 9906 | 9812 | 12,85 0022 | 9978 | 9956 |
1,80 0314 | 9686 ‘ 9371 2,36 0091 | 9900 | 9817 | 2,86 0021 | 9979 | 9958 |
1,871 0307 | 9693 | 0385 | | 2,37 | 0089 8911 | 0822 | 2,87 0021 | 9970 | 0959 |
1,88 0301 | 9699 | 9399 | | 2,38 | 0087 | 9913 | 0827 | 2.ss| 0020 | 9980 9960 |
1,89 | 0294 | 9706 ‘ 9412 | 12,30 0084 9016 | 9832 ' 2,89 0019 ‘ 9981 | 9961 |
1,90 | 0287 | 9713 | 9425‘ | 2,401 0082 | 9918 | 9836 | | 2,90 0019 | 9981 | 0063

1,91 0281 | 9719 | 9439 | |2,41 0080 | 9920 | 9840 | 12,91 i 0018 | 9982 | 9964 |
1,921 0274 | 9726 | 0451 | | 2,42| 0078 | 9922 | 9845 | 2,92 0018 | 9982 | 9965

1,931 0268 | 9782 | 0464 | | 2,43 0075 | 9925 | 9840 | | 2,93 0017 | 9983 9966 |
11,94 | 0262 | 0738 ‘ 9476 |2.44| 0073 9927 | 0853 2,94 | 0016 | 9984 | 9967

1,95 0256 | 9744 | 0488 | | 2,45| 0071 | 9929 | 9857 | | 2,95 | 0016 | 9984 | 0968 |
1,96 0250 | 9750 | 9500 | | 2,46 0069 | 9931 | 9861 ! | 2,96 | 0015 | 9985 | 9969 ‘
1,97 | 0244 | 9756 | D512 2,47 0068 | 0932 | 98065 2.97‘ 0015 | 9985 9970

1,98 | 0239 | 9761 | 9523 | | 2148 | 0066 | 9931 | 9869 | 2,981 0014 | 0086 | 9971 |
| 1,09 0233 | 9767 | 9534 | | 2,40 0064 9936 ‘ 9872 | 2,00 | 0014 | 9956 | 9972

|2,oo| 0228 | 9772 f 9545 | | 2,50 0062 | 9938 | 9876 | | 300 | 0013 | 9987 | 0973 |
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Tafel &b. Normalverteilung.
Werte von = zu gegebenen
Werten von (48.8) und D (z)
Dz} = Pz} — P(—=z)
Beispiel: @ (z) = 619
furz = 0,279,
D (z) = 619, fir z = 0,860

2()

% | 2@ | z(D) | % | z(® | zD) |
1 1 —2,326 0,013 41 | —0228 | 0,539 | | 81 | 0,878 [ 1,311
2 | —2,054 0,025 42 | —0202| 0553 | | 82 | 0915 | 1,341
3 1,881 0,038 43 —0,176 0,568 | 83 | 0,054 | 1,372
4 | —1,751 0,050 44 | —0,151 | 0,583 | 84 | 0,994 | 1,405
5 | —1,645 0,063 45 | 0126 0,598 85 | 1,036 | |
6 | —1,555 0,075 46 | —0,100 0,613 86 | 1,080 |
7 | —1,476 0,088 47 | —0,075 | 0,628 7 | 1,126
8  —1,405 0,100 48 | —0,050 | 0,643 | 88 |[1175
9 | “0341 | 0113 | 49 | —0,025 | 0,659 80 | 1,227
10 —1,282 | 0,126 | 50 0,000 | 0,674 90 | 1,282
1. —1,227 | 0,138 | 51 0,025 | 0,690 oot | 1,31
120 | 24475 | 0,451 | 52 0,050 | 0,706 | 92 | 1,405
13 —1,126 | 0,164 53 0,075 | 0,722 | 93 | 1.476
14 —1,080 | 0,176 54 0,100 | 0,739 | 94 | 1,555
15 —1,036 0,189 55 0,126 | 0,755 | <95 | 1,645

e [
16 —0,994 0,202 56 0,451 | 0,772 | 96 | 1,751
17 —0,954 | 0,215 57 0,176 | 0,789 97 | 1,881
18 —0,015 | 0,228 58 0,202 | 0,806 98 | 2,054
19 | —0,878 | 0,240 59 0,228 | 0,824 99 | 2,326
20 | —0,842 | 0,253 60 0,253 | 0,842 |
21 ‘ —0,806 | 0,266 61 0,279 | 0,860 90,1
22 | —0,772 | 0,279 62 0,305 | 0,878 99,2
23 | —0,730 | 0,202 63 0,332 0,396 99,3 |
24 | —0,706 | 0,305 64 0,358 0,915 | 99,4 | 2,512 | 2,748 |
25 | —0,674 | 0,319 65 0,385 | 0,935 99,5 | 2,576 | 2,807
26 | —0,643 | 0,332 0,412 | 0,954 99,6 | 2,652 | 2,878
27 | —0,613 | 0,345 0,440 | 0,974 99,7 | 2,748 | 2,968
28 | —0,583 | 0,358 0,468 | 0,994 | 99,8 2,878 | 3,090
20 | —0,553 | 0,372 0,496 | 1,015 | 99,9 | 3,000 | 3,201
30 | —0,524 | 0,385 0,524 | 1,036 | |
31 | —0,496 | 0,399 0,553 | 1,058 99,91 | 3,121 | 3,320
32 | —0,468 | 0,412 0,583 | 1,080 99,92 | 3,156 | 8,353 |
33 | —0,440 | 0,426 0,613 | 1,103 99,93 | 3,195 | 3,390
34 | —0,412 | 0,440 0,643 1,126 99,04 | 3,230 | 3,432
35 | —0,385 | 0,454 0,674 | 1,150 | | 99,95 | 3,291 | 3,481
36 | —0,358 | 0,468 76 0,706 | 1,175 ‘ | 99,96 | 3,353 | 3,540
37 | —0,332 | 0,482 77 0,739 | 1,200 99,97 | 3,432 | 3,615
38 —0,305 | 0,496 78 0,772 | 1,227 | 99,98 | 8,540 | 3,719 |
39 | —0,279 | 0,510 |79 0,806 | 1,254 99,99 l 3,719 | 3,891
40 | —0,253 | 0,524 | 80 0,842 | 1,282 | | | J
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Tafel 8¢. Wahrscheinlichkeitsdiohte f(z) = ¢~ ='1%/)/2 x
Vergleiche (48.3).
J(=2) = [(z), f(0) =1/)2n = 0,3080

z [ 1@ | = ren] e e 2 | f2) z | S
1 | |
0, | 0! 1 0’ | Lo,
0,01 | 3080 | 0,41 | 3668 0,81 | 2874 1,21 | 1919 1,61
0,02 | 3080 | 0,42 | 3653 0,52 | 2850 1,22 | 1895 1,62
0,03 | 3088 0,43 | 3637 0,83 | 2827 1,23 | 1872 1,63
0,04 | 3986 0,44 | 3621 0,84 | 2803 1,24 | 1840 1,64
0,05 3934‘ 0,45 | 3605 0,85 | 2780 1,25 | 1826 1,65 |
0.06 | 3982 0,46 | 3580 | 0,86 2756 1,26 | 1804 1,66
0,07 | 3080 | | 047 3572 0,87 2732 | 1,27 1781 1,67
0,08 | 3977 [ | 0,48 | 3555 0,88 | 2700 1,28 1758 1,68
0,09 | 3973 0,49 | 3538 0,89 | 2685 1,20 (1736 | | 1,69
010 3970 0,50 | 3521 | | 0,90 2661 | | 130 1714 1,70
0,11 | 3065 0,51 | 3502 | | 0,91 2637 | | 1,31 | 1691 1,71
0,12 | 3961 | | 052 | 3485 0,92 2613 1,32 | 1689 | | 1072
0,13 |395fi' 0,53 3407 0,03 | 258 1,33 | 1647 | | 1073
0,14:3951 0,54 | 3448 | 0,94 | 2565 1,34 1ﬁ2ﬂ| 1,74
015 3943 0,55 | 3429 | 0,95|2541‘ 1.35 1604 | | 1,75
016 | 3030 | | 056 3410 0,96 | 2516 | 1,36 | 1582 1,76
0,17 | 3932 | | 0557 3391 0,97 | 2492 1,37 | 1561 1,77
018 | 3025 | 0,58 | 3372 0,95 | 2468 1,38 | 1539 1,78
0,19 | 3018 :0,5913352| 0,99 | 2444 1,39 | 1518 1,79
0,20 (3910 | ! 060 | 3332 | | 100 | 2420 1,40 | 1497 1.80
0,21 | 3902 0,61 3312 1,00 | 2396 | | 1,41 1476 1,81
0,22 | 2804 | | 0,62 3202 | | 1,02 | 2371 | | 1.42 1456 1,82
0,23 | 3885 0,63 | 3271 | | 1,03 2347 1,43 | 1435 1,88
0,24 | 3876 0,64 | 3251 | | 1,04 | 2323 | | 144 | 1415 | | 1.84
0,25|3sm! 0,65 | 3230 | 1,05 | 2209 1,45 ‘ 1394 1,85
0,26 | 3857 0,66 | 3200 1,06 | 2275 1,46 | 1374 1,86
0,27 | 3847 0,67 | 3187 | | 1,07 | 2251 1,47 | 1354 1,87
| 028 | 3836 0,68 | 3166 | | 1,08 2227 | | 148 1334 1,88
| 0,29 | 3825 | | 0,60 | 3144 | | 100 2203 |1,49 1315 1,89
030 [ 3814 | 070 [ 3123 | 1}10 | 2179 1,50 | 1295 1,90
031 (3802, | o071 | 8101 1,11 | 2155 1,51 | 1276 1,91
0,32 | 3790 0,72 | 3079 112 | 2131 1,52 | 1257 1,92
0,33 | 3778 0,73 | 3056 113 | 2107 1,68 | 1238 1,93
0,34 | 3765 0,74 | 3034 1,44 2083 | | 1,54 1219 1,04
0,35 | 3752 | | 0.75 | 3011 145 2060 | | 1.55 1200 1,95
|
0,36 | 3739 0,76 | 2080 | | 1,16 | 2036 1,56 | 1182 1,96
0,37 | 3725 077 | 2966 147 | 2012 1,57 | 1163 1,97
0,38 | 3712 0,78 | 2043 1,18 | 1989 | 1,58 | 1145 1,98
0,30 | 3697 | | 0,79 | 2920 1,19 | 1965 | | 1,59 | 1127 1,99
0,40 | 3683 080 | 2897 | 120 [ 1942 | | 1,60 | 1109 | | 200
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4 Quadratwurzeln. Quadrate. Exponentiallunktion. Konstanten
Tafel 4a. Quadratwurzeln und Quadrate
n 3 | yion 1 nt l n Vn Y10n n?
1 1,000 000 Ir 3,162 278 1 | 51 7,441 428 | 22,583 180 | 2601
2 | 1,414 214 | 4,472 136 4 | 52 7,211 103 | 22,803 509 @ 2704
3 | 1,732 051 5,477 226 ] | 53 7,280 110 | 23,021 729 = 2800
4 | 2,000 000 6,324 555 16 | b4 7,348 469 | 23,237 000 | 2916
5 | 2,236 068 7,071 0G8 25 55 7,416 198 | 23,452 079 | 3025
6 | 2,449 490 7,745 967 36 56 7,483 315 | 23,664 319 | 3136
T 2,645 751 8,366 600 49 57 7,549 834 | 23,874 673 | 3249
8 | 2,828 427 8,944 272 G4 68 7.615 773 | 24,083 189 | 3364
9 | 3,000 000 9,486 833 51 59 7,681 146 | 24,280 916 | 3481
10 | 3,162 278 | 10,000 000 | 100 G0 7,745 067 | 24,494 897 | 3600
11 10,488 088 | 121 i1 7,810 250 | 24,608 178 | 3721
12 10,054 451 | 144 62 7,874 008 | 24,809 799 | 3844
13 11,401 754 | 169 G3 7,937 254 | 25,009 801 | 3969
14 11,832 160 | 196 64 | 8,000 000 | 25,208 221 | 4096
15 12,247 449 | 225 65 8,062 258 | 25,405 098 | 4225
16 12,649 111 260 66 | 8,124 038 | 25,680 465 | 4350
17 13,038 405 | 289 67 8,185 353 | 25,884 358 | 4480
18 | 13,416 408 | 324 68 8,246 211 | 26,076 810 | 4624
19 113,784 0490 | 361 69 8,306 624 | 26,267 851 @ 4761
20 14,142 136 | 400 | 70 8,366 600 | 26,457 513 4800
21 | 4,582 576 |14,401 377 | 441 | 71 | 8,426 150 | 26,645 825 5041
22 | 4,600 416 | 14,832 3087 | 484 72 8,485 281 | 26,832 816 | 5184
23 | 4,785 832 | 15,165 751 | 529 73 8,544 004 | 27,018 512 | 5320
24 | 4,898 979 | 15,481 933 | 576 74 8,602 325 | 27,202 941 | 5476
25 | 5,000 000 | 15,811 388 | 625 75 8,660 254 | 27,386 128 | 5625
26 | 5,000 020 | 16,124 5156 | 676 76 8,717 798 | 27,668 098 | 5776
27 5,196 152 | 16,431 677 | 728 i 8,774 964 | 27,748 874 | 5929
28 | 5,201 503 | 16,733 201 | 784 8 8,831 761 ! 27,028 480 | 6084
20 | 5,385 165 | 17,029 386 | 841 79 8,888 194 | 28,106 939 | 6241
30 | 5,477 226 [ 17,320 508 | 800 80 8,044 272 | 28,284 271 | 6400
5 | 5,567 764 | 17,606 817 | 961 81 9,000 000 | 28,460 499 | 6561
| 32 5,666 854 | 17,888 544 | 1024 82 9,055 385 | 28,635 642 | 6724
L33 5,744 563 | 18,165 902 | 1089 83 9,110 434 | 28,809 721 | 6889
34 5,830 952 | 18,439 089 | 11566 84 9,165 151 | 28,982 753 | 7056
35 5,916 080 | 18,708 287 | 1225 85 | 0,219 544 | 20,154 759 | 7225
36 6,000 000 | 18,973 6066 | 1296 86 | 9,273 618 | 20,325 757 | 7306
37 6,082 763 | 19,235 384 | 1369 87 9,327 370 | 29,495 762 | 7569
38 6,164 414 | 19,493 589 | 1444 88 0,380 832 | 20,664 T84 | 7744
39 6,244 068 | 19,748 418 | 1521 89 | 9,433 081 | 20,832 868 | 7921
40 | 6,324 555 | 20,000 000 | 1600 90 9,486 833 | 30,000 000 | 8100
| 41 6,403 124 | 20,248 457 | 1681 1 9,530 392 | 30,166 208 | 8281
| 42 6,480 741 | 20,403 902 | 1764 02 9,501 663 | 30,331 502 | 8464
43 6,557 439 | 20,736 441 | 1849 93 9,643 651 | 30,495 901 | 8640
44 | 6,633 250 | 20,976 177 | 1936 94 | 9,695 360 | 30,659 419 | 8836
45 | 6,708 204 | 21,213 203 | 2025 95 | 9,746 794 | 30,822 070 | 9025
46 | 6,782 330 | 21,447 611 | 2116 96 | 9,797 959 | 30,983 867 | 9216
47 | 6,855 655 | 21,679 483 | 2209 a7 9,848 858 | 31,144 823 | 0400
48 | 6,928 208 | 21,908 902 | 2304 98 | 9,800 495 | 31,304 952 | 9604
49 | 7,000 000 | 22,135 044 | 2401 99 | 9,949 874 | 31,464 265 | 9801
50 | 7,071 068 | 22,860 680 | 2500 100 | 10,000 000 | 31,622 777 |10000




428 ANHANG B, ZANLENTAFELN

=

ki

Tafel 4h. Exp tialfunktion und :.,p..' 1i

| rz‘ |l tnnh 2 1' ' @ | [t tanh x
| l) 00000 0,50 | 1,6487 | 0, 46212 1,0 2,7183 | 0,76159
1 | 1
P 001 | 1,0104 | 0,00000 0,51 | 1,6653 | 0,46995 | | 1,1 3,0042 | 0,80050
| 0,02 | 1,0202 | 0,02000 | 0,52 |1,6820 | 0,47770. | [1,2 34,3201 | 0,83365
{ 0,08 | 1,03056 | 0,02999 | 0,53 | 1,6980 | 0,48538 | | 1,3 34,6603 | 0,86172
| 0,04 | 1,0408  0,03998 0,64 | 1,7160 | 0,40299 | | 1,4 4,0552 | 0,88535
0,05 . 1,0513 | 0,04906 | 0,55 | 1,7333 | 0,50052 | 1,5 4,4817 | 0,90515
| 0,06 | 1,0618 | 0,05993 | | 0,56 | 1,7507 | 0,50798 l | 1,6 | 4,9530 | 0,92167
| 0,07 | 1,0725 | 0,06989 0,57 | 1,7683 | 0,51536 | | b f 5,4739 | 0,93541
| 0,08  1,0833 | 0,07983 0,58 | 1,7860 | 0,52267 | | 1,8 |  6,0496 | 0,94681
1 0,00 | 1,0942 | 0,08076 | 0,59 | 1,8040 | 0,52990 | | 1,9 65,6859 | 0,95624
0,10 | 1,1052 | 0,09867 | | 0,60 | 1,8221 | 0,53705 | | 2,0 T7,3801 | 0,96403
L 011 ! 1,1163 | 0,10856 I 0,61 |1,8404 | 0,54413 | | 21 | 8,1662 | 0,87045
{ 0,42 | 1,1275 | 0,11943 | 0,62 | 1,8680 [ 0,65113 | | 2,2 89,0250 | 0,97574
0,48 | 41,1388 | 0,12027 0,63 | 1,8776 | 0,565805 | 2,3 9,9742 | 0,98010
L 044 | 1,1503 | 0,13909 0,64 | 1,8965 | 0,56490 | 24 11,023 0,98367
| 045 | 1,1618 | 0,14880 | | 0,65 | 1,9155 0,57167 2,6 12,182 (,98661
! 016 | 41,1735 | 0,15865 | | 0,66 | 1,9348 | 0,57836 | 2,6 13,464 0,08903
| 047 | 1,1853 | 0,16838 | 0,67 | 1,9542 | 0,58498 2,7 14,880 0,99101
| 0,18 | 1,1972 | 0,17808 0,68 | 1,9739 | 0,50152 | 2,8 16,445 0,99263
10,49 | 1,2092 | 0,18775 0,69 | 1,0937 | 0,59798 2,9 18,174 0,99396
L 0,20 1,2214 | 0,19738 0,70 | 2,0138 | 0,60437 3,0 20,086 0,99505 |
| 0,21 | 1,2337 | 0,20897 ! 0,71 | 2,0340 | 0,61068 31 22,198 0,99595
0,22 | 1,2461 | 0,21652 | 0,72 | 2,0544 | 0,61601 3.2 24,533 0,99668
0,23 ' 1,2586 | 0,22603 0,73 | 2,0751 | 0,62307 3.3 27,113 0.99728
0,24 1,2712 | 0,23550 0,74 | 2,0959 | 0,62015 3.4 29,964 0,98777
0,25 1,2840 | 0,24492 0,75 | 2,170 | 0,63515 3.5 33,115 0,99818
| 0,26 1,2969  0,25430 0,76 | 2,1383 | 0,64108 3,6 36,508 0,99851
10,27 | 1,3100 | 0,26362 0,77 | 2,598 | 0,64603 3,7 40,447 | 0,00878
0,28 ' 1,3231 | 0,27291 0,78 | 2,1815 | 0,65271 | 3.8 | 44,701 0,99900
0,29 | 1,3364 | 0,28213 0,79 | 2,2034 | 0,65841 3,9 49,402 | 0,99918
0,30 | 1,3409 | 0,20131 0,80 | 2,2255 | 0,66404 | 4,0 | 08 0,99933 |
0,81 1,3634 | 0,30044 0,81 | 2,2478 | 0,66950 4,1 60,340 | 0,99945
0,32 1,3771 | 0,30951 0,82 | 2,2705 | 0,67507 | 4,2 66,686 | 0,00055
0,33  1,3910 | 0,31852 | 0,83 | 2,2033 ! 0,68048 | 4,3 73,7000 | 0,99963
0,34  1,4049 | 0,32748 0,84 | 2,3164 | 0,68581 4,4 | Bl451 | 0,90970
0,35 ' 1,4191 | 0,33638 1 0,85 |2,3398 0,69107 4,5 | 90,017 | 0,99975
0,36 1,4333 | 0,34521 | 0,86 :2,3632 0,69626 | 4,6 09,484 | 0,99980
0,37 | 1,4477 | 0,35399 0,87 | 2,3869 | 0,70137 | | 4,7 109,95 | 0,99983
0,38 | 1,4623 | 0,36271 | 0,88 | 2,4100 | 0,70642 | 4,8 | 121,51 0,99986
0,39  1,4770 | 0,37136 | 0,89 | 24351 | 0,71139 1 4,8 134,20 (,99989
0,40 | 1,4918 | 0,37995 | | 0,90 | 2,4596 | 0,71630 i 4,0 | 148,41 0,99991
0,41 | 1,5068 | 0,38847 | 0,91 | 2,4843 | 0,72113 | 6,1 | 164,02 0,90903
0,42 | 1,5220 | 0,39693 : 0,92 12,6003 | 0,72590 5,2 | 181,27 0,99994
0,43 | 1,5373 | 0,40532 0,93 'r 2,5345  0,73059 5,3 | 200,34 0,99905
| 0,44 11,5527 | 0,41364 0,94 | 2,5600 | 0,73522 5,4 I 221,41 | 0,99996
| 0,45 | 1,5683 | 0,42190 0,95 | 2,6857 | 0,73978 | 5,6 | 244,60 0,99997
0,46 | 1,5841 | 0,43008 | 0,96 | 2,6117 | 0,74428 | 5,6 | 270,43 0,99997
0,47 ' 1,6000 | 0,43820 | 0,97 | 2,6379 | 0,74870 | 5,7 | 208,87 0,09998
0,48 | 1,6161 | 0,44624 0,98 | 2,6645 0,75307 | 5,8 | 330,30 0,09998
0,49 | 1,6323 0,45422 | 0,99 | 2,6012 | 0,75736 5,9 | 365,04 0,09998
0,50 | 1,6487 | 0,46212 | 1.00 2 7183 | 83 1 0 76159 } 6,0 | 403,43 0,99999

kT




Axmaxa b,

Tafel 4c. Einige

o —

log, 2
log, 3
log, 10

I

2,718
7,389
1,648

3,141
9,869
1,772

2,506
1,253

1,464

23,140
4,810
2,193

0,497
1,144

1,414
1,732
3,162

1,259

2,154

0,693
1,098
2,302

ZANLENTAFELN

wichtige Zahlenwerte

828
099
271

l

654 =

401

181

4 093

1/0,367
1/0,135
1/0,606

1/0,318
10,101
1/0,564

1/0,308
1/0,797

1/0,682

= 1/0,043

1/0,207

= 1/0,455

1/0,707
1/0,577
1/0,316

1/0,793
1/0,464

1/0,434

441
283

660

880

184
484

576
128

526

883

482
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5 Hilfstafel fiir die Zufallsauswahl
Tafel 5. Zufillig angeordnete Ziffern

| Zeile Spalte Nr.
0 1 b 3 4 5 ] 7 AUt

87331 82442 28104 26432 83640 17323 68764 84728 37995 06106
33628 17364 01409 87803 65641 33433 48044 64209 79066 31777
54680 13427 72496 16967 16195 96593 55040 53720 62035 66717
51199 49794 40407 10774 08140 83801 37105 24066 61140 65144
78702 98067 61313 91661 59861 54437 77730 10892 54817 88645
55672 16014 24802 13080 00410 81458 76156 28180 40505 21500
18880 58497 03862 32368 59320 24807 63392 70703 063043 09425
10242 62548 62330 05703 33535 40128 66298 16193 55301 01308
54993 17182 94618 23228 83805 73251 68199 64630 $3178 70521
22686 50885 16006 04041 08077 33085 35237 02502 94755 72062
10 | 42349 03145 15770 70665 53201 32288 41568 66079 98705 31029
11 | 18093 00553 30428 75464 71320 86344 80729 40016 18860 51780
12 | 11535 03024 84252 74705 40193 84507 42407 21918 91384 84721
13 | 35066 73848 65351 53270 67341 70177 92373 17604 42204 60476
14 | 57477 22809 73558 96182 06779 01604 25748 59553 64876 94611
15 | 48647 33850 52956 45410 88212 05120 09391 32276 55961 41775
16 | 86857 81154 22223 74050 53206 67767 55866 49061 60037 81818
17 | 20182 36007 04644 99122 09774 20189 27212 79000 50217 71077
18 | 83687 31231 01133 41432 54542 60204 81618 00586 34481 87683
19 | 81316 12390 46074 47810 90171 36313 95440 77583 28506 38808
20 | 87026 52826 58341 76540 04105 06191 12914 55348 07907 06978
21 | 84301 76733 07251 90524 21031 83605 41340 53581 64582 60210
22 | 70734 24337 32674 49508 49751 90489 63202 24380 77943 09942
94710 31527 73445 32839 68176 53580 85250 53243 03350 00128 |
76462 16987 07775 43162 11777 16810 75158 13894 88945 15539 |
25 | 14348 28403 70245 69023 34196 46398 05964 64715 11330 17515
26 | 74618 89317 30146 25606 04507 98104 04230 44073 37636 88866
| 27 | 99442 19200 85406 45358 86253 60638 38858 44964 54103 57287
| 28 | 26869 44309 80452 06652 31271 00847 46551 83050 92058 83814
] 20 | 80988 08140 50400 08584 28385 63680 44638 01864 96002 87802

=
e

Lol =]

L= R

134
()

30 07511 79047 89280 47774 67104 37362 85684 55505 97808 67050

31 49779 12138 05048 03535 27502 63308 10218 53206 48687 61340

32 47938 55845 24003 19635 17471 65997 85906 98694 56420 T835T

a3 15604 06626 14360 79542 13512 87505 08542 03800 35443 52823

34 12307 27726 21864 00045 16075 03770 B69T8 52718 02693 09096
| 35 02450 28053 66134 09445 01316 25727 80309 85272 (7148 78358
| 36 57623 54382 35236 89244 27245 90500 75430 96762 71968 65838
37 9762 78840 03105 40481 00431 03304 21079 86458 21287 76566
a8 B7373 81137 31128 67050 34309 44814 80711 61738 61498 24288
39 67094 41485 54149 86088 10192 21174 39948 67268 29938 32476
40 | 94456 66747 76022 BTGA2T7 71834 5HT688 04878 TR348 68070 60048
41 68358 75202 27710 86880 81678 79798 58360 39175 TH667 65782
42 52393 31404 32584 06837 79762 13168 T6055 54833 22841 08889
43 59565 91254 11847 20872 37625 41454 86861 55824 79793 74575
44 48185 11066 20162 38230 16043 48409 47421 21195 98008 57305
45 19230 12187 86658 12071 52204 76546 63272 19312 81662 90557 |
46 84327 21042 B1727 68735 89190 58491 55329 96875 19465 89687 |
47 774300 71210 00581 50124 12030 50280 12358 76174 48353 09682 |
48 12462 19108 70512 53926 25595 B7085 03833 59806 12351 64253 |
| 49 11684 06644 57816 10078 45021 47751 38285 73520 08434 65627
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Tafel 5. Zufiillig angeordnete Ziffern (Fortsetzung)

431

Spalte Nr.

Nr. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
50 | 12806 36576 68686 08462 65652 76571 70801 09007 04581 01684
51 | 59090 05111 27587 90349 30789 50304 70650 06646 70126 15284
52 | 42486 (7483 65282 10037 80588 73076 41820 46651 40442 40718
53 | 8B6G2 03928 03249 85010 97533 88643 20820 21557 47328 36724
54 | 60403 03626 92078 53460 15465 83516 54012 80500 55976 46115
55 | 56434 70543 38696 98502 32092 95505 62091 39549 30147 08209
56 | 58227 62694 42837 20183 11393 68463 25150 86338 95620 39836
57 | 41272 04027 15413 40505 33123 63218 72040 098349 57240 40170
B8 | 36819 01162 30425 15546 16065 68459 35776 64276 92868 07372
59 | 31700 66711 26116 55755 33584 18081 38709 57276 74660 90392
60 | 608565 63699 36839 90531 97125 87875 62824 03880 12538 24740
61 | 44322 17569 454309 41455 34324 90002 07978 26268 04279 76816
62 | 62226 306061 87011 66267 78777 78044 40819 49406 39814 73867
63 | 27284 10737 08741 72531 52741 26090 98755 19657 08665 16818
64 | 88341 21652 094743 77268 79525 44760 66583 30621 90534 62050
65 | 53266 18783 51903 56711 328060 69513 61963 80470 88018 86510
66 | 50527 49330 24830 42520 03044 05210 88724 37247 84166 23023
67 | 15656 07852 77206 35944 71446 30573 19405 57824 23576 23301
68 | 62057 22208 03314 83465 57466 10465 19891 22308 01900 67484
69 | 41769 56091 19802 96253 02808 45785 52774 49674 68103 65032
70 | 25998 72416 44473 41200 93005 17338 G9802 08548 02420 85238
71 | 22842 57871 04470 37373 34516 04042 04078 35338 34303 97573
72 | 55704 31082 05234 22664 22181 40358 28089 15700 33340 18852
73 | 94258 18706 09437 06041 90052 80862 20420 24323 11635 91677
T4 T4145 20453 29657 98868 56605 53483 #7440 35000 08042 62697
75 | 88881 12673 73961 80884 73247 97670 69570 88888 58560 72580
76 01508 56780 52223 35632 73347 71317 46541 88023 360656 To332
77 | 92069 43000 28233 06058 82527 25250 27555 20426 60361 63525
78 | 53366 35240 02117 68620 30388 69795 73215 01846 16983 78560
79 | 88057 54097 49511 74867 32102 90071 04147 46094 63519 07199
80 | 85492 82238 02668 91854 86140 28500 77853 81035 45561 16032
81 | 30453 62123 69011 53017 34964 00786 24614 49514 01056 18700
82 | 82027 98111 08870 56960 60566 62662 07353 84838 14570 14508
83 | 01142 51743 38200 31474 06095 15163 54380 77849 20465 03142 |
84 | 12031 32528 61311 53730 89032 16124 58844 35386 45521 59368 |
85 | 31313 59838 20147 76882 74328 09955 63673 06651 53264 29871
86 60767 41056 97400 44876 62210 35430 70102 99248 71179 26052
87 | 30522 05600 84966 26554 24768 72247 §4003 85375 92518 16334
88 | 74176 19870 80874 64799 03792 57008 57225 36677 46825 14087
89 | 17114 03248 37065 91346 04657 93763 02210 43676 44944 75798
00 | 53005 11825 04008 87587 05742 31914 55044 41818 20667 77424
01 | 31985 B1530 79942 40471 46200 27639 04000 42085 79231 03932
02 | 63499 60508 77522 15624 15088 78519 52270 70214 43623 69166
93 | 30506 42444 09047 66010 91657 37160 37408 85714 21420 80996
94 | 78248 16841 92357 10130 68990 38307 61022 56806 81016 38511
95 | 64996 84780 50185 32200 64382 29752 11878 00664 54547 62507
96 | 11063 13157 09136 01769 30117 71486 80111 09161 08371 71749
97 | 44335 01450 43456 00440 18338 19787 31330 60473 06606 89788 |
08 | 42377 11868 44520 01113 11341 11743 97949 49718 99176 42006
1] T7562 18863 568515 00166 78508 14864 19111 57183 85808 59385
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6

Tafel 6. Werte von @ zu gegebenen Werten

Axnana b,

Chi-Quadrat-Verteilung

der Yerteilungsfunktion (60.%)

ZAMLENTAFELN

Beispiel: Bei 3 Freiheitsgraden ist F — 0,99 fir = = 11,34,

i) Anzahl der Freiheitsgrade

G 2 SwRi|veeni i 6 T8 9 | 10

0,000 0,00 o000| 002| 009 o021] 038 060| 086 115 1,48
0,005 0,00 | 0,01 | 0,07 021 | 041 068| 099 | 134 173 2186
0,00 0,00 0,02 011| 030 0,55| 0,87 | 1,24 | 165 | 200 2.56
0,025 0,00 | 0,05 022 048 083 | 1,24 | 1.69 | 248 | 270 | 325
0,05 | 000 010 035| 071 | 15| 1,64 247 | 273 | 333 | 3.04|
01 0,02 021| 058 1,06 1,61 | 220 | 283 | 340 417! 487
025 | 040 | 0,58 | 1,21 | 1,92 | 267 | 345 | 425 | 507 | 590 674
05 | 045| 1,30 | 237 | 336 | 435| 535 | 6,35| 7.34| 834 9,34
0,75 | 1,82 | 277 | 411 | 580 | 663 | 7.84 | 9,04 1022 [11.39 | 1255
0,0 271 | 4,61 | 625 7,78 | 9,24 | 10,64 | 12,02 | 13,36 | 14,68 | 15.99
0,95 | 3,84 | 599 | 7,80 | 9,49 | 11,07 [ 12,59 | 14,07 | 15,51 | 16,92 | 18,31
0,975 502 | 7,38 | 9,35 | 11,14 | 12,83 | 14,45 | 16,01 | 17,53 | 19,02 | 20,48
0,99 | 6,63 | 9,21 | 11,34 | 1328 | 15,00 | 16,81 | 18,48 | 20/09 | 21.67 | 23.21
0,995 7,88 | 10,60 | 12,84 | 14,86 | 16,75 | 18,55 | 20,28 21,96 | 23.50 | 2519
| 0,999 10,83 | 13,82 | 16,27 | 18,47 | 20,52 | 22,46 | 24,32 | 26113 | 27.88 | 20,59
Fiz) Anzahl der Freiheitsgrade

i 11 120 | 43 | 44 | A5 | d6. | a7 | 18 | 49 ] 20

0,001 1,83 | 221 262 3,04 348| 394 442| 100 541 592
0,005| 2,60 | 3,07 | 357 | 4,07 460 514| 570 | 626 6.84| 7.43
0,01 | 3,05 3,57 | 411 | 466 | 528 | 581 | 641 | 701| 7.63| 826
0,025 3,82 | 440 | 501 | 563 | 626 691 | 7.56| 823 | 891| 959
0,05 | 4,57 | 523 | 580 6,57 T.26| 7,96 8,67 | 9,30 10,12 | 10,85
0,1 5,58 [ 6,30 | 7.04| 7,79 | 855 | 9,31 | 10,00 | 10,86 | 11,65 | 12,44
0,25 | 7.68 | 844 | 930 [ 10017 | 11,04 | 1101 | 1270 | 15,68 | 1456 | 15.45
0.5 | 10,34 | 11,34 | 12,34 | 13,34 | 1434 | 15,34 | 16,34 | 1734 | 18,34 | 19,34
0,75 | 13,70 | 14,85 | 15,08 | 17,12 | 18,25 | 19,37 | 20,49 | 21,60 | 2272 | 2383
0,9 | 17,28 18,55 19,81 | 21,06 | 22,31 | 23,54 | 24,77 | 25,99 | 27.20 | 28.41
0,95 | 10,68 | 21,03 | 22,36 | 23,68 | 25,00 | 26,30 | 27,59 | 28,87 | 30,14 | 31,41
0,075 | 21,92 | 23,34 | 24,74 | 26,12 | 27,49 | 28,85 | 30,19 | 31.53 | 3285 | 34,47
0,00 | 2473 | 26,22 | 27,69 | 20,14 | 30,58 | 32,00 | 33,41 | 34,81 | 36,19 | 37.57
0,995 | 26,76 | 2830 | 29,82 | 31,32 | 32,80 | 34,27 | 35.72 | 3716 | 38.58 40,00
10,999 | 31,26 | 32,91 | 34,53 | 36,12 | 3770 | 39,25 | 40,79 | 4231 | 43)82 | 45,32
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F(x)
Tafel 6. Werte von @ zu gegebenen Werten
der Verteilungsfunktion (60.3)
(Fortsetzung)
[ F(z) Anzahl der Freiheitsprade
A _2_1 T - - 25 __26 27 28 | 29 30
0,001 64| 70 75| 81| 87| 92 08| 104 [ 110 | 116
0,005 8,0 | 8,6 9,3 9,9 10,56 11,2 11,8 12,5 134 | 13,8
001 | 89 | 95 | 10,2 | 10,9 | 11,5 | 12,2 | 12,9 | 136 | 143 | 150
0,025| 10,3 | 11,0 | 11,7 | 124 | 131 | 13,8 | 14,8 | 153 | 1600 | 168
0,05 11,6 I 12,3 13,1 13,8 14,6 15,4 16,2 16,8 17,7 | 18,5
0,1 13,2 14,0 14,8 15,7 16,5 17,3 18,1 18,9 19,8 | 20,6 |
10,25 16,3 ’ 17,2 18,1 19,0 19,9 20,8 | 21,7 22,7 23,6 | 24,5
0,5 | 203 | 21,3 | 223 | 233 | 243 | 253 | 26,3 | 27.3 | 283 | 20.3
0,75 24,9 | 286, 271 28,2 20,3 30,4 31,5 32,6 33,7 | 34,8
0,9 29,6 | 30,8 32,0 33,2 344 | 356 36,7 37,9 | 39,1 | 40,3
0,95 | 32,7 | 839 | 352 | 36,4 | 37,7 | 889 | 404 41,3 | 42,6 | 43,8
0,975 35,5 36,8 381 | 394 40,6 41,9 43,2 44,5 45,7 | 47,0
0,09 38,9 40,3 41,6 | 43,0 44,3 45,6 47,0 48,3 | 40,6 | 50,9 |
0,095| 41,4 42,8 44,2 | 45,6 46,8 48,3 49,6 61,0 62,3 | 53,7
[0.999] 468 | 483 | 49,7 | 51,2 | 526 | 641 | 56,5 | 56,9 | 5858 | 50,7 |
F ) Anzahl der Freiheitsgrade
S 40 | 50 60 70 | 80 90 | 100 | >100 (Niherung)
0,001 | 17,9 | 247 | 317 | 300 65| sa2!| 61 | (h — 3,00)2
1 0,005, 20,7 28,0 35,5 43,3 51,2 59,2 | 87,8 | (h — 2,58)%
0,01 22,2 29,7 37,5 | 45,4 53,5 61,8 | 70,1 {k — 2,33)2
0,025 24,4 32,4 40,5 48,8 57,2 65,6 74,2 (h — 1,98)%
0,05 | 26,56 34,8 43,2 51,7 60,4 69,1 7.9 (A — 1,64)%
0,1 20,1 | 37,7 | 46,5 553 | 64,3 | 73,3 | 824 3(h — 1,282
0,25 33,7 42,9 | 52,3 61,7 1,1 | 80,6 90,1 (h — 0,67)2
0,5 39,3 49,3 59,3 69,3 78,3 89,3 99,3 h2
0,75 45,6 56,3 67,0 | 77,6 881 88,6 | 1091 +(h + 0,672
0,9 51,8 63,2 T4,4 85,56 96,6 | 107,6 | 118,5 1k + 1,28)2
0,85 | 558 | 67,5 | 7941 90,5 | 101,9 | 118,1 | 124,3 | L (b + 1,64)
0,975 59,3 71,4 | 83,3 85,0 | 106,6 | 118,1 | 1296 (h 4 1,96)%
0,99 63,7 76,2 88,4 | 100,4 | 112,3 | 1241 | 135,8 (A + 2,33)%
10,995 66,8 79,5 92,0 | 104,2 | 116,3 | 128,38 | 140,2 (h + 2,58)2
0,099 | 73,4 | 86,7 | 99,6 | 112,3 | 1248 [ 137,2 | 149, |  J(h + 3,000 i
In der letzten Spalte ist h = J/2m — 1
(m = Anzahl der Freiheitsgrade)
28 Kroyazig, Methoden




434 ANBANG b, ZAULENTAFELN
7 Zum Kolmogorov-Smirnow-Test
Tafel 7. Lii e der Gleichung (S€.1)
7 = Stichprobenumfang
i n «=20% [ «=10% | a=5% | «=2% | x=1%

0 el o) 0,

1 900 950 975 | 990 995

2 684 776 842 900 929
3 565 636 708 785 820
4 493 565 624 689 734
5 447 509 563 627 669
(i 410 468 519 577 617

7 381 436 483 538 576

8 359 410 454 507 542

9 339 387 430 480 518
10 323 369 409 457 486
11 308 352 391 437 468
12 206 338 375 419 449
13 285 325 361 | 404 432
14 275 314 | 340 390 418
15 266 304 338 377 404
16 258 205 327 166 392
17 250 286 318 355 381
18 244 279 309 346 371
19 237 271 301 337 361
20 232 265 204 329 352
21 226 259 287 331 344
22 294 253 281 314 237
23 216 247 275 307 330
24 212 242 269 301 323
25 208 238 264 205 317
26 204 233 259 200 a1
27 200 229 254 284 305
28 197 225 250 279 300
29 193 221 246 275 295
30 190 218 242 270 290
35 177 202 224 251 269
40 165 189 210 235 252
45 156 179 198 229 238
50 148 170 188 | 211 226
55 142 162 180 | 201 216
60 136 155 172 L0 103 207
65 131 149 166 185 199
70 126 144 160 179 192
75 122 139 154 173 185
80 118 136 | 150 167 179
85 114 e 162 174
90 111 127 | 14 158 169
95 108 124 137 154 165
100 106 121 134 150 101

= o T T T
ﬁﬁ'gﬁ;‘gﬁﬂ 1,07/ |/.ﬂ 1,22/ |0 13(5;’ -}/:u [ 1,52/ Va i m_?.fi:if Vn i
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8 Students ¢-Verteilung

Tafel 8. Werte von = zu gegebenen Werten
der Verteilungstunktion (62.8)

=
Beispiel: Bei 9 Froiheitsgraden ist F(z) — 0,95 fiir z = 1,83,
Fl—z)=1—F(z)

R R

| Fe) | Anzahl der Freiheitsgrade J
e e e
105 000 000 | 0,00 | 0,00 | 000 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 |
0,6 0,33 | 0,29 | 0,28 | 027 | 0,27 | 0,27 | 0,26 | 0,26 | 026 | 026 |
0,7 0731 0,62 | 0,58 | 0,57 | 0,56 | 0,55 | 0,55 | 0,55 | 054 | 0.54
o8 138 1,06 0,98 | 0,04 | 0,92 | 0,01 | 090 | 0,89 | 088 | 0,88
09 308 | 1,89 | 1,64 | 1,53 | 1,48 | 144 | 1,42 | 140 | 138 | 137
0.95 | 631] 292 | 235 | 218 | 2,02 | 1,0¢ | 1,90 | 1,86 | 1,83 | 1.81
0.075| 12,7 | 4,30 | 3,8 | 278 | 2557 | 2145 | 2037 | 2.1 2028 | 223 |
{009 | 31,8 | 607 | 4,54 | 3,75 | 3,37 | 244 | 300 | 2090 | 2}82 | 276 |
10995 63,7 | 0,95 | 584 | 4,60 | 403 | 3,71 | 350 | 336 | 325 | 317
[0.000]318,3 223 |102 | 7,17 | 5,80 | 521 | 479 4,50 | 4,30 | 414 |
i bl [5:} i Anzahl der Freiheitsgrado _l
s T TR T
05 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 000 0,00 | 0,00 ‘ 0,00 | 0,00 | 0,00
0,6 | 026 | 0,26 | 026 | 0.26 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0.26
0,7 | 054 0,54 | 0,54 0,54 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0.3
0.8 | 0,88 0,87 0,87 | 0,86 | 0,86 | 0.86 | 0,86
|08 | 136 1,35 1,3¢ [ 1,33 | 1,33 | 1,33 | 1,33
[095 | 1,80 1,76 1,75 | 1,74 | 1,73 | 1,73 | 1,73 |
0,975 2,20 5 ; 211 | 210 | 209 | 2009 |
0,99 | 272 2,57 | 2,55 | 2,54 | 2,53
0,09ﬁ| 3,11 2,90 | 2,88 | 2,86 | 2.85
0,999 | 4,03 3,69 | 3,65 | 3,61 | 3,58 | 855 |
II F(z) ! Anzahl der Freiheitsgrade —|
i - 2200|2420 iee ] B0R Y A0l L B0 Tk SL 000 B2 008 | ieorl
0.5 | 0,00 | 0,00 ! 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
[0.6 | 026 | 026 | 026 | 026 | 0,26 | 0;26 | 0,26 | 0125 | 025 | 0,25
07 | 053 | 0,53 | 0,53 | 0,58 | 0,58 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 053 | 052
08 | 086 | 0,86 | 0,86 | 0,86 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 084 | 084
0.9 | 132 | 132 [ 1,32 | 131 | 131 | 1,30 | 130 | 1,20 | 120 | 128
(085 0 172 | 47 | 47 L 1,70 | 1,70 | 1,68 | 1,68 | 1,66 | 1,65 | 1,65
09751 2,07 | 2,06 | 2,06 | 2,05 | 2,04 | 2,02 | 201 | 198 | 197 | 1}08
0,99 | 2,51 | 2,40 | 248 | 247 | 246 | 2142 | 2140 | 237 | 235 | 2033
9.995| 2,82 | 2,80 | 278 | 2,76 | 275 | 2770 | 2los | 263 | 2,60 | 258
[0999] 3,51 | 347 | 344 | 341 | 3330 | 331 3.26 | 817 | 313 | 309

b
w
-
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9 F-Verteilung

Tafel 9a. Werte von @, tiir die die Verteilungs-
funktion (83.2) der F-Verteilung mit (m, n)
Freiheitsgraden den Wert 0,85 hat

Beispiel: Bei (7, 4) Freiheitsgraden ist

95%,

x

F = 0,95 fiir x = 6,00.

| # m=1|m=2|m=3|m=4|m=5 m=0|m=7 m=8 | m=9
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241

3 18,5 19, 19,2 19,2 19,3 19,3 19,4 19,4 19,4
3 10,1 9,55 9,28 9,12 8,01 8,04 8,80 8,85 8,81
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 G,00 6,04 3,00
4 G,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77
G 5,98 5,14 4,76 | 4,53 4,30 4,28 4,21 4,15 4,10
it 5,50 4,74 4,35 | 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
3 5.324 4,46 4,07 3,84 3,69 4,58 3,50 3,44 3,39
9 512 4,26 3,86 3,63 3,48 3.37 3,29 3,28 318
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
11 4,84 3,08 3,50 | 3,36 3,20 3,00 3,01 2,95 2,90
12 4,75 3,80 3,40 | 3,26 3,11 3,00 2,M 2,85 2,80
13 4,67 3,81 341 | 318 3,03 2,02 2,83 2,77 21
14 4,60 3.74 3,34 | 341 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65
15 4,54 3,68 3,28 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59
16 4,49 3,63 3,24 3,0 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54
17 4,45 3,50 3,20 2,06 2,81 2,70 2,61 2,65 2,49
18 4,41 4 3,55 3,16 2,03 2,77 2,66 2,58 2,61 2,46
19 4,38 | 3,62 3,13 2,90 2,74 2,63 2,64 2,48 2,42
20 4351 849 3410] 2,87| 2,71 2,60 251 245| 2,30
22 4,30 3,44 3,05 | 2,82 2,66 2,65 2,46 2,40 2,34
24 4,26 | 3,40 | 3,01 2,781 2,62 2,51 2,42 2,36 2.30
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,69 2471 2,89 2,32 2,27
28 4,20 3,34 2,85 2,71 2,56 2,45 2,36 2,20 2,24
30 A4AT 5882 102,00 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21
32 4451 3,30 2,90 2,67 2,51 2,40 2,81 2,24 2,19
34 4,13 | ,28 | 2,88 2,65 2,49 2,38 2,29 2,23 247
a6 411 | 3.26 2,87 2,63 2,48 2,36 2,28 2,21 2,15
38 4,10 3,24 2,85 2,62 2,46 2,35 2,26 2,18 214
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 218 212
il 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 213 2,07
G0 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,256 247 2,10 2,04
70 3,08 3,13 2,74 2,50 2,356 2,23 2,14 2,07 2,02
80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 | 2,06 2,00
80 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 241 | 2,04 1,99
100 3,94 3.00 2,70 2,46 2,31 219 2,10 2,03 1,97
150 3,90 3,06 2,06 | 43 2,27 246 2,07 2,00 1,94
200 3,80 3,04 2,65 | 2,42 2,26 2,14 2,06 1,88 1,93
! 1000 3,85 3,00 2,61 | 238 2,22 211 2,02 1,95 1,89
| oo 3,84 3,00 2,60 | 2,37 2,21 2,40 2,01 1,04 1,88
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Tafel 9a. Werte von w, fiir die die Yerteilungs- 950/0
funktion (88.2) der F-Verteilung mit (m, n)
Freiheitsgraden den Wert 0,95 hat

(Fortsetzung)
['n JTm=10 [ m=15 [ m=20 [m=30 | m=40
1| 242 246 248 250 251 252
2| 194 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5
3| 879 8,70 8,66 8,62 8,59 8,58
4 5,06 5,86 5,80 5,75 5,72 5,70
5| 474 4,62 4,56 4,50 4,46 4,44
6| 4,06 3,04 3,87 3,81 3,77 3,75
7 3,64 3,51 3,44 3,38 3,34 3,32
8 335 3,22 3,15 3,08 3,04 3,02
9| 314 3,01 2,04 2,86 2,83 2,80
10| 2,98 2,85 ‘ 2,77 2,70 2,66 2,64
11 2,85 292 | 2,65 2,57 2,53 2,51
12| 275 2,62 2,54 2,47 2,43 2,40
13 2,67 2,53 2,46 2,38 2,34 2,31
14 | 280 2,46 2,39 2,81 2,27 2,24
15 | 2,54 2,40 2,33 2,25 2,20 2,18
16 | 2,49 2,35 ‘ 2,28 2,49 | 215 2,12
17| 2,45 2,31 2,23 2,15 | 2,10 2,08
18 | 2,41 2,27 2,19 2,11 | 2,06 2,04
19 2,38 2,23 | 216 2,07 2,03 2,00
201 2385 2,20 2,12 2,04 | 1,99 1,97
22 | 2,30 2,15 2,07 1,98 ‘ 1,94 1,91
24 | 295 2,11 2,08 1,94 1,89 1,86
26 2,99 2,07 1,09 1,90 1,85 1,82
28 | 219 2,04 1,96 1,87 1,82 1,79
30| 216 2,01 1,93 1,84 179 1,76
32| 214 1,00 1,91 1,82 ‘ 1,77 1,74
34| 212 1,97 1,89 1,80 1,75 ‘ 1,71
36| 211 1,85 1,87 1,78 1,73 1,69
38| 2,00 1,04 1,85 1,76 1,71 1,68
40 | 208 1,92 1,84 1,74 1,69 | 1,66
50‘ 2,03 1,87 1,78 ‘ 1,69 | 1,63 | 1,60
60 | 1,99 1,84 1,75 1,65 1,59 | 1,56
70 | 1,97 1,81 1,72 1,62 1,57 1,53
80 [ 1,95 1,79 1,70 1,60 | 1,54 ‘ 1,51
90 | 1,04 | 178 1,69 1,59 1,53 1,49
mo| 1,93 ‘ 1,77 1,68 [ 1,57 1,52 1,48
160 [ 489 | 1,78 1,64 1,53 1,48 1,44
200 | 1,88 1,72 1,62 1,52 1,46 1,41
1000 | 1,84 ‘ 1,68 1,68 | 147 1,41 ‘ 1,36
co | 1,88 1,67 1,57 1,46 1,39 | 1,35

Lo S T S E Y
R Mmoo iy
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99
[}
Talel 9b. Werte yon e, fiir die die Verteilungs-
Tunktion (83.2) der F-Verteilung mit (m, n)

Freiheitsgraden den Wert 0,99 hat

£ m=1 m=2|m=3|m=4lm=ﬁ m=6 |m=17 | m=§8

1 l4052  [s009 [5403 |s625 5764 |sso  [s028  [sos2

2 | 985 | 90,0 | 99,2 | 99,3 | 993 | 993 | 094 | 09,4

3 | 341 | 3058 | 20,5 | 287 | 282 | 279 | 277 | 27

4 | 212 | 180 | 187 | 16,0 | 155 | 152 | 150 | 148

5 | 163 | 133 | 124 | 104 | 110 | 4007 | 105 | 103

| |

[ 13,7 i 10,9 9,78| 95| 875! 847| 826| 8410

7 | 122 | ‘o5 845! 785 746| 7.49| 699 e84

8 | 113 | 865 759/ 71| 663 637 618| 6,03

9 | 106 | s02| 699| 642| 606 580| &561| 547

10 | 1000 | 76| 655 590 564| 89| 20| 506

11 965\ 7.21| 622 s67| 532 507 489 474

12 933 0693 505| 541| 5.08| 482 44| 450

13 9.07| 670 574| 521 486 462| 444] 480

14 886 6,51 556 504| 470 446 428| 414

15 8,68 636 542] 480 46| 482| 414| 400

16 853 623 520| 477 444 420 403| 380

17 8:40| 611 518| 467 434 40| 33| 379

18 820 601 500 458 425 401| 3Bisi| 37

19 818 | 593 501 450| 417| 394 3| 5

20 | 840| 585 4,94 443] 410 387 370| 886

22 795, 5721 482 43| 390 376 359 345

24 782 &80 472| 42| 3le0| 367 250 336

26 772 | 553 464 414| 3,82 350 342 329

28 704| 545 457 407| 375| 353 338| 323

30 | 756 539 451, 402 370| 347, 330| 347

32 7601 534 446 397| 365| 343 32| 343

34 7.44| 520 aaz| 33| 3e1| 330 32| 300

36 7.40 5,25 4,38 3,89 3,57 3,35 3,18 3,05

38 785 521 434| 386 354 332 35| 302

40 731| 58 431 383| 51| 320 32| 299

50 77| 500 420| 372 34| 319 302 280 :
60 7,08 498 413| 365 334 342 2905| 282 t
70 | 701 492] 408 360 320| 307 =291| 27s| 261 ¢
80 6,96 488 404 356 320| 304! 287 274 2led| 0
90 693| 485 401| 354| 33| 301 284| 272| 281
100 6,90 482 398 a351| 321 209 28| 260 259
150 681| 475 392 345| 344| 292 276/ 263| 258
200 676| 47 388 S4a1| 31| 2se 27| 2060 250
1000 6.66| 463 3.80| 334] 304| 282 2066| 253| 243
P 663 461 378! 332 3l02| 280 24| 21| 241
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Tafel 9b. Werte von a, fiir die die Vertellungs- 99 0/0
funktion (88.2) der F-Verteilung mit (m, n)
Freiheitsgraden den Wert 0,99 hat

439

(Fortsetzung)
[ n |m=10]m=15 m=20lm:30]m=40 m=50 |m=100 o
16056 (6157  [6209  [e261  le287  |esoo  leaso 6366
2| 09,4 99,4 99,4 99,5 99,5 99,5 99,5 99,5
3| 272 26,9 26,7 26,5 26,4 , | 26,4 26,2 26,1
4| 145 14,2 14,0 13,8 13,7 13,7 13,6 13,5
5| 101 9,72 9,55 9,38 9,29 9,24 9,13 9,02
8 17,87 7,56 7,40 7,23 7,14 7,09 6,99 6,88
71 662 6,31 6,16 5,99 5,91 5,86 5,75 5,65
8| 581 5,52 5,36 5,20 512 5,07 4,96 4,86
9| 526 4,96 4,81 4,65 4,57 4,52 4,42 4,31
10| 4,85 4,56 4,41 4,25 4,17 4,12 4,01 3,91
11 | 4,54 4,25 4,10 3,94 3,86 3,81 3,71 3,60
12 | 4,30 4,01 3,86 3,70 3,62 3,57 AT 3,36
13| 4,10 3,82 3,66 3,51 3,43 3,38 3,27 347
14 | 3,94 3,66 3,51 3,35 3,27 3,22 3,11 3,00
15 | 3,80 3,52 3,37 3,21 313 3,08 2,08 2,87
16 | 3,69 3,41 3,26 3,10 3,02 2,97 2,86 2,75
17| 3,59 3,31 3,16 3,00 2,92 2,87 2,76 2,65
18 [ 3,51 3,23 3,08 2,92 2,84 2,78 2,68 2,57
19 | 343 315 3,00 2,84 2,76 2,71 2.60 2,49
201" 387 3,00 2,94 2,78 2,69 2,64 2,54 2,42
22 | 3.2 2,98 2,83 2,67 2,58 2,53 2,42 2,31
24 | 317 2,89 2,74 2,58 2,49 2,44 2,33 2,21
26| 3,00 2,82 2,66 2,50 2,42 236 | 2,25 213
28 [ 3,03 2,75 2,60 2,44 2,35 2,30 | 2,19 2,06
30| 298 2,70 2,55 2,39 2,30 2,25 | 213 2,01
32| 203 2,66 2,50 2,34 2,25 | 2,20 2,08 1,96
34| 2,80 2,62 2,46 2,30 2,21 | 2186 ‘ 2,04 1,91
36| 286 2,58 2,43 2,26 2,17 ‘ 212 | 200 1,87
38 | age 2,55 2,40 123 214 | 2089 1,97 1,84
40| 280 | 252 | =237 | 220 | 241 | 306 ‘ 194 | 1080
50| 2,70 2,42 2,27 2,10 2,01 1,95 | 1,82 1,68
60 | 263 2,35 2,20 2,03 1,94 1,88 | 1,75 1,60
70| 259 | 231 | 215 | 198 | 189 | 4183 | 1,70 | 154
80| 2,55 2,27 242 | 1,94 1,85 1,79 1,66 1,49
90 | 252 2,24 2,00 1,92 1,82 1,76 1,62 1,46
100 | 2,50 2,99 2,07 1,89 1,80 1,73 1,60 1,43
150 | 2,44 216 2,00 1,83 1,73 1,66 1,52 1,33
200 [ 241 2,13 1,97 1,79 1,69 1,63 1,48 1,28
1000 | 2,34 2,06 1,90 1,72 1,61 1,64 | 1,38 1,11
oo | 2,32 2,04 1,88 1,70 1,59 1,52 | 1,36 1,00
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10 Zu den verteilungsunabhiingigen Verfahren

Tafel 10a. Vertellungsfunktion F () =P (7T < ) der Variablen T
in Abschnitt 116

Fir n = 3 ist F(2) = 1 — 0,167 = 0,833.
Fiir n = 4 ist F(3) =1 — 0,375 = 0,625, F(4) = 1—0167 = 0,833 usw.

| 5]

1 n N n
x = |l x - x | ! xz E z - _10
0, 0, To | | [w 0, 0,
0 0| 008 0| 001 1| 00 | 2| oo 4 | 001 6| 001!
1 1| 042 1foo8} | 2005 3 | 003 5 | 003 7| o0z !
2|17 | § 2l | | §|015 4 | 007 6 | 008 8| 005
3242 | 3068 | | 4035 5 | 018 7| 012 o ! o008
4 | 41186 | | 5068 & | 081 8| o2z | |10 014
e . =X 5|25 | | 8|11 7| 054 o |os8 | 11028
n 6| 300 7 {1m 8|08 | |10 060 | |12 | 036
T e - | 7| 500 8 | 251 9[188 | {11000 | |18 | 054
ikl = ! 9| 386 10190 | |12 | 130 | | 14 | 078
0, =10 110|500 | |11 {24 |33 170 | |15 | 108
50 | 001 : — l1ziseof |14 288 | | 16| 148
51| 002 L, 13 | 452 | (15| s08 | |17 | 190
52 | 002 | |43 | oo — |18 (861} [18 242
53 | 003 44 002 |17 | 460 | |19 | 300
54 | 004 45 | 002 20 | 364
55 | 005 | |46 [ 003 l21 | 481
i | ooa | | a7 | 008 L:i 500 |
57 7 48 | 004 o A
58 | 008 | |40 | 005
50 [ 010 50 [ 006 | =18
60 | 012 51 | 008
a1 | 014 52 | 010 a, ]
gz 07| |b53f0e 27 | 001 £ |=15
63 | 020 | |54 014 28 | 002 n
64 | 023 85 | 017 20 | 002 0, S ST
65 | 027 56 | 021 30 | 003 | |23 o001 | |- e
66 | os2 | |57 | o025 81004 | |24 D02 0, P (e
67 | 037 58 | 029 32| 006 | |25!008| 18! 001 L=
65 | 043 50 | 034 83 | 008 | |26 | 004 | (10| 002 T
60 | 040 | |60 | 040 010 | |27 | 006 | |20 002 0,
70 | 056 | |61 | 047 015 | {28008 | 21003 |14 001
71| 064 | |62 | 0se o016 | |20 |o10| |22 005 |15 | 001
72 | 078 | | es | Doz oz1 | |20 o014 | |23 007 | |16 | 002
73 | os2 | |64 | 072 026 | |31 o018 | (24010 |17 | 003 |
74| 098 | |65 | 082 032 | |32 o023 | |25 018 |18 005

048 84 | 037 27 024 20 [ 011
058 85 | 040 28 | 081 21 | 015

053 a7 | 070 30 | 051 23 | 020
097 88 | 084 31 | 063 24 | 038
114 89 | 101 32 | 078 25 | 050 |
‘| ogg 26 | 064 |
163 41 | 141 84 | 117 271 082

225 44 | 218 37 | 194 .80 158
268 45 | 248 38 | 225 31 | 184

a78 40 | 335 42 | 374 35 | 838
412 60 | 423 43 | 415 36 | 383
447 51 | 41 44 | 457 37 | 420

l%?a'SS?ES%S%%&&S&:&%:E%%%%&E
&
g
=
=
=
I
=
8
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Talel 10b. Kritische Werte zu Abschnitt 117
¢, und ¢, sind der groBte ganzzahlige bzw. kleinste ganzzahlige Wert,
fiie den P(V = ¢;) = o bzw. P(V =¢,) = o ist.
m é i— (e ‘2
a=5% | a=19 | a=5% | «=19]
5 3 2 | 5 8 9
L] 3 2 (i} 10 11
T 4 3 T 11 12
8 4 4 | 8 12 13
9 6 4 1 L) 13 15
10 G 5 | 10 15 16
11 7 6 11 16 17
12 8 T 12 17 18
13 9 7 13 18 20
14 10 8 14 19 21
15 11 9 [ 15 20 22
16 11 10 | 16 22 23
17 12 10 | 17 23 25
18 13 11 18 24 26
19 14 12 19 25 27
20 15 13 | 20 26 28 o |
21 16 14 pi 27 29
22 17 14 22 28 31
23 17 15 23 30 32
24 18 16 24 31 33
25 19 17 | | 25 32 34
26 201 8] | 26 33 35
27 21 19 | 27 34 36
28 22 19 28 35 38
29 23 20 | 29 36 39
30 24 21 30 s S|

Tafel 10e, Zum Rangtest in Abschnitt 118

Zweiseitiger Test. Verwerfung, wenn die Testgrofe u, (5. Abschn. 118)
gleich der in der Tabelle angegebenen Zahl oder kleiner als diese ist

s ??i;”|"i_%_i Ir_;, Al "“;%j o 1%
[ 6 o|o [ 11| 5 | 16 | 80 | 18
7 a0 12| 1du] 17 | 35 | 23
gl 2| ol | a3 | 17| 10 18 | 40 | 28
9 6 1 |14 | 21 | 18 | 19 | 46 | 32
10 | 8| 3| [ 45 |2 |16 | |20 | 62| 38
Fiir groBe m ist der Lkritische Wert ungefihr gleich
M— 1,96 YN (59) bzw. M — 258N (19)
mit
M) N=M)-2%”-ﬂ“.

£
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Einige Grundbegriffe

Klassische Wakrscheinlichkeitsdefinition von LAPLACE

(14.1) P(A) = g/m

g = Anzahl der Fille, bei denen A eintrifft, m = Anzahl aller gleich-
méglichen Fille

Axiome der Wahrscheinlichkeit siehe Abschn. 15.
Komplemenidres Ereignis. Es ist

(16.1) P(d) =1 — P(d)

(21.1) PX>c)=1—P(X =<e¢).

Additionsformel fiir beliebige Ereignisse

(18.1) P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB).

Bedingte Wahrscheinlichkeit

(19.1) P(B|A) = P(AB)[P(d) [P(4) + 0]
(19.3) P(4B) = P(4) P(B | 4) = P(B) P(4 | B).
Unabhingigkeit. Zwei Ereignisse 4 und B heiBen unabhiingig, wenn
(20.1) P(AB) — P(4) P(B)

gilt. Zwei Zufallsvariable X und Y heiflen unabhiingig, wenn fiir
alle (z, y) die Beziechung

(56.1) Fx,y) = Fy(z) Fa(y)

gilt.

Hiiufigkeitsfunktion f(x) und Summenhéiufigheitsfunktion F(x) einer
Stichprobe sieche Abschn. 4 bzw. 7.

Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) bzw. Dichte f(x) einer Zufallsvariablen
siche Abschn. 22 bzw. 26.




ANHANG 6. FORMELZUSAMMENSTELLUNG 443

Verteilungsfunktion
(24.1) F(z) = P(X < z)
(24.3) Pla< X <b)=F(b) — Fla)

Im diskreten bzw. stetigen Fall ist

(@5.1), @61) Fl@)= 3 f@m) bow. f fv) dv.

Mittelwert
Mittelwert einer Stichprobe x, x,, . . ., 2,
b L 1
(8.1) ;c=f._lla:j=;(;;l+xe+...+xn)

Haufigster Wert, Medianwert und Zentralwert einer Stichprobe siehe
Abschn. 9.

Mittelwert einer diskreten bzw. stetigen Verteilung mit der Wahrschein-
lichkeitsfunktion bzw. Dichte f(z):

o0

(28.1) p=Xafx;)  bazw. [ «f(z) dz.

Der Mittelwert einer Summe von Zufallsvariablen ist gleich der Summe
der Mittelwerte dieser Variablen (Satz 58.1). Der Mittelwert des Pro-
duktes wnabhingiger Zufallsvariablen ist gleich dem Produkt der
Mittelwerte dieser Variablen (Satz 58.2).

Lineare Skalentransformation. Hat die Zufallsvariable X den Mittel-
wert p, so hat die Zufallsvariable X* = ¢, X + ¢, den Mittelwert

(71.2) u* =cp +c,.

Yarianz
Varianz einer Stichprobe x,, xy, . . ., x,:

> Lk 1 o 2
(8.3) T e lj‘f‘}u (2 — x)
1 bl 1 n 2
Oy ML [ 50
(9.1) e Lg‘] o = (}__Sl xj] }

s heillt Standardabweichung der Stichprobe (in der Fehlerrechnung auch
mittlerer Fehler; vgl. Abschn. 111).

Spannweite einer Stichprobe siehe Abschn. 8.
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Varianz einer diskreten bzw, stetigen Verleilung mit der Wahrschein-
lichkeitsfunktion bzw. Dichte f(x):

oo

@Y o =S —prfe) b @ pfe)d
(31.5) o = B(X?) —

Die Summe Z = X 4 ¥ hat die Varianz

(59.5) 0% = 6% + 0,% + 204y

01® bzw. op® ist die Varianz von X bzw. ¥, und oy ist die Kovarianz,
(59.4) oxy = B(X ¥) — E(X) E(Y).

Die Varianz einer Summe unabhingiger Zufallsvariablen ist gleich der
Summe der Varianzen dieser Variablen (Satz 59.1).

Lineare Skalentransformation. Hat die Zufallsvariable X die Varianz
6%, so hat die Zufallsvariable X* — ¢ X + ¢, die Varianz

(71.3) o*E =0 Egs
Momente
k-tes Moment
(31.1) E(XY) = Xalflz;)  baw. _F' 2 f () dw

£l —oa
k-tes zenirales Moment

oo

(81.3) E([X — ul*) = X — a)f(@) baw. | (x — p) f(z) dx
Schiefe

(32.1) = 0B (X — u])
Momenterzeugende Funltion

(83.1) G (t) = B (e)
Charakteristische Funlktion

(33.4) P(t) = E(e™)

Momente und zentrale Momente zweidimensionaler Verteilungen siehe

Aufgabe 107.1.

Spezielle Verteilungen

Binomialverteilung. Wahrscheinlichkeitsfunktion :

(39.4) 1@ = (%) oo @=0,1,...,)
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Mittelwert np, Varianz npq (siche Abschn. 40). Approximation durch
die Normalverteilung siehe Abschn. 50, Multinomialverteilung siche
Aufgabe 53.3. BErNouLLI-Experimente mit variabler Erfolgswahr-
scheinlichkéit siehe Beispiel 59.2.

PAascaL-Verteilung. Wahrscheinlichkeitsfunktion (siehe Aufgabe 41.15)
k+ax—1

(41.9) e =("T " e G

Poissox- Verteilung. Wahrscheinlichkeitsfunktion :

(42.2) flz) = g et @=0,1,..1

Mittelwert x, Varianz y, Schiefe 1/ Vi (siehe Abschn, 44),

Hypergeomelrische Verteilung. Wahrscheinlichkeitsfunktion :

i M\ (N — M\ |(N
CE f(x)—(x)(n_z)f{n) @=0,1,..\m)
Mittelwert n M [N, Varianz nM(N — M) (N — )/N? (N — 1) (siche
Abschn. 45),
Normalverteilung. Dichte:

(47.1) Sflz) =H/1275 e _:l(x:_#)g (—oo<a<oo,0>0)

Mittelwert x, Varianz o%. Es ist
(48.5) Pla< X <b) = F(b) — F(a) — qb(b—:“-) = qb(—“—_ *“)
mit @ gemil (48.3); Zahlenwerte in Anhang 5.

Logarithmische Normalverteilung. Dichte (siche Aufgabe 49.12)
1 _3_(12—*)*

49.1 ) =———e T\ A

(49.1) Slz) TP

Zweidimensionale Normalverteilung siehe Abschnitt 108. Die Summe

unabhiingiger normalverteilter Zufallsvariablen ist normalverteilt

(Satz 71.1).

(= 0)

Chi-Quadrat- Verteilung. Dichte:

(60.2), (60.4) S(@) = a® D2 g =212 1 gni2 iy 0] (z = 0)
Mittelwert n, Varianz 2n (siche Abschn. 61).

Gamma-Verteilung und Beta- Verteilung siche Aufgabe 60.4 bzw. 60.5.
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t-Verteilung von Srupext. Dichte:

an a=rfE )]

Mittelwert 0, Varianz n/(n — 2) (siehe Abschn, 62).
F-Verteilung. Dichte (vgl. Abschn. 83):

) = p(%ﬂ)mm A2 pfm =22 / { r (1;) r (%) (- ) n::s] (@>0)

Regression und Korrelation

Regressionsgrade einer Stichprobe (xy, 1), - - -, (@4, ¥,)

(94.3) y—§ =blx — )
% bzw. § ist der Mittelwert der x- bzw. y-Werte.
(94.5) b = s, /82

ist der Regressionskoeffizient der Stichprobe. s,® ist die Varianz der x-
Werte, und
1

(947) ty = g S — 8 4 —9),

(94.8) Sy = ﬂil[ “i’ﬁ_—( )( ”

ist die Kovarianz der Stichprobe.

Regressionsgerade der Grund theit

(97.5) Y — =X — )

py bzw. g, ist der Mittelwert von X bzw. Y.

(97.4) B = axy/o®

ist der Regressionskoeffizient. o,® ist die Varianz von X, und
(97.2) oxy = B([X — ] [Y — ),

(97.3) oxy = B(XY) — E(X) E(Y)

ist die Kovarianz der Variablen X und Y.

Regressionsparabel einer Stichprobe:
(104.4) y = by + b + by,

Die Koeffizienten by, b; und b, ergeben sich als Losungen der ,,Normal-
gleichungen® (104.5).
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Korrelationskoeffizient einer Stichprobe (2, 41)s + v oy (@0 1)
(106.4) T =8[58,

5% baw. 5,2 ist die Varianz der 2- bzw. y-Werte. Stets ist
(106.5) — Dty =10
Korrelationskoeffizient der Grundgesamtheit

(107.4) 2 = Oxyfo0y

0,® bzw. g,? ist die Varianz von X bzw. ¥, und oyy 18t die Kovarianz
(siehe oben). Stets ist

(107.5) —l=p=1.

Zwei normalverteilte Zufallsvariable sind dann und nur dann unabhéin-
gig, wenn p = 0 ist.
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Freiheitsgrade 39, 157, 161
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Funktion, charakteristische 97
Gamma- 158
momenterzeugende 95
von Zufallsvariablen 150

F-Verteilung 225

Gammafunktion 158

— -Verteilung 159
Gavss-Algorithmus 291

— -Verteilung (s. Normalverteilung)
Gemischte Strategie 356
Geometrische Verteilung 96, 114
Gesetz der groflen Zahlen 136
Gewogener Mittelwert 330
Gleichférmige Verteilung 83, 89, 144
Gleichmogliche Falle 55
Glockenkurve 126

Grenzwertsatz 134, 201

Grober Fehler 325
Grundgesamtheit 17, 164

Gruppe 239
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— -verteilung 24
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Kontrollgrenzen 216
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Korrelation 257, 300

Korrelationskoeffizient 301, 308, 316

Korrelierte Variable 308 .

Kovarianz 155, 267, 307

Kreisdiagramm 27
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Likelihood-Funktion 178

— -Methode 177

Lineare Regression 258, 267, 286
Transformation 42, 97, 190

Literaturangaben 399
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Mafzahl 37, 85
Mathematische Erwartung 88, 91, 152
Maximale MutmaBlichkeit 177
Maximum-Likelihood-Methode 177
Mechanisches Analogon 47, 84, 140
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Medianlinie 341
MeGfehler 324
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— -Prinzip 358
MiBerfolg 109
Mittelwert 37, 85, 153
bedingter 315
gewogener 330
Mittlerer Fehler 327
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Miglicher Wert 80
Moment 92
Momentenmethode 167
Momenterzeugende Funktion 95
Multinomialverteilung 143
Multiplikationssatz 868, 154
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Nichtrandomisiert 357
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Protokoll 21 °
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Quadrate, kleinste 259, 201
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Regression 257
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Cavony- 87, 162
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— -fehler 325
— -variable 72
Zuliissig 363
Zweidimensionale Normalverteilung
312
Verteilung 139
Zwei-Personen-Spiel 345
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